In‘troduction.

Le travail qui va suivre et qui a pour objet I'étude du probléme
des trois corps est un remaniement du mémoire que javais présenté an
Concours pour le prix institué par Sa Majesté le Roi de Suéde. Ce
remaniement était devenu nécessaire pour plusieurs raisons. Pressé par
le temps, javais did émoncer quelques résultats sans démonstration; le
lecteur n’aurait pu, a laide des indications que je donnais, reconstituer les
démonstrations qu’avec beaucoup de peine. J’avais songé d’abord a publier
le texte primitif en l'accompagnant de notes explicatives; mais javais été
amené & multiplier ces notes de telle sorte que la lecture du mémoire
serait devenue fastidieuse et pénible.

J’al donc préféré fondre ces notes dans le corps de l'ouvrage, ce
qui a lavantage d’éviter quelques redites et de faire mieux ressortir
lordre logique des idées.

Je dois beaucoup de reconnaissance & M. PuracMEN qui non seule-
ment a revu les épreuves avec beaucoup de soin, mais qui, ayant lu le
mémoire avec attention et en ayant pénétré le sens avec une grande
finesse, m’a signalé les points ou des explications complémentaires lui
semblaient nécessaires pour faciliter l'entiére intelligence de ma pensée.
Je lui dois la forme élégante que je donne au calcul de ST et de T7* a
la fin du § 12. Clest méme lui qui, en appelant mon attention sur un
point délicat, m’a permis de découvrir et de rectifier une importante erreur.

Dans quelques-unes des additions que jai faites au mémoire primitif,
je me borne & rappeler certains résultats déja connus; comme ces résultats
sont dispersés dans un grand nombre de recueils et que jen fais un
fréquent usage, j'ai cru rendre service au lecteur en lui épargnant de
fastidieuses recherches; d’ailleurs je suis souvent conduit & appliquer ces
théorémes sous une forme différente de celle que leur auteur leur avait
d’abord donnée et il était indispensable de les exposer sous cette nouvelle
forme. Ces théorémes acquis, dont quelques-uns sont méme classiques
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sont développés, & cété de quelques propositions nouvelles, dans le cha-
pitre 1 (1*° partie). N

Je suis bien loin d’avoir résolu complétement le probléme que j'ai
abordé. Je me suis borné 4 démontrer I'existence de certaines solutions
particuliéres remarquables que jappelle solutions périodiques, solutions
asymptotiques, et solutions doublement asymptotiques. J'ai étudié plus
spécialement un cas particulier du probléme des trois corps, celui ol
Tune des masses est nulle et ou le mouvement des deux autres est
circulaire; j'ai reconnu que dans ce cas les trois corps repasseront une
infinité de fois aussi prés que V'on veut de leur position initiale, &4 moins
que les conditions initiales du mouvement ne soient exceptionnelles.

Comme on le voit, ces résultats ne nous apprennent que peu de
chose sur le cas général du probléme; mais ce qui peut leur donmer
quelque prix, clest qu'ils sont établis avec rigueur, tandis que le pro-
bléme des trois corps ne paraissait jusqu'ici abordable que par des mé-
thodes d’approximation successive ou l'on faisait bon marché de cette
rigueur absolue qui est exigée dans les autres parties des mathématiques.

Mais jattirerai surtout lattention du lecteur sur les résultats né-
gatifs qui sont développés & la fin du mémoire. J’établis par excmple
que le probléme des trois corps me comporte, en dehors des intégrales
connues, aucune intégrale analytique et uniforme. Bien d’autres circon-
stances nous font prévoir que la solution compléte, si jamais on peut la
découvrir, exigera des instruments analytiques absolument différents de
ceux que nous possédons et infiniment plus compliqués. Plus on réflé-
chira sur les propositions que je démontre plus loin, mieux on comprendra
que ce probléme présente des difficultés inouies, que l'insuccés des efforts
antérieurs avait bien fait pressentir, mais dont je crois avoir mieux encore
fait ressortir la nature et la grandeur. ‘

J'ai fait voir également que la plupart des séries employées en mé-
canique céleste ct en particulier celles de M. LinpsTEDT qui sont les plus
simples, ne sont pas convergentes. Je serais désolé d'avoir par la jeté
quelque discrédit sur les travaux de M. LixpstEDT ou sur les recherches
plus profondes de M. Gyrpen. Rien ne serait plus éloigné de ma pensée.
Les méthodes qu'ils proposent conservent toute leur valeur pratique. On
sait en effet le parti quon peut tirer dans un calcul numérique de
lemploi des séries divergentes et la série fameuse de STIRLING en est un
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exemple frappant. Clest grice & une circonstance analogue que les dé-
veloppements usités en mécanique céleste ont rendu déja de si grands
services et sont appelés 4 en rendre de plus grands encore.

L'une des séries dont je ferai usage plus loin et dont je démontrerai
d’ailleurs la divergence, offre une grande analogie avec un développement
proposé par M. BomrLin & I'’Académie de Stockbolm le 9 mai 1888.
Comme son mémoire n’a été imprimé que quelques mois plus tard, je
n'en avais pas connaissance a I'époque de la fermeture du concours, c'est
& dire le 1°" juin 1888. Je n'ai donc pas cité le nom de M. Bonuiy,
je m’empresse de lui rendre ici la justice qui lui est due. (Cf. Supplé-
ment aux comptes rendus de 1’Académie de Stockholm, Tome
14 et Astronomische Nachrichten, N° 2883.)




Premiere partie.
Généralités.

CHAPITRE L

Propriétés générales des équations difféerentielles.

§ 1. Notations et définitions.
Considérons un systéme d’équations différentielles:

(1) 5~ x,, %=&,”.,%=m
ou ¢ représente la variable indépendante que nous appellerons le temps,
%, %y, .-, %, les fonctions inconnues, ou enfin X , X,,..., X, sont des
fonctions données de z,,z,,...,z,. Nous supposons en général que les
fonctions X , X,,..., X, sont analytiques et uniformes pour toutes les
valeurs réelles de z, ,x,,...,®,.

Si I'on savait intégrer les équations (1), on pourrait mettre le résultat
de lintégration sous deux formes différentes; on pourrait écrire:

(2) =z, =¢¢,C,0C,...,C) z, =0, (t,0,C,,...,C), ...
.'B,‘,=§0,,(t,01,02,...,0,,),

C,C,,...,C, désignant les constantes d’intégration.
On pourrait écrire encore, en résolvant par rapport & ces constantes:

Cl =F1(t,x1,:z;2,...,:cﬂ),
02=F2(t’m1;m27---;xn)’

(3)
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Pour éviter toute confusion, nous dirons que les équations (2) repré-
sentent la solution générale des équations (1) si les constantes C y restent
arbitraires et qu'elles représentent une solution particuliére si on y donne
aux C des valeurs numériques. Nous dirons d’autre part que dans les
équations (3), F,, F,, ..., F, sont n intégrales particulicres des équations
(1). Le sens des mots solution et intégrale se trouve ainsi entierement fixé.

Supposons que l'on connaisse une solution particuliére des équations
(1) qui s’écrira:

(4) xr, = ¢1(t)? Ty = ¢2(t) ey Xy = fpn(t)‘

On peut se proposer d’étudier les solutions particuliéres de (1) qui
différent peu de la solution (4). Pour cela posons:

x1:§01+5n xz=¢2+$2’ ceey Zy=¢, T &,

et prenons pour nouvelles fonctions inconnues &, ,¢&,,...,&,. Si la so-
lution que l'on veut étudier différe peu de la solution (4), les & sont
trés petits .et pous en pouvons négliger les carrés, Les équations (1)
deviennent alors, en négligeant les puissances supérieures des &:

: a&  dxX, dx; dX; .
(5) at ~ da, & + dz, &L+ .o+ dz, o i=1,2.m)
fe dX; ., . .
Dans les dérivées T les quantités « , z,,...,z, doivent étre rem-
k
placées par ¢ (1), ¢,(¢), ..., ¢.(¢), de sorte que ces dérivées peuvent

étre regardées comme des fonctions connues du temps.

Les équations (5) s'appelleront les équations aux variations des équa-
tions (1). On voit que les équations aux variations sont linéaires.

Les équations (1) sont dites canoniques lorsque les variables z sont
en nombre pair » = 2p, se répartissant en deux séries

L)y Lyyeony By,

y13y2’ "'79}17
et que les équations (1) peuvent s’écrire:

de; dF dy; ar
= —_ = —— (i=12,..,»

W d:l/,,

Acta mathematica. 13. Imprimé le 28 avril 1890, 2
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Elles ont alors la forme des équations de la dynamique et nous dirons,
4 lexemple des Anglais, que le systéme d’équations (6) comporte p
degrés de liberté.

On sait que ce systéme (6) admet une intégrale dite des forces vives:

I = const.

et que si I'on en connait p— 1 autres, on peut considérer les équations
canoniques comme complétement intégrées.

Considérons en particulier le cas de » = 3; nous pourrons alors
regarder @, , , et x, comme les coordonnées d’'un point P dans l'espace.

\

Les équations:

dax, de, de,
(6) =% =% =%
définissent alors la vitesse de ce point P en fonction de ses coordonnées,
Considérons une solution particuliére des équations (1)

Ty = ¢1(t)’ ry = 9/’2(!)’ r, = 553(15)'

Lorsque nous ferons varier le temps ¢, le point P décrira une certaine
courbe dans lespace; nous lappellerons une frajectoire. A chaque so-
lution particuliére des équations (1) correspond donc une trajectoire et
réciproquement,.

Si les fonctions X,, X, et X, sont uniformes, par chaque point de
'espace passe une trajectoire et une seule. Il n’y a d’exception que si
I'une de ces trois fonctions devient infinie ou si elles s’annulent toutes
les trois. Les points ou ces cas d’exception se présenteraient s’appelleraient
points singuliers.

Considérons une courbe gauche quelconque. Par chacun des points
de cette courbe passe une trajectoire; l'ensemble de ces trajectoires con-
stitue une surface que jappellerai surface-trajectoire.

Comme deux trajectoires ne peuvent se couper sinon en un point
singulier, une surface-trajectoire qui ne passe en aucun point singulier
ne peut étre coupée par aucune trajectoire.

Nous aurons fréquemment dans la suite & nous occuper de la question
de la stabilité. Il y aura stabilité, si les trois quantités z,, x,, z, restent
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inférieures & certaines limites quand le temps ¢ varie depuis — oo jusqu'a
+ c0; ou en d’autres termes, si la trajectoire du point P reste tout en-
tiere dans une région limitée de l'espace.

Supposons qu'il existe une surface-trajectoire fermée S; cette surface
partagera l'espace en deux régions, l'une intérieure, l'autre extéricure,
et aucune trajectoire ne pourra passer d'une de ces régions dans l'autre.
Si donc la position initiale du point P est dans la région intérieure, ce
point y restera éternellement; sa trajectoire sera tout entiére a linté-
rieur de S. Il y aura donc stabilité. |

Ainsi la question de stabilité se raméne & la recherche des surfaces
trajectoires fermées.

On peut varier ce mode de représentation géométrique; supposons
par exemple que I'on pose:

T, = ¢1(Zl y 35 Z")’

T, = &y(25 25 2,)s

Ty = 5‘[)3(51 y &y 53)7

les ¢ étant des fonctions de z qui sont uniformes pour toutes les valeurs
réelles des z. Nous pourrons considérer non plus =z, z,, #,, mais
2,52, 2, comme les coordonnées d’un point dans l'espace. Quand on
connaitra la position de ce point, on connaitra z ,z,,2, et par consé
quent x,,z,, x,. Tout ce que nous avons dit plus haut reste exact.

Il suffit méme que les trois fonctions ¢ restent uniformes dans un
certain domaine, pourvu qu'on ne sorte pas de ce domaine.

Si n> 3, ce mode de représentation ne peut plus étre employé en
général, & moins qu'on ne se résigne a envisager l'espace & plus de trois
dimensions. Il est pourtant un cas on la difficulté peut étre tournée.

Supposons par exemple que # = 4 et qu'on connaisse une des inté-
grales des équations (1). Soit:

(7) F(xu”wwa’%):(f

cette intégrale. Nous regarderons la constante d’intégration C comme
une donnée de la question. Nous pourrons alors tirer de l'équation (7)
une des quatre quantités z,, x,,®,, x, en fonction des trois autres, ou
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bien encore trouver trois variables auxiliaires 2,5 2, 8
faisant:

, telles qu'en

Ty = ¢1(Zl » By 'za)’ Ty = ¢’3(z1 1 @y 23),

w, = &,(2,, 2, 2,), x, =2, 2, %)

on satisfasse a 1'équation (7) quelles que soient les valeurs de 2, 7, 2,.
Il arrivera souvent qu'on pourra choisir ces variables auxiliaires z de
fagon que les quatre fonctions ¢ soient uniformes, sinon pour toutes les va-
leurs réelles des z, au moins dans un domaine d’'olt on n’aura pas a sortir.

On pourra alors représenter la situation du systéme par un point
dont les coordonnées dans l'espace seront z,, 2, et z,.

Supposons par exemple que l'on ait des équations canoniques avec
deux degrés de liberté:

dz, dF dz, dIF
e dy, e dy,’
dy,  dr dy,  dF
dt —-—dz{f" T dx,

Nous aurons quatre variables »,.2,,%,,y,, mais ces variables seront
liées par I'équation des forces vives:

F=c,

de sorte que si nous regardons la constante des forces vives C comme
connue, il n’y aura plus que trois variables indépendantes et que la re-
présentation géométrique sera possible.

Nous distinguerons parmi les variables = . r,, ..., z,, les variables
lindaires et les variables angulaires. Il pourra arriver que les fonctions
X, X,,..., X, solent toutes périodiques par rapport & 'une des variables
x; et ne changent pas quand cette variable augmente de 2. La variable
x; et celles qui jouissent de la méme propriété seront alors amgulaires;
les autres seront linéaires.

Je dirai que la situation du systéeme n'a pas changé si toutes les
variables angulaires ont augmenté d'un multiple de 2z et si toutes les
variables linéaires ont repris leurs valeurs primitives.

Nous adopterons alors un mode de représentation tel que le point
représentatif P revienne au méme point de l'espace quand une ou plu-
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sieurs des variables angulaires aura augmenté de 27. Nous en verrons
des exemples dans la suite.

Parmi les solutions particuliéres des équations (1), nous distinguerons
les solutions périodiques. Soit

r, = ¢1<t)7 Ty = ¢2(,t) y ey Xy = ¢n(t>

une solution particuliére des équations (1). Supposons qu’il existe une
quantité & telle que:

%(t + h) = %(t)

quahd x, est une variable linéaire et:
et + k) = ¢,(t) + 2kx, (k étant entier)

quand z, est une variable angulaire. Nous dirons alors que la solution
considérée est périodique et que h est la période.

Si I'on adopte un mode de représentation géométrique tel que le
point représentatif reste: le méme quand une des variables angulaires
augmente de 27, toute solution périodique sera représentée par une tra-
jectoire fermée.

§ 2. Calcul des limites.

L'une des plus belles découvertes de Cavcny (Comptes rendus,
tome 14, page 1020), quoiqu’elle ait été peut-étre peu remarquée de,son
temps, est celle quiil a appelée le calcul des limites et a laquelle nous
conserverons ce nom, quelque mal justifié qu’il puisse étre.

Considérons un systéme d'équations différentielles
% = f;(.’b‘ ' Y 3);

(1)

d
‘Zzzf;(x’yaz)‘

Si f, et f, peuvent étre développés suivant les puissances croissantes de
x,y et 2z, ces équations admettront une solution de la forme suivante
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¢, et ¢, étant des séries développées suivant les puissances croissantes
de z et s'annulant avec x.

Pour le démontrer, Cavcuy remplace les deux fonctions f; et f]
par une expression de la forme:

B M
T —w)(1— Ay —r2)’

en choisissant M, a, 3,y de facon que chaque terme de f’ ait un plus
grand coefficient (en valeur absolue) que le terme correspondant de f
et de f,. En remplacant ainsi f, et f, par f’, on augmente les coeffi-
cients de ¢, et de ¢, et comme ces deux séries sont convergentes aprés
ce changement, elles devaient l'étre également avant ce changement.

Tel est le principe fondamental du calcul des limites dont Cavcry
a fait d'ailleurs beaucoup d’autres applications et que plusieurs géométres
ont notablement perfectionné depuis. "

Le plus grand de ces perfectionnements est dd & M. WEIERSTRASS
qui a remplacé la fonction f'(z,y,s) de CaucHY par une autre plus
simple qui peut jouer le méme roéle.

Ecrivons les équations (1) sous la forme:

f'@,y,2)

dy
Ez:"f](x,?/’z)i
’ {
(I) E£=ﬂ(x7yyz)r
dx

ﬂz f(x,]/,.z):‘:I.

Remplacons-y ensuite f, f; et f, par la fonction de M. WEIERSTRASS

, M .
f(x’yyz)_l_a(x_f_y_*_z)’
elles deviendront:
, de _dy da M
(2) dt — dt  dt 1—a(z+y+2)

Les équations (1) sont satisfaites formellemant par des séries:

=¢t)=1t, y=g¢(t), 2= gt

développées suivant les puissances croissantes de ¢ et s’annulant avec ¢.
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De méme les équations (2') seront satisfaites par des séries

x=¢'(), y=e(t) = el¢)

développées suivant les puissances croissantes de ¢ et gannulant avec ¢.
(On voit facilement d’ailleurs que ¢'(¢) = ¢((¢) = ¢3(¢).)

Si M et a sont convenablement choisis, les coefficients des séries ¢’
sont plus grands que ceux des séries ¢; or les séries ¢’ convergent; donc
les séries ¢ convergent également.

C. Q F. D.

Je n'insiste pas sur ces démonstrations qui sont devenues tout & fait
classiques et qui se trouvent développées dans tous les traités un peu
complets d’analyse, par exemple dans le Cours d’Analyse de M. Jorpaw
(tome 3, page 87).

Mais on peut aller plus loin.

Théoréme I. Imaginons que les fonctions f, et f, dépendent, non
seulement de z, y et 2, mais d'un certain parameétre arbitraire p et qu’elles
puissent se développer suivant les puissances croissantes de z,y, 2 et p.
Ecrivons alors les équations (1) sous la forme:

dz

R:f(xﬁ'/,zyﬂ): 1,

" d
(I) ; Zt“'ty:f;(x;?/,:z,,u),

d
£=f2(x,y,z,p).

On peut trouver trois séries

=g, pn, xoy?/oyzo):t"l'xo; Yy=0,(, 1t %> Y5 )
2=ty 1ty T, Yo, 2)

qui satisfassent formellement aux équations (1”), qui soient développées
suivant les puissances croissantes de ¢, de pu et de trois constantes d’inté-

~gration x,, y,, 4 et qui enfin se réduisent respectivement & z,, y, et 2,
pour ¢ = o.
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Je dis que ces séries convergent pourvu que ¢, u,2,,¥y, et £ soient
suffisamment petits.
En effet remplagons £, f, et f, par la fonction:

Al
=t —ale+y + )]

f,(ir73/7'37/1)=(

Cette fonction [’ peut étre développée suivant les puissances de z,
v,z et u. On peut prendre M, a et B assez grands pour que chaque
terme de [’ soit plus grand que le terme correspondant de f, de f|
et de f,.

Nous obtiendrons ainsi les équations

o de _dy _ dz M
(2 ) dt ~ dt ~ dt (1 ——/Sfu)[l—a(w—{—y-{»—z)].

On peut trouver trois séries

x:¢,(f?/1?m07y0’zn)’ y=¢;(ta/17xo,yoyzo)
Z=¢;(t’#7xo;?/0;zo)

développées suivant les puissances de 7, p, @,, ¥, , %4, satisfaisant aux
équations (2"') et se réduisant respectivement a ., y,, 2, pour ¢ =: .

En raisonnant comme le faisait CaucHy, on démontrerait que chaque
terme des séries ¢’ est plus grand que le terme correspondant des séries
¢. Or les séries ¢’ convergent, si ¢,p, 7,,y, et z, sont assez petits.
Donc les séries ¢ convergent également.

C. Q F. D

On peut tirer de la diverses conséquences.

Théoréme II. Nous venons de voir que z,y et z peuvent étre dé-
veloppés suivant les puissances de ¢, s, 7., ¥, et 2, pourvu que ces cing
variables, y compris ¢, soient suffisamment petites.

Je dis que z,y et z pourront encore étre développées suivant les
puissances des quatre variables u, 7,, y, et 2,, quelque grand que soit ¢
pourvu que les quatre variables g, z,,y, et z, soient assez petites. Il
y a toutefois un cas d’exception sur lequel je reviendrai.
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En effet nous trouvons d’abord trois séries

x=¢(t7ﬂaxo’?/o7zo)7 y=¢1(t,/1,;170,3/0,,€‘0),
Z=¢2(t7#,xo’yoazo>

qui définissent x,y et z pour les valeurs suffissmment petites de p, x,,
Yo s % €t quand
[t <p,

o étant le rayon de convergence de ces séries. Si donc # est un point
intérieur au cercle de convergence et si z,,y, et z, sont les valeurs de
z,y et ¢ pour £ =, on voit que z,,y, et z sont des fonctions holo-
morphes de p, xz,,y, et 2, cest 4 dire développables suivant les puis-
sances de ces variables si elles sont assez petites.

Soient ensuite x7, y) et 2 les valeurs de x,,y, et z pour

P= Ty =Yy = & = O.

Cela posé, on aura dans le voisinage du point ¢ = £,

W] 0 0 0
w‘“?(t—tl’#’xl_xx7.%""3/1’41_"31~

(3) ?/=¢;(t'—‘tnﬂ7wl—w(l)yyl—ygygl—‘zg),
z =¢;(t_tl’ﬂ,xl—x?7yl'—?/?,zl—5?)'

Les séries ¢, ¢} et ¢;, tout a fait analogues aux séries ¢, ¢, et ¢,, sont

définies comme il suit.

Elles satisfont aux équations différentielles; elles sont développées
suivant les puissances de ¢ — ¢, u, 2, — 2}, y, — 4} et &, — 2]; elles se
réduisent & =z, ,y, et 2 pour ¢ =¢. A

Elles convergeront si u, x,— 2}, y, — 41, 2, — 2] sont assez petits et si

|t —1t | <py

0, étant le rayon du nouveau cercle de convergence C,.
Si ¢ est un point intérieur 4 ce nouveau cercle de convergence C|,
on voit que z,y et z seront fonctions holomorphes de u, 2, — a3, y; — 1}
et z,—2). Mais z, —a?,y, —9y?, 2, —2 sont déja fonctions holo-
morphes de u, %,,¥,, 4. Donc, pour tout point ¢ intérieur au cercle
Acta mathematica. 13. Imprimé le 10 mai 1890, 8 -
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C,, les trois quantités =,y et z sont des fonctions holomorphes de u, z,,
Yo % développables selon les puissances de ces variables si elles sont
assez petites.

Supposons maintenant que le point ¢ soit extérieur au cercle C,, le
théoréme sera encore vrai; il est clair en effet qu’il suffit pour le dé-
montrer pour une valeur quelconque de ¢, de répéter le raisonnement
précédent un nombre suffisant de fois, pourvu que les rayons p,, p,, ...
des cercles de convergence envisagés successivement restent supérieurs &
une quantité donnée.

Cette convergence sera d'ailleurs uniforme pour toute valeur de ¢
inférieure a ¢, quelque grand que soit .

On ne serait arrété que dans un cas.

Le théoréme de CaucHY cesse d’étre vrai si les fonctions f, et f, ne
sont plus holomorphes en z,y,s; par exemple si elles deviennent in-
finies, ou cessent d’étre uniformes.

Si on ne peut pas développer les fonctions f, f, et f, suivant les
puissances croissantes de pu, de x —xy,y — !, 2 — 2, il n’existera pas
en général trois séries ¢’, ¢; et ¢, de la forme (3) satisfaisant anx équa-
tions différentielles.

On dit alors que le point

mzm(l)a

s
I

=2

=

-
™
I

KN

est un point singulier.

Si donc, en faisant varier {, on voyait le point mobile (z,y, 2)
passer par un point singulier, notre théoréme serait en défaut. Si ¢
variant depuis ¢ = o jusqu'a ¢ = {,, le point mobile (r,y,s) ne passe
par aucun point singulier, le rayon de convergence de la série de CavcHY
ne pourra s'annuler et on pourra lui assigner une limite inférieure, de
sorte que les trois fonctions z, y,z seront développables suivant les puis-
sances de u, Z,, Y,, % pour toute valeur de ¢ inférieure & #,. Mais si
pour ¢==1%,, le point (z,y, %) se confond avec un point singulier, le
théoréme cessera d'étre vrai pour les valeurs de ¢ supérieures a f,.

Notre théoréme comporte donc un cas d’exception. Mais ce cas ne
se présentera pas dans le probléme des trois corps et nous m’'avons pas
a nous en inquiéter. Soient en effet:

@5 85 2) s (@3, Y59 %) (@5 Y55 2,)
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les coordonnées des trois corps, r,,, r,,, ,, leurs distances mutuelles, m,,

m, et m, leurs masses. Les équations du probléme seront de la forme

suivante:

K @ mg(®, — x,)
(ltz: 23 1 + a2 33 1

Le second membre de cette équation ne pourrait cesser d'étre holo-
. 1 ‘s
morphe en z,,y,,2,, %,, ¥, 2,, %3, Y5, 2, que si 'une des trois distances
Ty s Ty3s ¥, venait a sannuler, c’est 4 dire si deux corps venaient & ce
choquer. Or mnous n'appliquerons jamais notre théoréme que quand on
sera certain qu'un pareil choc ne peut se produire.
Le méme résultat peut encore étre établi d’une autre maniére.
Reprenons les équations:
dx
a=f(x1?/’z,/‘)7

d
d_gt/=f1(x)y’z,#))

“d
(ﬁ:f?(w’y’z’#)'

Les fonctions f, f,, f, pourront en général étre développées suivant les
puissances croissantes de ¥ — x,, y — Yo, 2 — 2, , t— 9, pour les valeurs
de z,y,2 et u suffisamment voisines de x,, y,, 2 et g, Sil existe un
systéme de valeurs de 2,,y,, 2,4 pour lequel cela n’ait pas lieu, je
dirai que ce systéme de valeurs est un des points singuliers de nos équa-
tions différentielles.

Cela posé, ces équations admettront une solution telle que x,y et 2
gannulent avec ¢; et cette solution dépendra manifestement de u. Soit:

r = w,(t,n), ¥ = w,t, p), 2= o,(t, p
cette solution. Il résulte de la définition méme de cette solution que
Pon a, quel que soit p:
0,0, 1) = 0,(0, 1) = ,(0, ) = 0.

Dans la plupart des applications, on pourra effectuer l'intégration pour
g = o, de telle sorte que les fonctions w,(f, 0), 0,(t, 0), w,(t, o) seront



20 H. Poincaré. § 2

connues. Je suppose que, pour aucune des valeurs de ! comprises entre
o et ¢, le systtme de valeurs

w,(t,0), w,(t,0), oft,0), 0

ne soit un point singulier de nos équations différentielles.

Pour employer un langage incorrect, mais commode, je dirai que la
solution particuliére

v = w/t, o), ¥ = w,{t, o), 2 == @,(t, 0)

ne passe par aucun point singulier.

Si cela n’avait pas lieu, nous nous trouverions dans le cas d’excep-
tion dont jai parlé plus haut.

Si au contraire cela a lieu, ce que je supposerai, je dis que les ex-
pressions @,(¢,, p) , 0, , ) » @, (¢, , 1) sont des fonctions de p dévelop-
pables suivant les puissances croissantes de cette variable.

Posons en effet

x=5+w1(t’0)7 ;'/=77+0)2(ts0)» z::+w3(t,0),

les équations différentielles deviendront:

d
d_f= ¢(5’77>C’t’/‘)’
dy

(4> (—g?=§’)1(5}7/9 5}57/1)7

”

j;ZSCg(é”?’::t’/l)‘

Il résulte de I'hypothése que nous avons faite que pour toutes les va-
leurs de ¢ comprises entre o et ¢, les fonctions ¢, ¢, et ¢, peuvent étre
développées suivant les puissances de &, %, et p, les coefficients du
développement étant des fonctions du temps.
Jobserve de plus que pour g = o, les équations différentielles doi-
vent étre satisfaites pour
g = L/ {=o,

ce qui veut dire que ¢, ¢, et ¢, sannulent quand g, &, 7, { s'annulent
a la fois.
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On pourra alors trouver deux nombres positifs M et « tels que,
pour toutes les valeurs de ¢ comprises entre o et ¢, chaque coefficient
du développement de ¢, ¢, ou ¢, suivant les puissances croissantes de
&,7,¢ et pu soit plus petit en valeur absolue que le coefficient corres- -
pondant du développement de:

ME+y+l+p
1 —alf+9+C+p

ou a fortiori que le coefficient correspondant du développement de:

.

A _M(5+v+5+y)[l+a(5+77+C\+/z)]
¢'(C>779c>/1)”‘ I—a(5+77+4'+‘u)

Comparons donc les équations (4) aux suivantes:

dé d dl

La solution des équations (4), qui est telle que &, 5 et ¢ s'annulent a la
fois pour ¢ = o, g'écrit:
§= o, —olf,o) 7= ,(t, 1) — w,(t, 0),
= w,(t, p) — o,t, o).

D’un autre c6té les équations (5) admettent une solution:
§=9={=0o,pn

telle que &, %, { s'annulent avec #.

En raisonnant comme l'a fait Caucuy, on verrait que si o'(¢, p)
est développable suivant les puissances croissantes de g, il doit en étre
de méme de @, (¢, n) — o,(t, 0), 0,(t, p) — w,(¢, 0), (¢, ) —w,(¢, 0),
et que chaque coefficient du développement de ces trois derniéres fonc-
tions est plus petit en valeur absolue que le coefficient correspondant de
w'(t, p), au moins pour toutes les valeurs de ¢ telles que

o <it<i.

Or les équations (5) sont faciles a intégrer et on vérifie aisément que
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@'(t, p) peut se développer suivant les puissances de u. Donc &, 7 et
{ sont également développables suivant les puissances de p pourvu que

o<it<t.
C. Q. F. D.
Théoréme III. Cela posé, soit:
:13=(01(t,/1,17o,y0,20), y=w2(t,/1.,.730,]/0,2‘0),

= w3(t,/1,x0,yo,zo)
celle des solutions de nos équations différentielles, qui est telle que:

r =z, Y=Y, z =2,
pour ¢ = o.
Considérons les fonctions:

o (t, 7,0, %, Yy 2)s 0, (b, + Ty By Yo s )
0,6 + T,y Ty s Yy s 2)-

Je dis qu'elles sont développables suivant les puissances de g, z,, ¥, %,
et T pourvu que ces quantités soient suffisamment petites.
Posons en effet

v=2u0 42, Y=Y 1+ Y 2=2 + 2,

t, + 7
r

1

t=1
Nos équations deviendront:

da’ N , ,
%=<I+t—)f(‘” F a0, Y+ Yy 2 )

’

l' / T\ * ’ r ’
El%:(\[-‘—t_)fl(x +x073/ +?/o’5 +50)/1)7

’

dz

5= (T F DA + a0y 00, + 2,
1
Ces équations contiennent cinq paramétres arbitraires & savoir

s Tys Yoy @y T-
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Considérons donc la solution de ces équations qui est telle que z',y, '

gannulent avec #'; soit:

% = a);(t”/l’ ZysYpr %y T);
.7/’ = w;(t’7ﬂ9 Los Yos %> T),
=i’y pt, %, Yys 2y, T

Il résulte de ce que nous venons de voir que si I'on fait # =¢ les ex-
pressions:
: (0;(151,/1,.’[‘0,:_1/0,20, T)’

@3 (E s s Ty s Yoy 25 Ty
O3ty s Ty s Yoy 295 T)
sont développables suivant les puissances de p, ,,y,, 2, et 7. Mais il
est manifeste que l'on a:
@ity 15 %o s Yo By T) = ot 75 1, Ty Yo s ),
(6) Oyt Ty Yy 2, T) = w,(t, + T, 4, a:o,yo,zo),‘
@ity Ty Yo 2, D) =@, (t, + Ty By Yys Z)

Donc les seconds membres des équations (6) sont également développables
suivant les puissances de u, ,,¥,, 2 et 7.

C. Q. F. D.

Théoréme IV. Caucny a tiré du calcul des limites un autre théoréme
d’'une extréme importance.

Voici quel est ce théoréme:

Sion a n4 p quantités y,, y,, ..., ¥, T, Zyy«- .y z, entre lesquelles
ont lieu # relations:

f}(yl’y29°"7yn§m13x29"'7xp)=07
fg(yl,yg,...,y,,,ml,xq,...,w,,)=o,

.

ﬁz(y17y27"')yn?m1ax2’"’7‘,”?)=o;
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si les f sont développables suivant les puissances des z et des y et
s'annulent avec ces #n 4 p variables;

si enfin le déterminant fonctionnel des f par rapport aux y n'est
pas nul quand les x et les y s’annulent & la fois;

on pourra tirer des équations (7) les # inconnues y sous la forme
de séries développées suivant les puissances croissantes de z,, 2, ,..., Z,.

Considérons en effet x;, comme la seule variable indépendante z,,
®y,...,T, comme des paramétres arbitraires, nous pourrons remplacer
les équations (7) par les n équations différentielles:

(i=1,2,..,n)

dfi dy, | dfi dy, dfi dyn | dfi _
(8) dy de, Vaydr T T ay s, T ae = ©

Nous sommes ainsi ramenés au cas dont nous venons de nous occuper.

En particulier si f(y, #,,#,,..., #,) est une fonction développable
suivant les puissances de y,w,,x,,...,%, si quand les z et y s'an-
nulent & la fois on a:

si enfin y est défini par 1'égalité

f=09

y sera développable suivant les puissances de x.

Il nous resterait a4 examiner ce qui se passe quand le déterminant
fonctionnel des f par rapport aux y est nul. Cette question a fait I'objet
de recherches nombreuses sur lesquelles je ne puis insister ici, mais an
premier rang desquelles il convient de citer les travaux de M. Puiseux
sur les racines des équations algébriques. J’ai eu moi-méme l'occasion
de m'occuper de recherches analogues dans la premiére partie de ma
thése inaugurale (Paris, Gauthier-Villars, 1879). Je me bornerai donc a
énoncer les théorémes suivants, en me bornant a renvoyer pour les dé-
monstrations, soit aux traités classiques, soit & ma these.

Théoréme V. Soit y une fonction de z définie par l'équation

(9) fly,z)=o

ou f est développable suivant les puissances de z et de y.
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Je suppose que pour 2z = y = o, f s'annule ainsi que:

df‘ dﬁf dm——lf
By a
mai a/ ! 1
158 que W‘ ne sannule pas.

Il existera m séries de la forme suivante:

1

2 3
(10) y=azs"+ az" + az" + ...

(ou » est entier positif et ol @, a,, ... sont des coefficients constants)
qui satisferont & I'équation (g).
Corollaire 1. Si la série (10) satisfait & I'équation (9) il en est de

méme de la série:
1 2 3

Y = alax; + a,a’x; + a0’ + ...

ou a est une racine n° de l'unité.

Corollaire II. Le nombre des séries de la forme (1o) développées
1

suivant les puissances de 2", (sans pouvoir étre développées suivant les
1
puissances de 27, p < m) est divisible par =.

Corollaire III. Si k;m, est le nombre des séries (10) développables
1

suivant les puissances de ™, si k,m, est le nombre des séries (10) dé-
. ;

veloppables suivant les puissances de 2™, ..., si k,», est le nombre des

1
séries (10) développables suivant les puissances de #™ on aura:

ko, +kn, + ... 4 kn, =m,

d’ol1 I'on conclut que si m est impair, I'un au moins des nombres #,,

Ny, ..., N, est aussi impair.
Théoréme VI. Si l'on a les équations
fl(yl’yf\’ "').”/p?'x) = 0O,
(11) s Gar e er ) ) = O

f;l(y17y27‘°”yp7x>=o)

Acta mathematica. 13. Imprimé le 30 mai 1890. 4
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dont les premiers membres sont développables suivant les puissances des
y et de z et s’annulent avec ces variables, on pourra toujours éliminer
entre ces équations

Yos Y30+« 5 U

et arriver &4 une équation unique:

f(?/x?m)=o

de méme forme que I'équation (9) du théoréme précédent.

Il 0’y aurait d’exception que si les équations (11) cessaient d’étre
distinctes.

Corollaire des théorémes V et VI. Le théoréeme 1V sapplique toutes
les fois que le déterminant fonctionnel des f n’est pas nul, cest & dire
toutes les fois que quand les z s'annulent, les équations

(7) fi=f=...=f=o0
admettent
.?/1:.7/2: N :yuzo

comme une solution simple.

Il résulte des théorémes V et VI et de leurs corollaires énoncés
plus haut que le théoréme IV est encore vrai si cette solution est mul-
tiple, pourvw que Uordre de multiplicité soit impair.

§ 3. Applications du calcul des limites aux équations aux
dérivées partielles.

Cavcuy avait déja appliqué le procédé du calcul des limites aux
équations aux dérivées partielles. Madame KOWALEVSKI a considérable-
ment simplifi¢ la démonstration de Caucuy et a donné au théoréme sa
forme définitive.

Voicl en quol consiste le théoréme de Madame KowaLevskl (Jour-
nal de Crelle, tome 8o).

Considérons un systéme d'équations aux dérivées partielles définis-
sant » inconnues 2 ,2z,,..., 2, en fonctions de p variables indépendantes.
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Supposons que ce systéme s'écrive:

dz, f (’l) . . dz,  dz dzi>
- = e 3 3 e 5y 5 T e s e ey 3 18

de, 71272 PP gy da,’ > da,

dZ’ (’Zi dz; . (lzi
_:fgwl’xg"“’xp;—,_)'°‘7—7

( I ) dw, dw, ' da, dx,

(lzn o . dZi, (lz,- (]Zi
Zl?“f”xl’mi""’ml”%’?};"“’d—%’

L 2 3 ]

firfys -, [, étant développés suivant les puissances de

dZi

T, Ty, ..., x, et des dn,
(i prend les valeurs 1,2,...,#n; k les valeurs 2, 3,...,p; enfin les
a; sont des constantes quelconques).

Soit maintenant

‘glrl(atg,xs,...,mp), N (Y R C A A )

n fonctions données quelconques, développées suivant les puissances crois-
santes de x,,x,, ..., v, et telles que:

d¢;
d_ank == Gy

pour

Il existera n fonctions

5, = 0,8, %, ..., T,), 2= 0, By ey )y e ey 8= 0ulB By, ey 1)

développables suivant les puissances de =, ,%,, ..., T,, qui Salisferont aux
équations (1) et qui se réduiront respectivement & ., ¢yy ..., &, pour = 0.

J’ai moi-méme cherché a étendre les résultats obtenus par Madame
Kowavrevsk: (Thése inaugurale, Paris, Gauthier-Villars, 1879) et jai étudié
en détail les cas que la savante mathématicienne avait laissés de coté.
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Je me suis attaché en particulier & I'équation:
: dz dz dz
(2)‘ XlaZ+X2@:+".+Xn;i;”—)\IZ,

on X,X,,..., X, sont développés suivant les puissances de z,, %, ,...,,;
je suppose de plus que dans le développement de X, X,,..., X, il
n'y ait pas de terme tout connu et que les termes du 1°* degré se ré-
duisent respectivement a Az, , Ax,, ..., 4,7,, de telle sorte que

X, = Az, — T,

i 1

Y, désignant une suite de termes du 2° degré au moins par rapport i
Ly Lyyonny Ly

J’ai démontré qu'a certaines conditions cette équation admet une
intégrale holomorphe développable suivant les puissances de z,, z,,...,%,.

Pour que cette intégrale existe, il suffit:

1° que le polygone convexe qui conticnt les » points 4, , 4,, ..., A,
ne contienne pas lorigine,

2° que lon n’ait aucune relation de la forme

mydy 4 ...+ m,A, = A

ou les m sont des entiers positifs dont la somme est plus grande que 1.’
Je vais chercher a généraliser le résultat obtenu dans ma thése.
Au lieu de I'équation (2) envisageons l'équation suivante:

dz dz dz dz
(3) '(E+de—wl+.X23Z+...+ani;n:AIZ

! Dans ma these, je n'énonce pas cette restriction et je ne suppose pas que la
somme des m soit plus grande que 1. 1l semblerait donc que le théoréme est en défaut
quand on a par exemple 4, = 4,. Il n'en est rien. Si l'on avait

My A oo mdyn =4 (mg+my .. m,>0)

certaing coefficients du développement prendraient Ia forme o et deviendraient infinis.
C’est pour cette raison que nous avoms df supposer qu'ume pareille relation n’a pas lieu.

- . . » v » . 0
8i I'on avait au contraire A, = A, certains coefficients prendraient la forme ~
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Nous avons encore
X, = Av,— ¥,

Y, désignant une fonction développée suivant les puissances de z, , z,, ..., %,
et ne comprenant que des termes du 2% degré au moins par rapport a
ces n variables. Mais ¥, ne dépend pas seulement des #, il dépend aussi
de ¢, de sorte que les coefficients du développement de Y, suivant les
puissances des z sont des fonctions de ¢. Nous suipposerons que ce sont
des fonctions périodiques de ¢ de période 27 développées suivant les sinus
et cosinus des multiples de ¢.

Je me propose de chercher dans quel cas I’équation (3) admettra
une intégrale holomorphe développée suivant les puissances de z,, Z,, ..., ,
et telle que les coefficients du développement soient des fonctions perio-
diques de ¢.

Voyons d’abord qu'elle va étre la forme de Y,. Nous allons dé-
velopper Y, suivant les puissances croissantes de «x,,x,,...,®,; con-
sidérons le terme en

[ LR i

Le coefficient de ce terme étant une fonction périodique de ¢ pourra
se développer suivant les sinus et cosinus des multiples de ¢, ou ce qui
revient au méme suivant les puissances positives et négatives de e"'~.

Nous pourrons donc écrire

Y, = 20, eV Tghgs L x,

.ﬁ.a,az...an

Les C sont des coefficients constants; # est un entier positif ou né-
gatif; o, @, ..., a, sont des entiers positifs tels que

a +a, + ... 4 a, > 2
J,r . . .. f . . . .
ecriral aussl quelque 018 €n Supprlmant les indices:

Y, = 20 Tata ... a.

n

Posons maintenant:

k3

Y, =2 |C|eanag ... o



30 H. Poincaré. § 3.

et envisageons l'équation suivante:

) n 4 , N : A ,
(4) (llxl—Yl)%+(‘2x2—y2)f]§+"'+(Aylxn—Yn)ﬁ':Al'z’

1

. 1z
D Squation —
ans cette équation T

comme un paramctre arbitraire et z,,x,,..., 7,

riables indépendantes. Si donc les quantites A7, A;, ..., A, satisfont aux

conditions que nous avons énoncées plus haut, I'équation (4) (qui est de

méme forme que l'équation (2)) admettra une intégrale holomorphe.
Nous supposerons

n'entre plus; nous pouvons donc regarder ¢

comme les seules va-

= A= = AL

Nous supposerons de plus A; réel et positif.
Cela posé, soit

(5) 2= 2A4;,, ey an

une série satisfaisant formellement & 1'équation (3). Comment pourra-t-on
calculer les coefficients A par récurrence.
En écrivant 1'équation (3) sous la forme

dz dz dz dz dz dz
a-l—/llwlrxl—l—...+)‘,,w,,dfx—"——-llz=: YIJI_F Ygziz—l- .+ Y"E;,,

et en identifiant les deux membres on trouve:

Agoo ol V=1 + Ao, + ha, + ... + 2,20, — 4] = P[C, 4],

P[C, A] étant un polynéme entier a coefficients positifs par rapport aux
C et aux coefficients 4 déja calculés.
Soit maintenant

(6) 2= 24 e M ypngh L, o

3.0109...0n

une série satisfaisant & l'équation (4). Pour calculer les coefficients A4’
nous écrirons I'équation (4) sous la forme:

,  dz ,  dz , dz , , Az L, de ,dz
Alxl&z—*_lxzo_lz;+"°+l"x"7d;n—)“z=yld—zl+12355—,+'°'+Y”¢—iz,'
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En identifiant les deux membres, nous trouverons:

ﬁa,az wlha + e + . . 4 2a, — A = P[|C], 4'].

P[|C|, A'] ne différe de P[C, A] que parce que les C sont remplacés
par leurs modules et les 4 par les A’ v

Les X étant réels positifs ainsi que les coefficients du polynéme P,
les A’ seront aussi réels et positifs.

Pour que Pon ait ensuite:

| 400

il suffit que 'on ait toujours:

< 4

B.0y2z...a03

)‘;al +A;a2+"'+A;au—li<lﬂ\/—_l+)‘1al + A‘)a‘) + M +znan_lll
ou

(7) 18\/ I+2a——-—l)+la+ +)\,,a,,.
(@¢,— 1)+ a, + . +an

Si T'on a choisi A{ de fagon & satisfaire & l'inégalité (7), on aura donc
| 4] < 4.

Or la série (6) converge, donc il en sera de méme de la série (5).

Ainsi donc pour que la série (5) converge, il suffit qu'on puisse
trouver une quantité positive A satisfaisant & I'inégalité (7) pour toutes
les valeurs entiéres et positives des a, et pour toutes les valeurs enticres
positives et négatives de f.

Commencons par remarquer que le second membre de l'inégalité (7)
est toujours plus grand que:

(8) BV—1+ A, — 1) + Ao, + ...+ Aty |
LAl + (4 — 1)+ a, + ... + an )

Il suffira donc que 2] soit plus petit que 'expression (8). Or cette
expression (8) est le module d'ume certaine quantité imaginaire repré-
sentée par un certain point G. Or il est aisé de voir que ce point G
n'est autre chose que le centre de gravité des m 4 2 masses suivantes:

1° % masses égales respectivement a « ,a,,...,w, et situées respec-
tivement aux points 4, 4,, ..., 4



32 H. Poinearé. § 3.

2° une masse égale a |B| et située soit au point 4 =1 soit au
point — y—T;

3° une masse égale a — 1 située au point A,.

Toutes ces masses sont positives 4 I'exception de la derniére.

Il faut chercher la condition pour que la distance OG soit toujours
supérieure a une certaine limite A).

Composons d’abord les # -4 1 premiéres masses; nous obtiendrons
une masse:

M=al+a,+...+a,,+|ﬂl

située en un certain point G’ et comme ces % - 1 premiéres masses sont

positives, le point G’ sera située a l'intérieur de l'un ou de Vautre des

deux polygones convexes qui enveloppent, le premier les » 4 1 points
y 1€ P

Ayhyyony A, et 1,
et le second les % 4+ 1 points
Aydyyoonydy et — T

Si ancun de ces polygones convexes ne contient l'origine, on pourra
assigner a la distance OG’ une limite inférieure p et écrire:

0G' > p.

Il reste & composer la masse M située en G et la masse — I située
en A. On obtiendra ainsi une masse M — 1 située en G. On aura

évidemment:
oG > 0G' — G@,

GG = MG—Xl 1 < MOE 1 + MOi 1’
d’'ou
0G > OG’ﬁ:?—-MO—ﬁ1>#§5:?—Moi1'
Si done:
M~ 3u 4+ 20&

M
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I'inégalité
7
(9) 06 >7

sera satisfaite.
Il n’y a donc qu'un nombre fini de combinaisons des nombres entiers:

&y Oyyenny Oy fB

pour lesquelles 'inégalité (9) pourrait ne pas étre satisfaite.

Si pour aucune de ces combinaisons OG n’est nul, nous serons certains
de pouvoir assigner & OG une limite inférieure .

Nous sommes donc conduits a la régle suivante:

Pour que UVéquation (3) admette une intégrale développable suivant les
puissances des x et périodique par rapport & t, il suffit: ’

1° gwaucun des deux polygones convexes circonscrits, le premier aux
points A, A, ..., A et 4 —1, le second aux points A, A, ..., 2, et
— =1, ne contienne Uorigine,

2° quil W'y ait entre les quantités A aucune relation de la forme

BV—1 + ad + ady + ..o+ ad, =4,
les o étant entiers positifs et B entier positif ou négatif.

C’est 14 une généralisation du ‘théoréme démontré dans ma thése..
Or de ce théoréme découlaient un certain nombre de conséquences.
Voyons si on pourra en tirer de semblables du théoréme généralisé.

Nous allons pour cela suivre absolument la méme marche que dans
la thése citée.

Considérons 1'équation:

dz

dez, ’

‘ dz dz dz
(IO) Zﬁ—}-de—wl—l—X%E—}—...{—Xn

obtenue en supprimant le second membre de 1'équation (3).
Considérons en outre I'équation:

dz

tda,

dz dz d
(3) —+ X +X2TJG,+"'+X”T;=AIZ

deta mathematica, 13. Imprimé le 27 juin 18%0. 5
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et I'équation:

dz dz dz dz
(11) a+X1az+X2(E+"'+Xnd'—m=l‘zz‘

Si les 4 satisfont aux conditions que nous venons d’énoncer, I'équa-
tion (3) admettra une intégrale

o T, est ordonné suivant les puissances des z et périodique par rap-
port a ¢.
De méme Téquation (11) admettra une intégrale

z2=1T

2

ou 7, est de méme forme que 7.
On en conclut que 1'équation (10) admet comme intégrale particuliére:

1

1
TR, .

Comme on peut dans le second membre de (3) remplacer successive-
ment A2, par A, A2,..., 4,2 et quon obtient ainsi » — 1 équations
analogues a I'équation (11), on peut conclure que l'équation (10) admet
n — 1 intégrales particuliéres ‘

1 1 1 1 1

1
o A TN LI AT A
THT, %, ThTy S, ..., ThT,

on T,, T.,,..., T, sont de méme forme que 7.
Pour avoir l'intégrale générale de (10), il faudrait posséder encore

une n° intégrale particuliére. Pour cela considérons 1'équation:
dz dz dz
(12) —jt+Xlﬁ+...+X”E=z'

Cette équation admettra comme intégrale particuliére 7 = ¢'.
Nous en conclurons que 1'équation (10) admet comme intégrales

particuliéres
—A — At = Ant
Te ™, Te™,. ..., T,e™,
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de sorte que Vintéorale générale de cette équation (10) sera:
te) >
fonction arbitraire de (Tje™™  T,e™™, ..., T,e™).
En d’autres termes les équations différentielles:

d%l dw, dwn

K‘ X=...=Xn

(10') di ==

admettront comme intégrale générale
Ayt Ast o Anl
T, = K", T, =Ke*, ..., T,=K,e",

K ,K,,..., K, étant n constantes d'intégration.

Ce théoréme peut étre regardé comme la généralisation de celui que
jai démontré a la page 70 de ma these.

Supposons maintenant que nous cherchions a déterminer les p pre-

miéres variables z 3 savoir
Lyy Tyyovny

en fonctions des # -— p autres a savoir
xp+1 7~xp+2 y Ty

et de ¢, & l'aide des équations suivantes:

dax dx dx
w X X+ X =X,
dz de de
L&, % 2 . X - X
(13) dt + p+1 dm + Xp+2 d$p+2 + .. + "dw,, 27

. . . . . . . . . . . . . . . a . .

dab,, _daxy daw, d.z,, .
+ p+1 LZQ/ + p+2 d$p+2 + . + ”dﬂ'u— Xp'

Il est aisé de voir que l'intégrale générale des équations (13) s'écrira:
(14) =Py = =P =0
@1y @ys -5, représentant p fonctions arbitraires de

Te ™, Te ™, . .., Te™.
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Do
T
S

Prenons en particulier:

R L . W
¢, = T e ™, ¢, = Tpe™™ , ..

1

. —Ast
¢r = TP ¢ .

-

Les équations (14) s'écriront:
(14) T, =T, =...=T,=o0.

Des équations (14') on pourra tirer z,,®,, ..., «, en fonctions de
Toi1s Tpyss---, T, Cb ¢ et on verra que ce sont des fonctions holomorphes
par rapport & @,,,, T4y, ..., &, et périodiques par rapport a f.

Donc les équations (13) admettent une solution développable suivant
les puissances croissantes de 2,.y, %,49, .-+, &, et suivant les sinus et
cosinus des multiples de ¢.

Ce théoréme est démontré quand les A satisfont aux conditions
énoncées plus haut; voyons comment on pourra I'étendre aux cas out ces
conditions ne sont pas remplics. Je suivrai pour cela la méme marche
que dans la 4™ partie de mes recherches sur les courbes définies par les
équations différenticlles (Journal de Liouville, 4™ série, T. 2, pages
156—157).

Proposons-nous de calculer les coefficients de l'intégrale holomorphe
des équations (13) (A supposer que cette intégrale existe) ct a cet effet
écrivons ces ¢quations (13) sous la forme suivante:

day dx; da; dz;
13) A A Xy — o+ A, — A
( 3) dt + p+1p+1 dfvp+1 + )poaJPH dwp+2 + + n "dw,. i

dx; dz; dx; .

==Y — 4 Y ... Y ——Y,. (i=1,3,.0,1)
p+1 tl'”p{-l + P2 dxp4 ) + + n d(L’,L i
Soit:
Iri = z(Ji‘r?.dla-_'..,dne[ﬂy:ix;l] x;’z M xz“

une quelconque des fonctions Y,, ¥,,..., ¥,, ainsi que nous l'avons
supposé plus haut, et proposons-nous de calculer les p fonctions

Ty gy oeny
sous la forme
(15) I, = ZAz

13V D plip 1 G 42 An
.ﬁ.ap+1ap+z...a.e 'Ep+lxp+2 M xn ’
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Pour calculer les coefficients 4 par récurrence, substituons les séries
(15) dans les équations (13) et identifions les deux membres. Nous

aurons pour calculer 4, I'équation suivante:

B.0pi1...on

Ai-ﬁ.lly+l¢p+2.-.an(ﬂ \/——I + ap+1Ap+l + ap+2Ap+2 + e + G,,A" - A,)
= P[C, (— (), 4],

P[C,(— C), A] étant un polynoéme entier a coefficients positifs par
rapport aux coefficients C de

nI

Yy, Yyrorr vy ¥

aux coefficients ¢ de Y,
calculés.

Pour quaucun des coefficients 4 ne devienne intini nous devons done
d’abord supposer qu’il n'y ait entre les A aucune relation de la forme:

changés de signe et aux coefficients 4 déja

(16) BV=T + 2y + sk + o F ot d— A =0

ol les a sont entiers positifs et § entier positif ou négatif.

Cela posé soit X' une quantité positive que nous déterminerons plus
complétement dans la suite.

Soit ensuite:

Vi = 2| Cpuupmn | €7 im0
pour
t=p4+1,p+2,...,n
et

Y, =—2|C

i i 3.0100...0n

e Tphgd L xi

pour i =1,2,...,p.
Formons les équations

da; dx; da;

n ’ I( 7 — A7 X
(13") Axﬁdd%+1+-lxmﬂz%;;—k...4—Awnmm Nz

2 dmi ) dwi ’(lwi , )
- er+1§%jr_1 + Yp+2;l%—+ + ...+ Yn@;— Yi. (i=1,2,..,0)
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Cherchons a satisfaire aux équations (13”) a l'aide de séries de la
forme suivante

(157 z, = LB,

LAVZT palp il palint2 On
.,?.a,,+1a,,+z...a..e xp+lxp+2 LR xn .

Les coefficients B nous seront donnés par les équations suivantes:

Bi.,?.ap+1ap+z,,u,.“l(ap+1 +opye+ o a,— I)] = P[l CI ’ !C, I ’ B]

ou P[|C]|,|C ]|, B] diftéere de P[C, (— C'), A] en ce que les coefficients
C et — (' y sont remplacés par leurs modules, et les coefficients 4 par
les B correspondants.

On en conclut que tous les B sont positifs et que chaque B est
plus grand que le module du 4 correspondant.

Il suffit pour cela d'une seule condition, c’est que:

A’(ap—{»l + ap-}-‘.’, +‘+ Ay, — I) < lﬁ\/: + ap+1)‘p+l + ap-i»‘.!lpﬁ,‘.! +"'+ anan_)i I'

Si cette condition est remplie chacun des termes de la série (15)
sera plus petit que le terme correspondant de la série (15°) et comme
cette derniére converge, la série (15) convergera également.

Il suffit pour cela que I'on puisse trouver une quantité positive A’
assez petite pour que l'on ait toujours:

ﬂ\/:+ap+12p+l + ...+ anzn—')\i
ap+1+...+a,,-—l

N <

c'est & dire, d’aprés ce que nous avons vu plus haut, qu'aucun des deux
polygones convexes circonscrits, le premier aux points A,,;, A g, .0y A,
et 4 —1, le second aux points Ay, 4405 ..., 4, €t —/—1, DE CON-
tienne l'origine.

Si donc aucun de ces deux polygones convexes ne contient lorigine, s'il
nwy a entre les A aucune relation de la forme (16), les équations (13) ad-
mettront une intégrale particuliére de la forme suivante:

xy = ¢1(xp+1 y Xpgay eeey Ty t)’

Ly = S"z(xpﬂ y Tproy ooy Xy, t);

Ty == ¢P(xp+l y Tpgay ooy Lyy t);
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les ¢ étant développables suivant les puissances de X,y , Tpigy .., T, €l les
sinus et cosinus des multiples de ¢.

Cela posé, envisageons les équations:

y __d_*x‘__dac,__ _dwn
(10”) d=F=F= =5

Ces équations sont de méme forme que les équations (10’); la seule
différence, c'est que les A n'ont pas des valeurs qui satisfont aux condi-
tions suffisantes énoncées plus haut pour que 'équation (13) ait une inté-
grale holomorphe.

Nous allons nous proposer de trouver non pas la solution générale
des équations (10”), mais une solution contenant #» — p constantes arbi-
traires. :

Parmi les équations (10"), je considére en particulier les suivantes:

“ dz +1 d{b +92 ' . dil?”
(17) _ _dpt_ = Xp+1’ (;t == Xp+2 N 7 = Xn'

J’écris en outre les équations:

(18) - ' B; = @i Tpy1s Bpyay e vvs Loy b) (=1,2,..,p)

les ¢, étant les intégrales holomorphes des équations (13) définies plus haut.
Il est évident que si #,,%,,..., %, sont n fonctions de ¢ qui satis-
font aux équations (17) et (18), elles satisferont également aux équa-
tions (10").
Dans les équations (17) substituons & la place de z,,#,,..., %,
leurs valeurs (18), ces équations deviendront:

d“’p-&-l d;”p +2

dt = Al’+lxp+l + Zp+l7 T == Ap+2$p+2 + ZP+2 9 « 0.

oy _

ST = A%, + Z,,

Zipiry Loyas o oy Z, btant des séries développées suivant les puissances de
Tyi1y Tppas « -y Ty, dont tous les termes sont du 2% degré au moins et
dont les coefficients sont des fonctions périodiques de ¢.
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Ces équations (19) sont de la méme forme que les équations (10');
leur intégrale générale sera donc de la forme suivante:

g __ Apyrt . Jpi2t N < W
T, = K, e, T,,.,=K,,e, ..., I =K.,

ou K,,,,..., K, sont des constantes d’intégration, ot 17,,,..., T, sont
des séries développées suivant les puissances des z et les sinus et cosinus
des multiples de 7.

Les équations
T = o, (i=1,2,..p)

(20)

Agt
T, = K v, @=p+1,p+2,...,n)

nous donnent donc une intégrale des équations (10”) dépendant des n — p
constantes arbitraires K,,,, K,.,,..., K,.
Pour obtenir cette intégrale sous forme explicite, il faut résoudre

ces équations (20) par rapport & z,,%,,..., Z,; on trouve ainsi:

€r, = gl’l(t, Kp+1 y ey K,,),
_T,? = S[)?(t’ Kl‘+" ---;Kn)7

x, = fl’n(t 3 I{p+1 y e ey Kn))

les ¢ étant des séries développées suivant les puissances de

n

> Jpttl Jpial 7 et
K, oé™, K, e, ..., Ke

et suivant les sinus et cosinus des multiples de ¢.

Ces séries sont convergentes, pourvu quaucun des deux polygones
convexes circonscrits, le premier aux points A,yy, Ay, ..y 4, €6 41,
et le second aux points A1, A,49,..., 4, €t — —1, ne contienne I'ori-
gine et qu'il n'y ait entre les A aucune relation de la forme (16).

Cette démonstration fait ressortir I'analogic de ce théoréme avec ceux
que j’ai énoncés dans ma thése et en particulier avec celui-ci:

Dans le voisinage d'un point singulier, les solutions d’une équation
différentielle sont développables suivant les puissances de ¢, ¢, . ., ™.
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J'avais d'abord démontré ce théoréme (que jai ensuite rattaché aux
idées générales qui ont inspiré ma thése) par une voic assez différente
dans le 45° Cahier du Journal de 1'Ecole polytechnique et M. Pr-
CARD y avait été conduit indépendamment par d’autres considérations
(Comptes rendus 1878).

§ 4. Intégration des équations linéaires & coefficients périodiques.

On sait qu'une fonction de # périodique et de période 27 peut se
développer en une série de la forme suivante

(1) f(x) = A, + A, cosx + A,cos2z + ...+ A, cosnx + .
+ B, sinw + B,sin2z 4 ...+ B,sinnx + .

J’al montré dans le Bulletin astronomique (novembre 1886) que
si la fonction f(x) est finie et continue ainsi que ses p — 2 premiéres
dérivées et si sa p— 1° dérivée est finie, mais peut devenir discontinue
en un nombre limité de points, on peut trouver un nombre positif &’ tel
que lon ait, quelque grand que soit =,

|nPd, | < I( , | "B, | < K.

Si f(z) est une fonction analytique, elle sera finie et continue ainsi
que toutes ses dérivées. On pourra donc trouver un nombre X tél que:

|n’4,| < K, |#’B,| < K.
Il résulte de 1l que la série
A 1A+ 4y o 4]
+1B I+ [B[+... +|B|+.
converge et par conséquent que la série (1) est absolument et uniformé-

ment convergente.

Aeta mathematica. 13, Imprimé le 28 juin 1890. 6
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Cela posé, considérons un systéme d'équations différentielles linéaires:

dz,
sl SR + 127 F -0 T Crala,

d
(2) &f_ = @o1%) + @osls + .o+ Cane)

da, ‘
C?Z_ = fpn.lxl + ¢n.2x2 + e + ¢n-nxn'

Les n?

période 27.
Les équations (2) ne changent donc pas quand on change ¢ en
t + 2z, Cela posé soient:

r, = 501.1(07 T, = ¢'m(t)a e ey Xy = </h_,.(?f),
z = ¢2.1(t): Ty = S[’m(t)a ey Xy = ¢’2.n(t);

coefficients ¢,, sont des fonctions de ¢ périodiques et de

(3)
&, = sbn.l(t)’ r, = Sbn.z(t); ey Xy == 5[1,,_,,(1‘/)

n solutions, linéairement indépendantes, des équations (2).
Les équations ne changent pas quand on change ¢ en ¢4 27 et les
n solutions deviendront:

2, = ¢\t + 27), ..., x,=¢,0+ 27),
¢21<t + 27[) L .’D,, = S!’-z.n(t + 271')7

r, = sbn 1(t + 272') e e, X, = s[}n."(t + Qﬂ-).

Elles devront donc étre des combinaisons linéaires des n solutions
(3) de sorte qu’on aura:

¢1 1(t + 277) 1151’11( ) + Alzsl’ﬂ(’) -+ Axnil’n 1(t)
‘bﬁl(t_l_ 277)*A21¢11(t)+4402¢21(t) +A°n$)n1()

¢n1(t+277)—An1¢11(>+An2¢21() +Ann¢nl()

les A étant des coefficients constants.
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\
On aura d’ailleurs de méme (avec les mémes coefficients)

¢'1.2(t + 271') = Al.lﬁbm(t) -+ A1.2¢2.2(t> + ...+ Al.nSbu.z(t)

ete.
Cela posé formons 1'équation en S:

A, — 8 A, . 4,,
A2.1 A2.2_ S . .. A2.n

An.l ‘ Anﬂ L An.n_ S

Soit S, I'une des racines de cette équation. - D’aprés la théorie des
substitutions linéaires, il existera toujours n coefficients constants

B,B,,...,B,
tels que si I'on pose: ‘
01.1(t) = BlS[’l.l(t) + stbz.l(t) + ... + BnSbn.l(t)

et de méme:

0l.i<t) = Bl¢1.i(t) + B2¢2.i(t) + vt Bnﬂbn.i(t)

on ait:
01.1(t -+ 27f) = 8101.1(t)

et de méme:
01.i(t + 271') == S,ﬁu(t).
Posons:
S] — 62(111:,
il viendra:

gt 2m) 0;,1(t + 27) = S, e 0, (1) = e 0,,(¢).

Cette équation exprime que:
e g, ,(t)

est une fonction périodique que nous pourrons développer en une série
trigonométrique:
Aua ().
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Si les fonctions périodiques ¢,,(t) sont analytiques, il en sera de
méme des solutions des équations différentielles (2) et de 2,(f). La
série A,,(¢) sera donc absolument et uniformément convergente.

De méme

e~ 0,,(t)

sera une fonction périodique qu'on pourra représenter par une série tri-
gonométrique:
Ay (2).

Nous avons donc une solution particuliére des équations (2) qui s'écrit:
(6) r, = ealt)‘l.1<t>7 Ty == eaﬂllﬂ(t)’ tr ot r, = ea‘tll.n(t)'

A chaque racine de l'équation (5) correspond une solution de la
forme (6).

Si l'équation (5) a toutes ses racines distinctes, nous aurons # solu-
tions de cette forme linéairement indépendantes et la solution générale
s'écrira;

w, = Ce™ 2, (t) + Coe™hy (t) + ... + C,e™ A (2),
Ty = Clealt/‘il.'z({> + Czewlm(t) + ...+ Cneu”l"im(t),

.

xn - (/’lealtll.n(t) + (J'2ea2tl?.n(t) + v + Cne'znt)‘n.n(t)'

Les C sont des constantes d'intégration, les a sont des constantes et les
A sont des séries trigonométriques absolument et uniformément con-
vergentes,

Voyons maintenant ce qui arrive quand l'équation (5) a une racine
double, par exemple quand a, = a,. Reprenons la formule (7), faisons-y

(7)

C,=C, =...=0(,=0

3 4
et faisons-y tendre a, vers a;. Il vient:
x, = e [C2,(t) + Coe™*2,,(¢)]

ou en posant
C, = €] — G,
C;
C - ’

2 _
a, oy
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il viendra:

’ (ay—ay)t s _
vy, = oo G () + ¢l 8D

o, —a,

Il est clair que la différence

Do (£) — Aua(t)

gannulera pour a, == «,. Nous pourrons donc poser:

| Jaa () = Da(t) + (a5 — @) X(2).
11 vient ainsi:

— 04t
e(az ay) .

vy = | Gy + G (e ]

o, — a,
et & la limite (pour a, = a,);
@, = Cie™ A, + Cye™[th + lim X ()]

On verrait que la limite de A(¢) pour a, = a, est encore une série
trigonométrique absolument et uniformément convergente.

Ainsi leffet de la présence d'une racine double dans l'équation (5)
a été d’introduire dans la solution des termes de la forme suivante:

e tA(t),

A(t) étant une série trigonométrique.

On verrait sans peine qu'une racine triple introduirait des termes de

la forme:
e't’A(t)
et ainsi de suite.

Je n'insiste pas sur tous ces points de détail. Ces résultats sont
bien connus par les travaux de MM. Froquer, CALLANDREAU, Bruxs,
StieLTIEs et si jai donné ici la démonstration in extenso pour le cas
général, c’est que son extréme simplicité me permettait de la faire en
quelques mots.
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CHAPITRE IL

Théorie des invariants intégraux.

§ 5. Propriétés diverses des équations de la dynamique.
Soit F' une fonction d'une double série de variables:
Ly @y yovey Tpy

yl’yg"“7?/n
et du temps ?.

Supposons que l'on ait les équations différentielles:

d, _ dF dy;  d¥
(1) dt ~ dy, At da

Considérons deux solutions infiniment voisines de ces équations:
xl’x2""’xn’ .7/1’3/7)---’3/":

xl+617'E2+527""‘1"n+5n7y1 +7715?/2 +772"")yn+?n)

les & et les 5 étant assez petits pour qu'on puisse négliger leurs carrés.
Les & et les » satisferont alors aux équations différentielles linéaires

s
( ) ﬁ- z‘dy dl’k k +dej d’l/ 7’”
2

dyi &F d'F

dt o —Zk dx,;d;vk b _zkdw;dyk Vk’

qui sont les équations aux variations des équations (1).
Soit &, %/ une autre solution de ces équations linéaires de sorte que:

& aF ,
at zkdy,-dwk k +dey,dj es

d”: d’lﬂ 7 d’F ’
dt _«zk da;dx & —Zk da;dy, G

(2')
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Multiplions les équations (2) et (2') respectivement par y!, — &/, —»,, &
et faisons la somme de toutes ces. équations, il viendra:

- , dy; dg; dpi\
Z,.@fﬁ?“siﬁ_mdt "dt)”‘

, d°F , dF a*F P
zizk <5"’7" dy,-dw,c R e i S e e il da-idyk)

A d:F a‘r
- z z <7715k dy;dzy + 7.7 "’d:/ dy + &S g e de; da; + & 'dil’,dllx>

d., ,
Y e —&gl=o

ou

ou enfin

(3) 77{51 - 51771 + 77;52 — 5;772 + ...+ 77;5,. —- E:ﬁ?n == constante.
Voila une relation qui lie entre elles deux solutions quelconques des
équations linéaires (2).

Il est aisé de trouver d’autres relations analogues.

Considérons quatre solutions des équations (2) -

&y &y &0, 6

1

vl’vl,ﬂl’ﬂl

Considérons ensuite la somme des déterminants:

5 & &' &

I r? rry
/PR /T
s 11y 4
k‘ L k k

1t

m e hE o M|

ou les indices ¢ et %k varient depuis 1 jusqu'd #. On vérifierait sans
peine que cette somme est encore une constante.

Plus généralement si I'on forme & T'aide de 2p solutions des équa-
tions (2) la somme de déterminants:

z“n“zn-ﬂp ’ éalval Eﬂzﬂ“z v 6‘1:1 Yas "
(@) Ay eves@y=1,2,...,0)

cette somme sera une constante.
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En particulier, le déterminant formé par les valeurs des 2n quantités
& et y» dans 2n solutions des équationg (2) sera une constante.

Ces considérations permettent de trouver une solution des équations
(2) quand on en connait une intégrale et réciproquement.

Supposons en effet que

&= 7= /’75

soit une solution particuliére des équations (2) et désignons par & et 7,
une solution quelconque de ces mémes équations, On devra avoir:

2& B, — pa; = const.

ce qui sera une intégrale des équations (2).
Réciproquement soit

2AE + ZBM,. == const.

une intégrale des équations (2), on devra avoir:
a4, 1B, *F d*F
Z, dt ¢ +z +Z [dey.-d.tk >4 +zy]q dy ]
d*F a’r N
——_ZiBi [Zz da;dw; gk + Zl dﬁ’»’id!lk mJ =

d’ou en identifiant

a4, ST JF
_(‘l? o _Zl-d‘l/k dkl‘ l +zl dlLd-L

dB;
'Jt“ o —ZK dl“dl/, L +zkdvkd1/1

ce qui montre que:

Iy

i:BH 77.'::—14:‘

est une solution particuliére des équations (2).

Si maintenant:
&(x,, ¥y, !) = const.

est une intégrale des équations (1),

da')
,, +z " -, = const.
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sera une intégrale des équations (2), et par conséquent:

a0 _do

&

7 A
sera une solution particuliére de ces équations.
Si @ = const.,, @, = const. sont deux intégrales des équations (1),

on aura
¥ <d 0dd, dOdo,
d&'ﬂ@ dy,/ d:l/i d%i

C’est le théoréme de Porsson.

Considérons le cas particulier ou les x désignent les coordonnées
rectangulaires de » points dans V'espace; nous les désignerons par la no-
tation & double indice:

Ty s Loz 5 Ly

le premier indice se rapportant aux trois axes rectangulaires de coor-
données et le second indice aux = points matériels. Soit m, la masse du
#* point matériel. On aura alors:

d*w;m- (l V

My~ =
b day;’

V étant la fonction des forces.
On aura alors pour l'équation des forces vives:

F = Y i @16—“)2-—— V = const.

2 \'df

Posons ensuite:

day
Yu = M, 3’
d’ou
2
N ¥y
(4) F = Z e V = const.
et
, [libki . d_F (ly]”' - adr
(I ) dt o dyki, dt _ dw;“- )

Arta mathematica, 13. Imprimé le 30 juin 1890. i
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Soit:
(5) T = ¢u(t), Yoo = migu(t)

une solution de ces équations (1), une autre solution sera:

T = foh(t + ]")7 Y = m.‘fl’;i(l‘ -+ ]")y

b étant une constante quelconque.

En regardant & comme infiniment petit, on obtiendra une solution
des équations (2') qui correspondent & (1) comme les équations (2) cor-
respondent & (1):

. ) Yai ,, dV
& = hel(t) = h;;;, Yoo = b (L) = T

L désignant un facteur constant trés petit que l'on peut supprimer quand
on ne considére que les équations linéaires (2’).
Connaissant une solution: '

Yy _av

=1

m’ 77 du

de ces équations, on peut déduire une intégrale:

d
97 ———Z IE = const.

m dz

Mais cette méme intégrale s'obtient trés aisément en différentiant 1'équa-
tion des forces vives (4).

Si les points matériels sont soustraits a toute action extérieure, on
peut déduire de la solution (5) une autre solution:

Ty == ffn‘(t) + L + kt, Y = Hli¢;i(’) + .k,
.’Y?Qi = ¢?i(l‘)’ ./i./‘li = ’]'l¢;L(t)’
Ty = 95'3i(t)y Yz = 7’2‘i¢:/;i(t)’

h et k étant des constantes quelconques. lLin regardant ces constantes
comme infiniment petites, on obtient deux solutions des équations (2')

i =1, &y = &y = Ny = Ny = Yy = O,

S —
=1, Sy T 53 = N = P = O T == My
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On obtient ainsi deux intégrales de (2')
Emu == const.,

2oyt — 2m, €, = const.

On peut obtenir ces intégrales en différentiant les équations du
mouvement du centre de -gravité:

2m,x,, = t2y,; + const.,
z_’l/h- = COnSt.

Si Ton fait tourner la solution (5) d'un angle w autour de l'axe
des z, on obtient une autre solution:

’ . i .
Ty == ¢1; COS® — ¢y, SiN @, W—t—’ = @], cOs @ — ¢, Sinw,
i
L '/‘.’t 3 '
Xy = ¢y 810w + ¢, cosw, T PusIne + ¢2, COS W,
i
Ys3i [
Xa: == N Y = .
3i ;col’ m; 5031

En regardant o comme infiniment petit, on trouve comme solution

de (29)

§ = — Ty N = — Yais
& —_— —

Soy = Lyiy Noy = Y1is
& = O, N = O,

d'ou lintégrale de (2')
zi(xli%i — Y& — Ly 3/2i61i) = const.
que Ton pouvait obtenir aussi en différentiant Vintégrale des aires de (1)
Z(-”My-u — Ty¥,;) = const.

Supposons maintenant que la fonction ¥ soit homogéne et de degré
— 1 par rapport aux z ce qui est le cas de la nature.
Les équations (1) ne changeront pas quand on multipliera ¢ par A%
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les © par A* et les y par 17", A étant une constante quelconque. De la
solution (4) on déduira donc la solution suivante:

t Nz
Ty = '1255“(}‘3): Yo = A 17".‘5"1;1'(73)'

Si I'on regarde A comme trés voisin de I'unité, on obtiendra comme
solution des équations (2')

§u = 2¢u — 3l¢eu, N = — M — 3Mte,,
ou
Vs av
(6) Eki == 2Ty — 3t;nl_b7 Tei = — Yu = 35@;)

d’'ott l'intégrale suivante des équations (2'), laquelle, & la différence de
celles que nous avons envisagées jusqu'ici, ne peut étre obtenue en diffé-
rentiant une intégrale connue des équations (1°):

N

Z(th‘ﬂke + ?/kiéh’) = St[z<w—”dv Eki)] -+ const.

m; dfb‘ki /

/

§ 6. Définition des invariants intégraua.

Congidérons un systéme d’équations différentielles:

% == Xia
dt
X; étant unc fonction donnée de #,, #,,...,z,. Si l'on a:

Flg ,z,,...,z,) = const,

cette relation s’appelle une intégrale des équations données. Le premier
membre de cette relation peut s'appeler un invariant puisqu'il n'est pas
altéré quand on augmente les z; d’accroissements infiniment petits du,
compatibles avec les équations différentielles.

Soit maintenant

7

»? 7
‘r17x2)"'7xn
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une autre solution des mémes équations différentielles, de telle facon que
Pon ait:
’
dm;
=X
dt i
X, étant unc fonction formée avec 2y, x5, ..., z, comme X; 'était avec
Byy Lyyonny By
Il pourra se faire qu'on ait entre les 2n quantités « et 2, une
relation:

nl ’ ’ ol
(o, , @y ., 2,2, % ,...,2,) = const.

Le premier membre I, pourra encore s'appeler un invariant de nos équa-
tions différentielles, mais au lieu de dépendre d'une seule solution de ces
équations, il dépendra de deux solutions.

On peut supposer que z,,,,..., 2, représentent les coordonnées
d'un point dans l'espace & n dimensions ct que les équations différentielles
données définissent la loi du mouvement de ce point. Si l'on considére
deux solutions de ces équations, on aura deux points mobiles différents,
se mouvant d’aprés une méme loi définie par nos équations différentielles.
L’invariant F, sera alors une fonction des coordonnées de ces deux points,
qui dans le mouvement de ces deux points conservera sa valeur initiale.

On pourrait évidemment de méme, au lieu de deux points mobiles,
en envisager trois ou méme un plus grand nombre.

Supposons maintenant que l'on considére une infinité de points mo-
biles et que les positions initiales de ces points forment un certain arc
de courbe C dans l'espace & n dimensions.

Quand on se donne la position initiale d'un point mobile et les
équations différentielles qui définissent la loi de son mouvement, la po-
sition du point & un instant quelconque se trouve entiérement déterminée.

Si donc nous savons que nos points mobiles, en nombre infini, forment
a lorigine des temps un arc C, nous convaitrons leurs positions 4 un
instant ¢ quelconque et nous verrons que les points mobiles a Vinstant ¢
forment dans 'espace a n dimensions un nouvel arc de courbe C’. Nous
sommes donc en présence d'un arc de courbe qui se déplace en se dé-
formant parce que ses différents points se meuvent conformément & la
loi définie par les équations différentielles données.
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Supposons maintenant que dans cc déplacement et cette déformation
q
lintégrale suivante:

[(Yydo, + Yydo, + ... + Y,do) = [Z¥.de,

(ou les Y sont des fonctions données des z et qui est étendue & ‘tout
Varc de courbe) ne change pas de valeur. Cette intégrale sera encore
pour nos équations différentielles un invariant, dépendant non plus d'un,
de deux ou de trois, mais d’une infinité de points mobiles. Pour indiquer
quelle en est la forme, je 1'appellerai un invariant intégral.

De méme on pourrait imaginer qu'unc intégrale de la forme:

JE dra,,

étendue a tout l'arc de courbe, demeure invariable; ce serait cncore un
invariant intégral.

On peut imaginer également des invariants intégraux qui soient
definis par des intégrales doubles ou multiples.

Imaginons qu'on considére un fluide en mouvement permanent et
de telle sorte que les trois composantes X, Y, Z de la vitesse d’unc
molécule quelconque soient des fonctions donmnées des trois coordonnées
z,y,z de cettc molécule. Alors on pourra dire que la loi du mouve-
ment d’une quelconque des molécules du fluide est définie par les équa-
tions différentielles:

=_x, Y.y E_g

FTE dar dt

On sait que I'équation aux dérivées partielles

dX ayYy az -0
dx (71/_ dz

exprime que le fluide est incompressible. Supposons donc que les fonc-
tions X, Y, Z satisfassent a cette équation et considérons un ensemble
de molécules occupant & lorigine des temps un certain volume. Les
molécules se déplaccront, mais, en vertu de l'incompressibilité du fluide
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le volume qu'elles occuperont demeurera invariable. En d’autres termes
le volume, c’est a dire l'intégrale triple:

jff dzdydz

sera un invariant intéeral. Plus généralement si Pon envisage les égquations:
e} tan)

{ie;
(Eljti p— Xi G=1,2 0,7
et que l'on ait la relation:
ii‘"dXi %
d{(f" — ’
1

i=

I'intégrale d’ordre n

f de,dx, . . . dz,

que je continuerai a appeler le volume, sera un invariant intégral.
Cest ce qui arrivera en particulier pour les équations générales de
la dynamique; car si l'on considére ces équations:

da; dF dy; dFr
de clyi’ dt dz;’

il est aisé de voir que

dF
du dﬁc
2 dz, +2 Ty

Mais en ce qui concerne ces équations générales de la dynamique, ily a
outre le volume, un autre invariant intégral qui nous sera encore plus
utile. Nous avons vu en effet que:

2 (& — &) == const,

Cela tradunit dans notre nouveau langage signifie que lintégrale double

ff 2 dx,dy,

est un invariant intégral, ainsi que je le démontrerai plus loin.
Pour exprimer ce résultat d'unc autre manicre, prenons le cas du
probléme des n corps.
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Nous représenterons la situation du systéme des n corps par la po-
sition de 3n points dans un plan. Le premier point aura pour abscisse
Iz du premier corps et pour ordonnée la projection sur V'axe des z de
la quantité de mouvement de ce corps; le second point aura pour abscisse
Iy de ce méme corps et pour ordonnée la projection sur l'axe des y de
sa quantité de mouvement et ainsi de suite.

Imaginons une double infinité de situations initiales du systéme.
A chacune d'elles correspond une position de nos 3z points et si 'on
considére l'ensemble de ces situations, on verra que ces 3n points rem-
plissent 3% aires planes.

Si maintenant le systéme se déplace conformément & la loi de l'at-
traction, les 3» points qui représentent sa situation vont aussi se déplacer;
les 3nm aires planes que je viens de définir vont done sc déformer, mais
lewr somme demeurera constante.

Le théoréme sur la conservation du volume n’est qu'une conséquence
de celui qui précéde.

Il y a dans le cas du probléme des » corps, un autre invariant
intégral sur lequel je veux attirer l'attention.

Considérons une simple infinité de positions initiales du systéme
formant un arc de courbe dans Vespace & 6n dimensions. Soient C, et
C, les valeurs de la constante des forces vives aux deux extrémités de
cet arc. Je démontrerai plus loin que l'expression

fZ(zxidyi + ydr) + 3(C, — C)¢

(on lintégrale est étendue a Parc de courbe tout entier et ou le temps
n'entre plus si € = () est encore un invariant intégral; on peut
d’ailleurs en déduire aisément les autres invariants intégraux dont il a
été question plus haut.

Nous dirons qu'un invariant intégral est du 1°" ordre, du 2% ordre,
... ou du 2° ordre selon qu’il sera une intégrale simple, double, . ...
ou d’ordre n.

Parmi les invariants intégraux nous distinguerons les invariants po-
sitifs que nous définirons comme il suit.

L’invariant intégral d'ordre =

./"ﬂ[(lo”ld:r;, Lo dr,
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sera un invariant positif dans un certain domaine, si M est une fonction
de »,,x,,...,®, qui reste positive, finie et uniforme dans ce domaine.
Il me reste & démontrer les divers resultats que je viens d’énoncer;
cette démonstration peut se faire par un calcul trés simple.
Soit:

dm dél',,
(I) a’t—lz'Xl, Et—i=X2, e e 'dT=X"

un systéme d'équations différentielles ou X,, X,, ..., X, sont des fonc-
tions de z,,2,, ..., z, telles que:

dX, dX,
az, +...+d¢" = 0.

dX,
(2) =t

Soit une solution de ce systéme d’équations dépendant de % constantes
arbitraires:
Uy Gyy - ony Oy

Cette solution écrira:

x, =¢1(t’a1’°‘27'°"“n);

Ty =@,(t, a,a,...,0,),

e & s+ 4 v s s . e e e

Tp =@, 0,0, 0o, @)
Il s'agit de démontrer que lintégrale

J = [dudz, . ..dv, = [Aduda, . ..da,

ou
da, da, ' da,
de, da, dz,

A=|da do ' da

da, da, '°° da,

est une constante.
Acta mathematica, 13. Imprimé le 7 juillet 1890, 8



58 H. Poincaré. § 6.

On a en effet:

aJ dA
I =f-¢-leda1da’ ... da,

et
dA
—d-t—=Al+A2+...+A,,,

A, étant le déterminant A dans la %° colonne duquel on a remplacé:

t%z_l’dag’ ""da,,
par
d’wk d’xk d’mk
da,dt ’ da,dt’ "’ da,dt )
Mais on a
dz
a = X
d'ou:
o _ ANds, | dXide, | AXeds,
daidt  dw, da; ' dz, da; ' 7 T de, deg
On déduit de la:
dX,
Ar= A=
d’ou
aJ
= (A + A, + ...+ A)dada,. .. da,
_ ((dX, | dX, X, _
_f<ga_:l_+dw, + ... +d%>Adalda2...dan = 0.
C. Q. F. D.
Supposons maintenant qu’au lieu de la relation (2) nous ayons:
, dMX, | dMX, dMX,
(2) G, Tas, Tt g O

M étant une fonction quelconque de z,, x,, ..., z,.



§ 6. Sur le probléme des trois corps et les équations de la dynamique. 59

Je dis que
J = [ Mdw,ds, . ..dr, = [ MAdae,da, . . . da,

est une constante.
On a en effet:

ay dM aa
‘—{:-t— .:f(ATi-i— + M—dt—>da1da, s . dan'

Il faut montrer que:
aM dA
Agp M=o

On a en effet (en vertu des équations (1))

aM aM aM aM
W:Xlzl—a;l——l—x‘z%:—‘—..."l-xnm

et (d'aprés ce que nous venons de voir):

dA X,
@ =g+

ax, X,
dz, +.-- +da;,,)

I1 vient donc:

dM | o dA - (dMX, | dMX, dMX,\
A"ZlT"I-M—d—{zA(-d—%—-l— de +...+ dwn)——o.
C. Q. F. D.

Passons maintenant aux équations de la dynamique.
Soient les équations
, dwi _ _d_li., dy, _ dF (=12
(1) it AN S e
Soit une solution contenant deux constantes arbitraires o« et g et
g'écrivant: ‘
T, == ?i(ty a, /9)’

Y; = Sbi(t; “’ﬂ)'
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Je diz que:

' da;dy;  da;dy
J = [(dz,dy, + da,dy, + ... + dr,dy,) = 2:; EE—EEE‘)dadﬂ

est une constante.
Il vient en effet:

dJ d’z; dz/, d*y; da; d’x; dy; d*y; de;
fz dtda 47 T dtdfda  @dgda  dida @>d“df9

Il vient ensuite:

d‘l;::g = Zk dy:fz,, Z/? + zk dz:gyk% ’

On conclut de la que:
z<d’w¢ ay; d*y; %)
dtdadf ~ dtdadg
__ZZ( A:F day d?/, +2F d*F dg/,‘ dy, aA'F dz.da; 4+ 27 a*F dx,dy,‘>
- dy; da; da dﬂ dyidykda dﬂ + Zedn dz;dz, da dﬂ da:.dy,‘ df da
Le second membre ne change pas quand on permute a et j, on a donc:
Z(dw. cl__yi__ d*y; i@) ""Z(d’z‘ ig_/_,___ dy, gf.')
dtdadf ~ dtdadf dtdgda  dtdfde )

Cette égalité exprime que la quantité sous le signe f dans 'ex-

. dJ ' 14
pression de 7; st nulle et par conséquent que

a _
a=°

C. Q F. D
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Il me reste & envisager le dernier des invariants intégraux qui se
présente dans le cas du probléme des # corps.
Reprenons les équations de la dynamique, mais en posant:

F=T+ T,

T ne dependant que des y et U des = seulement. De plus I' est homogéne
de degré 2 et U homogene de degré — 1.
Prenons une solution

Zr; = %(t ’ a)7 Y= ¢,(t ’ Ot)

ne dépendant que d'une seule constante arbitraire a.
Considérons l'intégrale simple:

——fz 20, 4 g, ) da + 3(0, — Gt

C, et C, étant les valeurs constantes de la fonction F aux extrémités
de Tarc le long duquel on intégre.

11 vient:
dJ d%l dyt d:l/t dQR dayi d”.ﬁi N
fZ G de Ta da T P dida T yidtda>d“ + 3G — Go):
11 vient:
dn _dF_ar  ay_ v
dt ~ dyi dy.’ it da’
dz; 3T dy, d*y; a*U da,
dtda hzk dy;dygde’ dida —zk dwdzida ’

d’on

aJ dey, &7 dy, de,dU &U  de,
Ei—fzz dy; TV T dy, dyidysda  da da; 2 'dwldmkda>da+ 36— Co)-
Mais en vertu du théoréme des fonctions homogénes on a:

z a*T _ ﬂ Z au — ig
iy‘ dyidye  dy:’ ‘x‘ dw dzy dz’
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d’'ou
af dT dy; dU dz;
dt *fZ (3 dyida T3 dw.-da)da +3(0, — G)

ou

% =3/@T + av) + 3(¢, — ¢,).

Or d’aprés la définition de C, et C, on a

¢, —C, = [dF = [(dT + dU).

11 vient done
dJ

d—t—:O.

C. Q. F. D.

§ 7. Transformation des invariants intégraux.

Reprenons nos équations différentielles

dz de, da,
(1) L—lt_l=Xl, E’=X2, e e ey (—l—t—‘:Xn
et supposons que l'on ait
A(MX)) , d(MX,) d(MX,)
2 —— cae ——— =0
( ) da, + da, + + da, !

de telle sorte que l'intégrale d’ordre n

J = [Mds,dz, . ..dz,

soit un invariant intégral.
Changeons de variables en posant:

xl:Sbl(zl’z?"")zn))

(3) Zy = ¢2(zl 3By 0 zn))

To = P2y 2555 %)
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et appelons A le déterminant fonctionnel des n fonctions ¢ par rapport
aux n variables 2.

Nous aurons aprés le changement de variables:
szMAdzld22 oo de,.

Si Yinvariant J était positif avant le changement de variables, il restera
positif aprés ce changement, pourvu que A soit toujours positif, fini et
uniforme. ,

Comme en permutant deux des variables 2z, on change le signe de
A, il nous suffira de supposer que A est toujours de méme signe ou
qu'il ne g'annule jamais. Il devra de plus étre toujours fini et uniforme.
Cela arrivera si le changement de variables (3) est doublement univoque,
cest & dire si dans le domaine considéré les x sont fonctions uniformes
des #z et les z fonctions uniformes des .

" Ainsi aprés un changement de variables doublement univoque, les

invariants positifs restent positifs.

Voici un cas particulier intéressant:

Supposons que l'on connaisse une intégrale des équations (1)

Flz ,z,,..., %) =C.

Prenons pour variables nouvelles z, = C d’une part et d’autre part n — 1
autres variables 2, 2,,...,2,_,. 1l arrivera souvent qu'on pourra choisir
2y 2y eevy 2,y de telle sorte que ce changement de variables soit double-
ment univoque dans le domaine considéré. '

Aprés le changement de variables, les équations (1) deviendront:

da, dz,

(4) EszZl’ d—t~=Z2, e ey

dzny dz,
di — Ly, C_lt— - Zn = 0,

’ . N . b
Z ,Z,,...,Z,, étant des fonctions connues de 2,,2,,...,2,. Silon
regarde la constante C =z, comme une donnée de la question, les équa-
tions sont réduites & l'ordre » — 1 et 'écrivent:

dz, Azp_
(4') dt Z AR ‘= Z,

17 dt n—1)

les fonctions Z ne dépendant plus que de z,,2,,..., 4,1 puisque 7, y
a été remplacé par sa valeur numérique.
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Si les équations (1) admettent un invariant positif
‘/'Mdacldsr:2 ... dz,,
les équations (4) admettront également un invariant positif:
J = [pde,dz, . .. dz,_,dz,.

Je dis maintenant que les équations (4') qui sont d'ordre » — 1
admettent également un invariant intégral positif qui devra étre d'ordre
n—1. .

En effet, dire que J est un invariant intégral c'est dire que

d(pd,) | d(uZ,) d(pln) _
dz, + dz, +eee T dm

ou puisque Z, est nul,

d(/“zn) d(flzs) d(/“zn—l) —
dz, + dz, +..t dzp1 =0

’

ce qui prouve que lintégrale d’ordre n — 1

f pdzde, . .. dz, ,

est un invariant pour les équations (4').

Jusqu’ici nous avons fait porter les changements de variables sur
les fonctions inconnues z,, z,, ..., z,, mais nous avons conservé le temps
¢t qui est notre variable indépendante. Nous allons supposer maintenant
que Yon pose:

t=¢(t)

et que nous prenions f, comme nouvelle variable indépendante.
Les équations (1) deviennent alors:
dmi

(5) . &, X = Xi:i_t—l"—

d dt
=X
1

(A=1,2, 000 )

Si les équations (1) ont un invariant intégral d’ordre »

f Mdzx,dz, . . . dz,
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on devra avoir
d
z E(MXt) = O,
ce qui- peut s'écrire
d dt, +,
z 'd‘;;l (MEX1> = O.

Cela montre que
dt,
fM%‘dxlde e dx,,

est un invariant intégral pour les équations (s).
Pour que cette transformation puisse étre utile, il faut que ¢ et ¢

. e dt . . . :
solent liés de telle sorte que 7 Duisse étre regardé comme une fonction

connue, finie, continue et uniforme de z,,z,,...,z,.

Supposons par exemple que nous prenions pour nouvelle variable
indépendante:

z, = t,.
11 vient alors
dt,
a = X
et les équations (5) s'écrivent
dw‘ J— & % e gg dayy . X1 dz, —
at, — X’ a, X,0 " dt, X, dt. — 7?

1

et elles admettent _c()mme invariant intégral:
fMXndxldx2 e dz,.
De méme si nous prenons pour nouvelle variable indépendante:
=00, ,,,...,,),

@ étant une fonction quelconque de z,,2,, ..., =,, le nouvel invariant
intégral s'écrira:

a6 46 a6 ]
fM<EZX1 + 5t et gy K dnds, s,

Acin mathematica. 18. Imprimé le 8 juillet 1890, 9
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Il est & remarquer que la forme et la signification d'un invariant intégral
est beauconp plus profondément modifiée quand on change la variable
indépendante appelée temps que quand le changement de variables porte
seulement sur les fonctions inconnues z,,z,,...,r,, car alors les lois
du mouvement du point représentatif P se trouvent complétement trans-
formées. '

Supposons #n = 3 et regardons z,,z,,x, comme les coordonnées
d’'un point P dans Vespace. I/équation:

8z, ,z,,x,) =0

représentera une surface. Considérons une portion quelconque de cette
surface et appelons S cette portion de surface.

Je supposerai qu’en tous les points de S on a

i6 ., | d8 a8 5 .
T%X1+EX2+EX3>O.

Il en résulte que la portion de surface § n'est tangente a aucune tra-
jectoire. Je dirai alors que S est une surface sans contact.

Soit P, un point de S; par ce point passe une trajectoire. Si cette
trajectoire prolongée vient recouper S en un point P, je dirai que P,
est le conséquent de P,. A son tour P, peut avoir un conséquent P,
que jappellerai le second conséquent de P, et ainsi de suite.

Si on considére une courbe C tracée sur S, les n** conséquents des
divers points de cette courbe formeront une autre courbe C' que jappel-
lerai la n° conséquente de C. On définirait de la méme facon laire qui
est #° conséquente d’une aire donnée faisant partie de S.

Cela posé, soit une portion de surface sans contact S ayant pour
équation @ = o; soit C une courbe fermée tracée sur cette surface et
limitant une aire 4; soient C’ et A4’ les premiéres conséquentes, C* et
A" les n** conséquentes de C et de A.

Par chacun des points de C passe une trajectoire que je prolonge
depuis sa rencontre avec C jusqu'a sa rencontre avec C'. L'ensemble de
ces trajectoires formera une surface trajectoire 7.

Je considére le volume ¥ limité par la surface trajectoire T et par
les deux aires 4 et 4’ Supposons qu’il y ait un invariant positif
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J = [ Mdz,dz,dw,.
, . . o . aJ
J’étends cet invariant au volume V et j'écris que 57 est nul.

Soit dw un élément de la surface S. Menons la normale & cet é1é-
ment, prenons sur cette normale une longueur infiniment petite dn. Soit

ae o . ey, A
6 —l—a—n—dn la valeur de 6 a lextrémité de cette longueur. Si l'on a

mené la normale dans le sens des @ croissants, on aura

de o
%> .

Posons:
d
46 ¢ L 40 L 46
dz, da, do, " _ g
de s

dn

on aura alors
dJ
= A[MHdw —AfMHdw,

la premiére intégrale étant étendue & Vaire A’ et la seconde & laire 4.
L’intégrale
[MHiw

conserve la méme valeur qu'on 1'étende a l'aire 4, ou & A4’, ou par
conséquent & A”". C'est donc un invariant intégral d’une nature parti-.
culiére qui conserve la méme valeur pour une aire quelconque ou pour
l'une de ses conséquentes.

Cet invariant est d'ailleurs positif, car par hypothése, M, H et par
conséquent MH sont positifs.

§ 8. Usage des invariants intégraua.

Ce qui fait l'intérét des invariants intégraux, ce sont les théorémes
suivants dont nous ferons un fréquent usage.

Nous avons défini plus haut la stabilité en disant que le point
mobile P doit rester & distance finie; on l'entend quelquefois dans un
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autre sens. Pour qu'il y ait stabilité, il faut que le point P revienne
au bout d'un temps suffisamment long sinon & sa position initiale, du
moins dans une position aussi voisine que l'on veut de cette position
initiale.

C'est dans ce dernier sens que Porssox entendait la stabilité. Lors-
qu’il a démontré que, si l'on tient compte des secondes puissances des
masses, les grands axes des orbites demeurent invariables, il sest seule-
ment attaché a établir que les développements de ces grands axes en
séries ne contiennent que des termes périodiques de la forme sinaf ou
cosat, ou des termes mixtes de la forme £sinat ou fcosaf, sans contenir
aucun terme séculaire de la forme ¢ ou ¢*. Cela ne signifie pas que les
grands axes ne peuvent jamais dépasser une certaine valeur, car un terme
mixte ¢cosat peut croitre au dela de toute limite; cela veut dire seule-
ment que les grands axes repasseront une infinité de fois par leur va-
leur primitive.

La stabilité, au sens de Poisson, peut-elle appartenir a toutes les
solutions? Poissox ne le croyait pas, car sa démonstration suppose ex-
pressément que les moyens mouvements ne sont pas commensurables;
elle ne g'applique donc pas quelles que soient les conditions initiales du
mouvement. .

L’existence des solutions asymptotiques, que nous établirons plus loin,
montre suffisamment que si la position initiale du point P est convenable-
ment choisie, ce point P ne repassera pas une infinité de fois aussi prés
que l'on voudra de cette position initiale.

Mais je me propose d'établir que, dans un des cas particuliers du
probléme des trois corps, on peut choisir la position initiale du point P (et
cela d'une infinit¢é de maniéres) de telle fagon que ce point P repasse
une infinité de fois aussi prés que l'on voudra de sa position initiale.

En d’autres termes, il y aura une infinité de solutions particuliéres
du probléme qui ne jouiront pas de la stabilité au second sens du mot,
c’est & dire au sens de Porsson; mais il y en aura une infinité qui en
jouiront. J’ajouterai que les premiéres peuvent étre regardées comme
exceptionnelles et je chercherai plus loin a faire comprendre le sens
précis que jattache a ce mot.

Supposons # = 3 et imaginons que z, , ,, #, représentent les coor-
données d'un point P dans l'espace.
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Théoréme I. Supposons que le point P reste & distance finie, et que
le - volume f dx, dx,dr, soit un invariant intégral; si I'on considére une
région r, quelconque, quelque petite que soit cette région, il y aura des
trajectoires qui la traverseront une infinité de fois. )

En effet le point P restant a distance finie, ne sortira jamais d’une
région limitée R. J’appelle V le volume de cette région R.

Imaginons maintenant une région trés petite r,, jappelle v le volume
de cette région. Par chacun des points de », passe une trajectoire que
I'on peut regarder comme parcourue par un point mobile suivant la loi
définie par nos équations différentielles. Considérons donc une infinité de
points mobiles remplissant au temps o la région 7, et se mouvant en-
suite conformément & cette loi. Awu temps r ils rempliront une certaine
région r,, au temps 27 une région r,, etc. au temps nr une région 7,.
Je puis supposer que 7 est assez grand et r, assez petit pour que 7, et
r, n'aient aucun point commun.

Le volume étant un invariant intégral, ces diverses régions r,, 7,
..., 1, auront méme volume v. Si ces régions n’avaient aucun point
commun, le volume total serait plus grand que nw; mais d’autre part
toutes ces régions sont intérieures & R, le volume total est donc plus
petit que V. §Si donc on a:

V
n>—,
v

il faut que deux au moins de nos régions aient une partic commune.
Soient 7, et 7, ces deux régions (¢ > p). Si 7, et r, ont une partie
commune, il est clair que r, et r,_, devront avoir une partie commune.

Plus généralement, si on ne pouvait trouver %k régions ayant une
partie commune, aucun point de l'espace ne pourrait appartenir a plus
de k— 1 des régions 7 ,7,,...,7,. Le volume total occupé par ces

régions serait donc plus grande que Si donc on a

nv
k —
v
n>(k-—— I)';,

il faut que l'on puisse trouver % régions ayant une partie commune.

Soient:

r

?l’r

PN ¢

n
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ces régions. Alors

T

Yo 7, p—p?

R S U Pr—p

auront aussi une partie commune.

Mais reprenons la question 4 un autre point de vue. Par analogie
avec la nomenclature du paragraphe précédent nous conviendrons de dire
que la région r, est la n° conséquente de r, et que 7, est la n° anté-
cédente de 7,.

Supposons alors que 7, soit la premiére des conséquentes successives

0

de 7, qui ait une partie commune avec »,. Soit r; cette partie com-
mune; soit s, la p° antécédente de », qui fera aussi partie de r, puisque
sa p° conséquente fait partie de 7,.

Soit ensuite 7, la premiére des conséquentes de r; qui ait une partie
commune avec r,; soit r; cette partie commune; sa p; antécédente fera
partie de 7, et par conséquent de »,, et sa p + p; antécédente que jap-
pellerai s;' fera partie de s; et par conséquent de 7.

Ainsi s;’ fera partie de r, ainsi que ses p° et p 4 p; conseéquentes.

Et aipsi de suite.

Avec »)’ nous formerons 7}’ comme nous avons formé ry avec r;
et 7, avec r,; nous formerons ensuite 1y, ..., 15, .. ..

Je supposerai que la premiére des conséquentes successives de 75 qui
ait une partie commune avec r; soit celle d'ordre p,.

J'appellerai si l'antécédente d'ordre p + p, + p, + ... + p,y de 75,

Alors s fera partie de », ainsi que ses m conséquentes d’ordre:

p’p+p1 ’p+p1 +p27'--7p+171 +Pg+"‘+pn—l'

De plus s; fera partie de s;7', ;7! de s;7°,....

Il y aura alors des points qui appartiendront & la fois aux régions
Yoy 8o, 80, .., s, sttt .. ad. inf. L'ensemble de ces points formera
une région o qui pourra d'ailleurs se réduire & un ou a plusieurs points.

Alors la région o fera partie de r, ainsi que ses conséquentes d’ordre
PP+ Py FD et 0+ 0+ oo+ Dot Pagrs .- ad infl

En d’autres termes, toute trajectoire issue d’un des points de o tra-
versera une infinité de fois la région r,.

C. Q F. D
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Corollaire. 11 résulte de ce qui précede qu’il existe une infinité de
trajectoires qui traversent une infinité de fois la région r,; mais il peut
en exister d'autres qui ne traversent cette région qu’un nombre fini de
fois. Je me propose maintenant d’expliquer pourquoi ces derniéres tra-
jectoires peuvent étre regardées comme exceptionnelles.

Cette expression n'ayant par elleeméme aucun sens précis, je suis
obligé d’abord d’en compléter la définition.

Nous conviendrons de dire que la probabilité pour que la position
initiale du point mobile P appartienne & une certaine région 7, est & la
probabilité pour que cette position initiale appartienne 4 une autre région
7o dans le méme rapport que le volume de 7, au volume de 7;.

Les probabilités étant ainsi définies, je me propose d’établir que la
probabilité pour qu'une trajectoire issue d’un point de 7, ne traverse pas
cette région plus de % fois est nulle, quelque grand que soit k et quelque
petite que soit la région r,. Clest ]a ce que jentends quand je dis que
les trajectoires qui me traversent 7, qu'un nombre fini de fois sont ex-
ceptionnelles.

Je suppose que la position initiale du point P appartienne & 7, et
je me propose de calculer la probabilité pour que la trajectoire issue de
ce point ne traverse pas k + 1 fois la région r, depuis I'époque 0 jusqu'a
I'époque .

Nous avons vu que si le volume » de 7, est tel que:

ns>
v

on pourra trouver % 4 1 régions que j'appellerai

Tos Tays Togs o v o> oy

et qui auront une partie commune. Soit s, cette partie commune, soit

s, son antécédente dordre e,; et désignons par s, la p° conséquente de s,.
Je dis que si la position initiale du point P appartient & s, la tra-

jectoire issue de ce point traversera % + 1 fois au moins la région 7,

entre I'époque o et 1'époque #r.

\ En effet le point mobile qui décrit cette trajectoire se trouvera &

Iépoque o dans la région s,, & T'époque pr dans la région s,, & I'époque
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nt dans la région s,. Il traversera donc nécessairement, entre les époques
o et nr, les régions suivantes:

S0 ) sat—a:—l ’ sa;—a.fz’ ct Sak“ag ’ Sak——al ’ sa»'

Or je dis que toutes ces régions font partie de »,. En effet s, fait partie
fait partie de r, parce que sa a; conséquente
fera partie de r, parce que

de r, par définition; s,
s, fait partie de r,, et en général s,
sa a; conséquente s, fait partie de 7,.

Donc le point mobile traversera £ + 1 fois au moins la région r,.

C. Q F. D,

04

Soit maintenant ¢, la portion de #, qui n'appartient ni & s, ni &
aucune région analogue, de telle facon que les trajectoires issues des
divers points de g, ne traversent pas la région r, au moins k 4 1 fois
entre les époques o et nz. Soit w le volume de a,.

La probabilité cherchée, c'est & dire la probabilité pour que notre
trajectoire ne traverse pas k¥ 4 1 fois 7, entre ces deux époques sera

w
alors —.
v

Or par hypothése aucune trajectoire issue de g, ne traverse &k + 1
fois 7, ni a fortiori o, entre ces deux époques. On a donc:

w<™
n

et notre probabilité sera plus petite que

14

nv )
Quelque grand que soit k, quelque petit que soit », on pourra toujours
prendre # assez grand pour que cette expression soit aussi petite que
nous le voudrons. Donc il y a une probabilité nulle pour que notre
trajectoire, que nous savons issue d’'un point de r,, ne traverse pas cette
région plus de k fois depuis 1'époque o jusqu'a I’époque - co.

C. Q F. D.

Euxtension du théoréme 1. Nous avons supposé:
1° que # = 3,
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2° que le volume est un invariant intégral,

3° que le point P est assujetti a rester & distance finie.

Le théoréme est encore vrai si le volume n’est pas un invariant
intégral, pourvu qu’il existe un invariant positif quelconque:

f Mdx, dx,dux,.
Il est encore vrai si # > 3, §'il existe un invariant positif:
fdeldw, ... dzx,

et si x,2,,...,%, coordonnées du point P dans lespace a n dimen-
sions, sont assujetties & rester finies,
Mais il y a plus.
~ Supposons que «,,%,,..., %, ne soient plus assujetties & rester finies,
mais que linvariant intégral positif

f Mdzx dz, ... dz,

étendu & l'espace & n dimensions tout entier ait une valeur finie. Le
théoréme sera encore vrai.

Voici un cas qui se présentera plus fréquemment.

Supposons que l'on counaisse une intégrale des équations (1)

Fz,,®,,...,x,) = const.

Si I = const. est 'équation générale d’'un systéme de surfaces fermées
dans l'espace & n dimensions, si en d'autres termes F est une fonction
uniforme qui devient infinie quand une quelconque des variables z,, «,,
.v., %, cesse d’étre finie, il est clair que x,,%,, ..., %, resteront toujours
finies, puisque F conserve une valeur constante finie; on se trouve donc
dans les conditions de I'énoncé du théoréme.

Mais supposons que les surfaces F = const. ne soient pas fermées;
il pourra se faire néanmoins que l'invariant intégral positif

[ Mdx,dz, . . . dz,
étendu a tous les systémes de valeurs des x tels que:

C,<F<(

ait une valeur finie; le théoréme sera encore vrai.

Actd mathematica. 13, Imprimé le 2 aofit 1890, 10
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Clest ce qui urrive en particulier dans le cas suivant.

M. Hiin dans sa théorie de la lune a négligé dans une premiére
approximation la parallaxe du soleil, I'excentricité du soleil et I'incli-
naison des orbites; il est ainsi arrivé aux équations suivantes:

@ —_— xl ﬁ = 2 o x(____L nr?)
a =" Ty o )
dy , dy’ - 2y

== = —_—— = — 2N ————

a =P Ve + y*

qui admettent l'intégrale:

’9 3
F=21Y s — 337 — const.

N

et I'invariant intégral

[azdyduw'dy'.

Si T'on regarde z,y, 2 et y' comme les coordonnées d'un point
dans l'espace a 4 dimensions, I'équation F' = const. représente un systéme
de surfaces qui ne sont pas fermées. Mais l'invariant intégral étendu a
tous les points compris entre deux de ces surfaces est fini, comme nous
allons le montrer.

Le théoréme I est donc encore vrai; cest a dire qu’il existe des
trajectoires qui traversent une infinité de fois toute région de l'espace a
4 dimensions, quelque petite que soit cette région.

Soit donc & calculer l'intégrale quadruple

J = f dedy dz'dy’,
cette intégrale étant étendue & tous les systémes de valeurs tels que
C,<F<C,.

Changeons de variables et transformons notre intégrale quadruple, en
posant:

s

*' = cos ¢ /2, y = sing\/zr,

z = p cos w, Yy = psinw;
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cette intégrale devient:
J = [pdpdrdedg
et il vient d'autre part:

F=r —g——%n”p’ cos’ .

Nous devons’ intégrer d’abord par rapport & ¢ entre les limites o et 27,
ce qui donne:
J = 2z [pdpdrdw

et l'intégration doit étre étendue a tous les systémes de valeurs de p, r
et @ qui satisfont aux inégalités:

r>o0,r>C +§+§n’2,o2cos2w,
(1)

Y 3 ] <
r <G, -|-/—)+ o 0° cos’ w.
De ces inégalités on peut déduire la suivante:
- C --}-’—l+§n'2 *cos’w > o0
2 p 2 lo *

Regardons p et @ comme les coordonnées polaires d'un point et construi-
sons la courbe

-G, +';—j -+ gn""p’ cos’w = o.

‘ 2
Nous verrons que si C, est plus petit que —;—(gn'p)g cette courbe se

compose d'une ovale fermée située tout entiére a lintérieur du cercle

3
. M
P = \/3?&'2
et de deux branches infinies situées tout entiéres & 'extérieur de ce cercle.
Le lecteur fera facilement cette construction; s’il y éprouvait quelque
difficulté, je le renverrais au mémoire original de M. Hiur dans le tome
I de I’'American Journal of Mathematics.

M. Hirr conclut de 14 que si le point p, @ est & 'origine des temps
a lintérieur de cette ovale fermée, il y restera toujours; que par consé-
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3/
n?’

quent p restera toujours plus petit que Ainsi si T'on négligeait

la parallaxe du soleil, son excentricité et les inclinaisons, il serait permis
d’assigner unc limite supérieure au rayon vecteur de la lune. En
ce qui concerne la lune en effet, la constante C, est plus petite que
—§(9"'#)’°2‘-

C'est ce remarquable résultat de M. HiLr que je me propose de
compléter en montrant que, dans ces conditions, la lune jouirait égale-
ment de la stabilité au sens de Poisson; je veux dire par la que, si les
conditions initiales du mouvement ne sont pas exceptionnelles, la lune
repassera une infinité de fois aussi prés que l'on voudra de sa position
primitive. C'est pour cela, comme je l'ai expliqué plus haut, que je
me propose de démontrer que lintégrale J est finie.

Comume p est plus petit que \7 % et par conséquent limité, I'intégrale:
n

J = 27rf,odpdrdw

ne peut devenir infinie que si r croit indéfiniment, et » ne peut devenir
infini, en vertu des inégalités (1) que si p s'annule.

Posons donc:
J — Jl + JN,

J' représentant lintégrale étendue a tous les systemes de valeurs tels que
(2) r>o0,p>p,, O, <F<C,

et J” représentant lintégrale étendue a tous les systémes de valeurs
tels que:

(3) r>o0,p<p,, C, <F<C,.

Quand les inégalités (2) sont satisfaites p ne peut s'annuler; donc r ne
peut devenir infini. Donc la premiére intégrale J' est finie.
Examinons maintenant J”. Je puis supposer que p, a été pris assez
petit pour que
C + :)io > o.
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Les inégalités F > O, p < p, entrainent alors » > o. Nous devons donc
intégrer par rapport & r entre les limites:

C, +"§+ %n”p’ cos’w et C +§+ gn’*'p’ cos’w.

11 vient alors:

i

Po
J" = 27(C, — C,) [do [ pdp = 22%}(C, — C,).
0 0

J” et par conséquent J est donc fini.

C. Q F. D

M. BonrLiy a généralisé de la maniére suivante le résultat de M.
Hirr. Considérons le cas particulier suivant du probléme des trois corps.
Soit 4 un corps de masse 1 — p, B un corps de masse g et C un corps
de masse infiniment petite. Imaginons que les deux corps 4 et B (dont
le mouvement doit étre Képlerien, puisqu'il n’est pas troublé par la masse
de C) décrivent autour de leur centre de gravité commun supposé fixe
deux circonférences concentriques, et que C se meuve dans le plan de
ces deux circonférences. Je prendrai pour unité de longueur la distance
constante AB, de telle facon que les rayons de ces deux circonférences
solent 1 —u et p. Je supposerai que l'unité de temps ait été choisie
de telle sorte que la vitesse angulaire des deux points 4 et B sur leurs
circonférences soit égale & 1 (ou ce qui revient au méme que la con-
stante de Gauss soit égale & 1). |

‘Choisissons alors deux axes mobiles ayant leur origine au centre de
gravité des deux masses 4 et B; le premier de ces axes sera la droite
AB, et le second sera perpendiculaire au premier.

Les coordonnées de A par rapport & ces deux axes sont — p et o
celles de B sont 1 — p et 0; quant & celles de C je les appelle » et y;
jail alors pour les équations du mouvement:

, da’ , , dV
%_x’ dt 2y +%+m’

dy_ ’ dy’__ ’ av
a-Y W—._zx_*—d_y—-‘_y’
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en posant

e
T AC +BC

On a d’ailleurs:

AC = (@ +p*+y’, B =@+p—1)+y"
Ces équations admettent une intégrale:

2 P el 2
F_?ty  y_TEY _ g
2 2

et un invariant intégral:
J = f drdydz'dy’.

M. Bouriy, dans le tome 10 des Acta mathematica, a généralisé le
résultat de M. HirLz, en montrant que si lu constante K a unc valeur
convenable (ce que nous supposerons) et si les valeurs initiales de = et
de y sont assez petites, ces quantités x ct y resteront limitées.

Je me propose maintenant de montrer que Uintégrale J étendue a
tous les systemes de valeurs tels que

K< F<K,

est finie; d'oli nous pourrons conclure, comme nous I'avons fait plus haut,
que la stabilité au sens de Poisson subsiste encore dans ce cas.

Si les constantes K, et K, sont convenablement choisies, le théoreme
de M. Bonuix montre que x et y seront limités. Quant & z’ et y ils ne
pourront devenir infinis que si ¥ devient infini, c’est & dire si AC s'annule,
ou si BC s'annule.

Posons alors:

J=J 4 J+ I,

lintégrale J' étant étendue & tous les systémes de valeurs tels que:

] . o 1
K, <F<K,, AC*> pi, BC® > p;, (100 <5)

I'intégrale J” a tous les systémes de valeurs tels que:

K, <F<K,, 4C*<pi, (dou BC® >p;),
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et l'intégrale J” a tous les systémes de valeurs tels que:
K<F<K,, B(’<p;, (dou 40*> p)).

Comme pour aucun des systémes de valeurs auxquels lintégrale J' est
étendue, AC ou BC ne g'annule, cette intégrale J' est finie.

Examinons maintenant lintégrale J''. Je puis supposer que p, ait
été choisi assez petit pour que

I_"+Ig>o,l)ﬁ—}71{l>o.

- P
¥+ y'? . .
Dans ce cas —,—— peut varier entre les limites
_ I—p o @2+ IL—p  op 24y
Li=K+—p tget— o Kt tegpt— =L

car la plus petite de ces deux limites est positive.
Posons alors comme plus haut:

— — . , 3 2 4y
¥ = \J2r cOS g, Y = \2rsing, dou P

I'intégrale deviendra
J" = [dxdydrdg

et on devra intégrer par rapport 4 ¢ entre les limites o et 27z et par
rapport a r entre les limites L, et L,; il viendra donc:

J" = 2n(K, — K,) [dndy.

L'intégrale double f dedy devra étre étendue a tous les systémes de va-

leurs tels que AC* < p;; elle est donc égale & mp); de sorte qu'il vient:
J" = 21’0y (K, — K,).

J” est donc fini, et il en est de méme de J"' et de J.

C. Q. F. D.

Nous devons donec conclure que (si les conditions initiales du mouve-
ment ne sont pas exceptionnelles au sens donné & ce mot dans le corol-
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laire du théoréme 1) le troisiéme corps C repassera une infinité de fois
aussi prés que l'on voudra de sa position initiale.

Dans le cas général du probléme des trois corps, on ne peut plus
affirmer qu'il en sera encore de méme.

Théoréme II. Si n = 3 et que z,, z,, x, représentent les coordon-
nées d'un point dans l'espacc ordinaire, et il y a un invariant positif,
il ne peut pas y avoir de surface fermée sans contact.

Soit en effet

J = [ Mde,dz,dz,

un invariant intégral positif. Supposons qu’il existe une surface S fermée
et sans contact, ayant pour équation

’

Flz, ,z,,x)=o0.

Soit V¥ le volume limité par cette surface; nous étendrons l'invariant
J a4 ce volume tout entier.
La surface S étant sans contact, l'expression:

ar aF ar
— X +—X, +— X
dz, dw, de,
ne pourra sannuler et par conséquent changer de signe; nous la suppo-
serons positive pour fixer les idées.
Soit dw un élément de la surface S; menons la normale 4 cet élé-

ment du coté des F' croissants; prenons sur cectte normale un segment

< . ., dF N (el
infiniment petit dn. Soit ——n la valeur de F & lextrémité de ce seg-
ment. On aura:

ar_,

dn )

J étant un invariant, on devrait avoir

aJ _
dt
Mais nous trouvons
JdF dr dF
w_ [ ymitattet
dt dF :

dn
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L'intégrale du sccond membre, étendue & toute la surface S, cst positive
puisque la fonction sous le signe f est toujours positive.

Nous arrivons donc & deux résultats contradictoires et nous devons
conclure qu’il ne peut exister de surface fermée sans contact.

Extension du théoréme II. 11 est facile d’étendre ce théoréme au
cas de n > 3; il suffit pour cela, puisque la représentation géométrique
n'est plus possible, de la traduire dans le langage analytique et de dire:

Sil y a un invariant intégral positif, il ne peut pas exister une
fonction uniforme F(z,, z,,..., 2,) qui soit positive, qui devienne infinie
toutes les fois que T'un des z cesse d’étre fini et qui soit telle que

dF dF ar : dFr
e R R e ¢

soit toujours de méme signe quand F est nul.

Pour faire comprendre l'importance de ce théoréme, je me bornerai &
faire observer que c'est une généralisation de celui dont je me suis servi
pour démontrer la 1égitimité de la belle méthode de M. LiNpsTEDT.

Je préfére toutefois, au point de vue des applications ultérieures,
lui donner une forme un peu différente en y introduisant une notion
nouvelle, celle des courbes invariantes. ,,

Nous avons & la fin du paragraphe précédent envisagé une portion
de surface S, définie par 1'équation

6(x,, 2, x,) =0

et telle que T'on ait pour tous les points de S

de de de
dl—%le +cl_w,X? + d—mng > o,
de telle sorte que § soit une portion de surface sans contact.

Nous avons défini ensuite -ce qu'on doit entendre par le »° consé-
quent d'un point de § ou par la n° conséquente d’'une courbe ou d'une
aire appartenant a §. J’entends maintenant et jentendrai désormais le
mot conséquent, dans le sens du paragraphe précédent, et non dans le

sens employé plus haut dans la démonstration du théoréme I.
Acta mathematica, 13. Imprimé le 2 aofit 1890, 11

~
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Nous avous vu que s'il existe un invariant positif

jff Mdr, dz,dz,,

il existe également une autre intégrale
[ MHdw

que l'on doit étendre a tons les éléments deo d'une aire appartenant a 'S
et qui jouit des propriétés suivantes:

1°. La quantité sous le signe f, MH est toujours positive.

2°  Llintégrale a la méme valeur pour une aire quelconque appar-
tenant &4 S et pour toutes celles de ses conséquentes qui existent.

Cela posé, jappellerai courbe invariante du n° ordre, toute courbe
tracée sur S et qui coincidera avec sa " conséquente.

Dans la plupart des questions de dynamique il entre certains para-
meétres trés petits de sorte qu'on est naturellement conduit & développer
les solutions suivant les puissances croissantes de ces paramétres. Telles
sont les masses en mécanique céleste.

Nous imaginerons donc que nos équations différentielles

dz, . dz,

L
=% =% F-=X

7’ dt 3

dépendent d'un paramétre p. Nous supposerons que X, , X,, X, sont
des fonctions données de z,,x,, x, et p, susceptibles d’'étre développées
selon les puissances croissantes de g et que g est trés petit.

Considérons alors une fonction quelconque de p; je suppose que cette
fonction tende vers o quand g tend vers o, de telle facon que le rapport
de cette fonction & y* tende vers une limite finie. Je dirai que cette fonc-
tion de p est une quantité trés petite du »° ordre.

Il importe de remarquer qu'il n'est pas nécessaire que cette fonction
de p soit susceptible d’étre développée suivant les puissances de p.

Cela posé, soient 4 et B, deux points d’une surface sans contact S,
et soient A, et B leurs conséquents. Si la position de A, et B, dépend
de g suivant une loi quelconque il en sera de méme de la position de
A, et B,. Je me propose de démontrer les lemmes suivants:
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Lemme I. Si on envisage une portion de surface sans contact S,
passant par le point a,, b, ¢,; si z,, y,, 2, sont les coordonnées d’'un point
de S et si z ,y,,2 sont les coordonnées de son conséquent, on pourra

172J172 7 ’
développer z,, Yir 2 suivant les puissances de x, — a,, y, — b,, 7, — ¢,
et 4 pourvu que ces quantités soient suffisamment petites.

Je puis toujours prendre pour origine le point a, b, , ¢, de telle
fagon que

Si alors

ngﬁ(w,y)

est I'équation de la surface S; cette surface passera par l'origine O et on aura:
¢(0,0) =o.

Je supposerai de plus qu’en tous les points de la portion de surface S
envisagée la fonction ¢(z,y) est holomorphe. Par l'origine O passe une
trajectoire; imaginons que quand g = o cette trajectoire vienne au temps
¢t = t recouper la surface S en un point P dont les coordonnées seront:

D’aprés la terminologie que nous avons adopté, le point P sera
quand on suppose p = o le conséquent du point O.

Soit maintenant x,,%,,%, un point A tres voisin de O et apparte-
nant a la surface S. Si Ton fait passer par ce point 4 une trajectoire,
si on suppose que p cesse d'étre nul, mais reste trés petit, on verra que
cette trajectoire viendra, a une époque ¢ trés peu différente de 7 couper
la surface S en un point B trés voisin de P. ,

Ce point B dont jappellerai les coordonnées z,, y,, 2, sera d’aprés
notre terminologie le conséquent du point 4.

Ce que je me propose de démontrer, cest que z,,y,, 2, peuvent
se développer suivant les puissances croissantes de z,,y,, 2, et p.

En effet, daprés le théoréme III § 2, si z,y,s sont les coor-
données au temps ¢ du point mobile qui décrit la trajectoire issue
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du point A, si de plus x,,,,2,,p ct ¢ — r sont suffisamment petits,
on aura:
r = Sbl(t—z.’#’wo)yo)’go),

(4) y=g¢t—r1,p, Ty Yo s %)
=P (b—T 1,8, Yy %)

l

&, ¢, et & étant des sérics ordonnées suivant les puissances de ¢ — r,

My Ty s Yo s e

Ces sérics se réduiront respectivement a «, b, ¢ pour

f:/l:ﬂ; :'!/0=30=0-

Comme ¢ (z, y) cst développable suivant les puissances de x — a et
y—>b, si x—a ¢t y— b sont assez petits, nous aurons également:

@,y = ¢4(t——‘[,ﬂ,£0,yo,zo),

¢, etant une série de méme forme que ¢, ¢, et ¢,.
Ecrivons que le point x,y, 2 se trouve sur la surface S, nous aurons:

(5) ¢, = ¢,

La relation (5) peut étre regardée comme une équation entre { — 7,
i, %,,Y, et z, ct on peut chercher a la resoudre par rapport a {-— 7.
Pour:

t——-z'._/l;:wo_:yo_.,zo == QO

cette relation est satisfaite, car on a

gy =¢, =0

D’aprés un théoréeme de CavucHy, que nous avons démontré dans un
des paragraphes qui précédent, on pourra tirer de la relation (5) £ — ¢
sous la forme suivante:

(6) t—Tzﬂ(/‘L?woiyo)z())’

@ étant une série ordonnée suivant les puissances de u, z,,y, et 2.



§ 8. Sur le probléme des trois corps et les équations de la dynamique. 85
Il' v’y aurait d’exception que si pour

t—-—z‘:#=w =y0=z == 0.
on avait
dsb:s__ds'/’;

dt — dt”

Or cette équation exprime que la trajectoire issue du point O pour
pt = 0 va toucher la surface § au point P.

Mais il n'en sera pas ainsi, parce que nous supposerons toujours que
S est une surface ou une portion de surface sans contact.

Dans les équations (4) remplagons ¢ — 7 par 8 et z,y, 2 par =,
¥, 5 2,5 il viendra:

L, = 61(/"’ Zo> Yo s Zo)’

By %y, Y5 %)

g == 63(/‘ s Ty s Yoo zo)’

=
I

0,, 6, et 8 étant des séries développées selon les puissances de pu, z,,
Y, et z,.
° ° C. Q. F. D.

Lemme II. Si la distance de deux points 4, et B, appartenant a la
portion de surface sans contact S est une quantité trés petite d’ordre =,
il en sera de méme de la distance de leurs conséquents A4, et B,.

Soient en effet @, a,, a, les coordonnées d'un point fixe P, de S
tres voisin de A4 et de By; ay, a;, a; les coordonnées de son conséquent P,."

Solent &, , &y, Ty3 @, T4y T35 Y1y Yas Ys3 Yis Ui, ¥y les coordonnées de
4,,4,, B, et B,.

D’aprés le lemme I ] — af, 2, — a;, x; — a} peuvent se développer
selon les puissances croissantes de x, — a, , @ r

g — 4y, T, — a, et p.

L’expression de y; — a,, 9, — a,, y; — a; cen fonctions de y, — a,,

, X

Yo — s, Y5 — G; et p sera évidemment la méme que celle de z; — ay,
Xy — ay, Ty — a; en fonctions de x, — a,, X, — @y, X, — a; et p.
On déduit de 14 que l'on peut écrire:
Ty — Yy = (ml — .%)Fl + (xa ‘—,7/2)1’12 + (‘I’d _?/3)173 ’
(7) v — = (@ — )V + @& —y)F + (5 — ) I,
Ty ~— Yy = (xl — ?/I)F;’ + (-772 *\,yz) Fy + (xa - ?/3) 3
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les F étant des séries développées suivant les puissances de:
Py Ty ==y 5 By — Qg By — gy Yy — Ay Yy — Uy Yy — Q.

Les quantités F , F,, etc. sont finies; si donc z, —y, , 2, —y, et
x, —y, sont des quantités trés petites d'ordre n, il en sera de méme de
Ty Y15 Ty = Yo, T — Y5

C. Q. F. D.

Théoré¢me III. Soit 4, AMB B une courbe invariante, de telle fagon
que A, et B, soient les conséquents de 4 ct B.

Je suppose que les arcs 44, et BB, soient trés petits (cest & dire
tendent vers o avec p) mais que leur courbure soit finic.

Je suppose que cette courbe invariante et la position des points A4
et B dépendent de g suivant une loi quelconque. Je suppose qu'il existe
un invariant intégral positif. Si la distance AB est trés petite du »n° ordre
et que la distance A4, ne soit pas trés petite du »° ordre, l'arc A4,
coupe l'arc BB,.

Fig. 1.

A

B B:

As

Je puis toujours joindre les points .4 et B par un arc de courbe
4B situé tout entier sur la portion de surface sans contact S et dont la
longueur totale soit du mémec ordre de grandeur que la distance AB,
cest a dire une quantité trés petite du #° ordre. Soit 4 B, un arc de
courbe qui soit le conséquent de AB, il sera aussi trés petit du n° ordre
d’apres le lemme II.

Voici maintenant les diverses .-hypothéses que l'on peut concevoir:

1° hypothése. Les deux arcs 44, et BB, se coupent. Je me pro-
pose d’établir que cest cette hypothése qui est réalisée.

2° hypothése. Le quadrilatére curviligne A4 BB est tel que les
quatre arcs qui lui servent de cotés n'ont d'autre point commun que les
quatre sommets 4, 4, , B et B,. Clest le cas de la figure 1.
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3° hypothese. Les deux ‘arcs AB et 4 B, se coupent. Clest le cas
de la figure 2.

4° hypothése. L’'un des arcs AB ou A, B, coupe l'un des arcs A4,
ou BB,; mais les arcs 44, et BB, ne se coupent pas, non plus que les
deux arcs AB et A4 B,.

Sil y a un invariant positif il existera d'aprés le paragraphe pré-
cédent une certaine intégrale

mew

dont tous les éléments seront positifs et qui devra avoir la méme valeur
pour l'aire ABB, MA et pour sa conséquente 44, B, MA.

Cette intégrale étendue 4 l'aire
ABA, B, = AA, B MA — ABB,MA

doit donc étre nulle et comme tous les éléments de I'intégrale sont positifs,
la disposition ne peut étre celle de la figure 1 ot I'aire ABA, B, est convexe.

La seconde hypothése doit donc étre rejetée.

La disposition ne peut non plus étre celle de la figure 2.

En effet dans le triangle 4DA , les distances AD et A,D sont trés
petites du n° ordre car elles sont plus petites que les arcs AD et 4 D,
lesquels sont plus petits que les arcs AB et 4, B, qui sont du »® ordre,
De plus on a:

A4, < AD + A D.

La distance AA, devrait donc étre une quantité trés petite du x° ordre,
ce qui est contraire 4 1'énoncé du théoréme.

La 3° hypothese doit donc étre rejetée.

Je dis que la 4° hypothése ne peut non plus étre acceptée. Supposons
en effet par exemple que l'arc 4B coupe l'arc AA, en un point A’. Soit
ANA, la portion de I'arc AB qui va de 4 en A’; soit APA’ la portion
de Tarc A4, qui va de 4 en 4"

Je dis qu'on pourra remplacer V'arc ANA'B par l'arc APA'B; et
que le nouvel arc APA’'B sera comme l'arc primitif ANA’'B une quantité
trés petite du #° ordre.

En effet I'arc ANA’ est plus petit que 4B, il est donc du #° ordre;
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la distance dA” cst done clle-méme du n® ordre; Tare APA’ est plus petit
que A4 qui cst tres petit, cest & dire qui tend vers o avec u; l'arc
APA’" est donc trés petit et sa courbure est finie; on peut donc assigner
une limite au rapport de I'arc APA’ & sa corde AA’; ce rapport est fini
et A4’ est du n° ordre; donc APA’ est du »n°® ordre, c. q. f. d.

Drailleurs le nouvel arc APA’B ne coupe plus l'arc 44, il a seule-
ment avec lui une partie commune APA’.

On retombe donc sur la 2° hypothése qui a déja été rejetée.

La 1% hypothése est donc seule acceptable et le théoréme est dé-
montré.

Remarque. — Nous avons supposé dans 1'énoncé du théoréme que
les arcs AA, et BB, sont trés petits et que leur courburc est finie. En
réalité nous ne nous sommes servis de cette hypothése que pour montrer
que si la corde AA’ est trés petite du n° ordre, il en est de méme de
Varc APA'.

Le théorémne sera donc encore vrai quand méme V'arc A4, ne serait
pas trés petit et sa courbure finie, pourvu qu'on puisse assigner une limite
supérieure au rapport d'un arc quelconque (faisant partic de 44, ou de
BB,) a sa corde,

CHAPITRE TIIL
Théorie des solutions périodiques.
§ 9. Euwxistence des solutions périodiques.
Considérons un systéme d’équations différentielles

(l) (_I_li_l — Xi (i=1,2,...,,n)

dt
ou les X sont des fonctions des x et d'un parumétre p. Les X pourront
aussi dépendre de f, mais ce seront alors des fonctions périodiques de
cette variable et la période sera 2r.
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Supposons que pour la valeur o du paramétre g, ces équations ad-
mettent une solution périodique, de telle sorte que

x; = ¢i(t),

¢, étant une fonction périodique du temps dont la période sera par
exemple 27.
Posons:

w = ¢; + &

et cherchons pour les valeurs trés petites de g & trouver les valeurs des
§ que nous supposerons également trés petites, il viendra

dé; dX; dX;
(_Jl_f_ =un El;'- + Zk& d‘;'
Dans les dérivées partielles des X les x, sont remplacés par les fonctions
périodiques ¢;. Les & sont ainsi déterminés par des équations linéaires
a second membre dont les coefficients sont des fonctions périodiques.
Deux cas peuvent se présenter.
1°. Les équations sans second membre:

e, dX;
(2) = =zaﬁ

n’admettent pas de solution périodique de période 27.

Dans ce cas les équations & second membre en admettent une que
j’écrirai: ‘

& = phi(t),

¢ étant une fonction périodique de période 27z.

2°. Les équations sans second membre admettent une solution pé-
riodique de période 2.

Alors les équations & second membre peuvent ne pas avoir de solu-
tion périodique, de telle facon qu'en général nous trouverons une solution
de la forme suivante:

& = pidr(t) + pdoa(?),

les ¢ étant toujours des fonctions périodiques, ou méme dans certains cas

&= #[tnsbn.i(t) -+ tn_1¢n—1.i(t) + ...+ ¢'0.i(t)]'

Acta mathematica, 18. Imprimé le 5 aoftt 1890, 12
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Plagons-nous dans le premier cas et voyons la chose de plus prés.
Cherchons & former une solution périodique et & la développer sui-
vant les puissances de u; posons par conséquent:

T= ¢+ ppri + p0u + oo

Quand on substituera 4 la place des z, ces valeurs dans les X, on
trouvera

X=X, +pXpi+ 1'% + ...

Il est clair que les X, ne dépendent que des ¢;, les X, des ¢, et des
P19 les Xy, des ¢,; et des ¢, etc. De plus si les ¢,; sont des fonctions
périodiques de ¢ de période 27, il en sera de méme des X,,.

Nous avons de plus

aX;
Xn.i = zk_‘m ¢n.k + Yn.i’

i y_ ? dX; . .
Dans le second membre, dans les dérivées ——, on doit substituer les g,

da,
a la place des =, ainsi que nous l'avons fait plus haut. De plus ¥,, ne
dépendra que des ¢;, des ¢,,, des ¢,;, ..., des ¢, ;,; mais ne dépendra
plus des ¢, ..

Cela posé on est conduit adx équations suivantes

dsﬂn.i dX;
(3) S TRl NG el 2 i £¥5

Supposons qu'on ait déterminé. les quantités

Qris Pais »ov s Pnoti

a Vaide des équations précédentes sous forme de fonctions périodiques de
t; on pourra ensuite a 'aide des équations (3) déterminer les ¢, .

Ces équations (3) sont des équations linéaires & second membre et
les coefficients sont périodiques.

Par hypothése les équations sans second membre

d¢n.¢ . X
dat _ zb d'Tk Cnks

qui ne sont autres que les équations (2), n'ont pas de solution périodique;
donc les équations (3) en admettent une.
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Il résulte de 14 quil existe des séries

Ty = @ + PP + ﬂ2¢2,5 +....

dont les coefficients sont périodiques et qui satisfont formellement aux
équations (1).

Il resterait a démontrer la convergence de ces séries. Nul doute
que cette démonstration ne puisse se faire directement; je ne le ferai
pas toutefois, car je vais, en reprenant la question & un point de vue
différent, démontrer rigoureusement l'existence des solutions périodiques,
ce qui entraine la convergence de nos séries. Nous n’aurons en effet qu'a
nous appuyer sur les principes les plus connus du »calcul des limites.»

Soit ¢,(0) + B la valeur de z; pour ¢ = o. Soit ¢,(0) + 7, la va-
leur de @; pour f{= 27. Les y, dépendront évidemment de p et des
valeurs initiales des variables et elles s'annuleront avec elles.

Cela me permet d’écrire:

7i=p+ap+ Zbikﬂk + Z[m sy Dys Ppy e apn]/‘mﬂf'ﬂ52~ S
= ﬂi + ¢’w

les a, les b et les [m,p,,p,,...,p,] étant des coefficients constants.
On obtiendra les solutions périodiques de période 27 en cherchant
les cas ou: :
7= p

On peut donc considérer y comme une donnée de la question et chercher
a résoudre par rapport aux # inconnues § les équations

(4) bh=¢y=...=¢=o.

Nous savons que les ¢ sont des fonctions holomorphes de u et des g
g'annulant avec les variables. (Voir théoréme III § 2.)

Si le déterminant fonctionnel des ¢ par rapport aux § (c'est a dire
le déterminant des &,) n'est pas nul, on peut résoudre ces n équations
et on tronve comme solution:

les @, étant, d’aprés un théoréme bien connu, des fonctions holomorphes
de u s'annulant avec u. (Voir théoréme IV § 2.)
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Cest le cas que nous avons étudié plus haut et ot les équations
(2) n'ont pas de solution périodique.

On doit en conclure que pour les valeurs de g suffisamment petites,
les équations (1) admettent une solution périodique.

Supposons maintenant que le déterminant fonctionnel des ¢ soit nul;
nous pourrons alors, en vertu du théoréme VI § 2, éliminer entre les
équations (4) 3, B, - -+ » fa_r; DOUS arriverions ainsi 4 une équation unique

®=o0

dont le premier membre sera développé suivant les puissances de u et
de g§,.

Il n’y aurait d’exception que si les équations (4) n’étaient pas distinctes;
mais dans ce cas nous leur adjoindrions une autre équation choisie arbi-
trairement.

Si T'on regarde u et f, comme les coordonnées d'un point dans un
plan, 1’équation @ = o représente une courbe passant par l'origine. A
chacun des points de cette courbe correspondra une solution périodique,
de sorte que pour ¢tudier les solutions périodiques qui correspondent aux
petites valeurs de p et des 3, il nous suffira de construire la partie de
cette courbe qui avoisine l'origine.

Si le déterminant fonctionnel des ¢ est nul on aura, (pour g = g, = 0):

a0 _
g,

En d’autres termes, la courbe @ = o sera tangente 2 l'origine & la
droite g = 0, ou bien encore pour g = o, I'équation @ = o sera une équa-
tion en B, qui admettra o comme racine multiple; jappelle m l'ordre
de multiplicité de cette racine.

En vertu du théoréme V § 2 on pourra trouver m séries développées
snivant les puissances fractionnaires et positives de p, sannulant avec p
et qui substituées & la place de S, satisfassent a 1'équation @ = o.

Considérons l'intersection de la courbe @ = o ou plutdt de la portion

o.

de cette courbe qui avoisine lorigine avec deux droites pu=¢,u=—=¢
trés voisines de la droite 4 = 0. On obtiendra les points d'intersection
en faisant g = ¢, puis g = — ¢ dans les m séries dont je viens de

parler.
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Soit m, le nombre des points d’intersection de @ =0 et u= + ¢
réels et voisins de l'origine. Soit m, le nombre des points d'intersection
de @ =o0 et y=—c¢ réels et voising de l'origine.

Les trois nombres m , m, et m, seront de méme parité.

Si donc m est impair, m, et m, seront au moins égaux a 1. Donc
il existera des solutions périodiques pour les petites valeurs de g, tant
positives. que négatives. |

Comment une solution périodique peut-elle disparaitre quand on fait
varier z d'une maniére continue? Comment peut-il se faire que le nombre
des solutions pour g = -4 ¢ soit plus petit que pour g = —e, que
m, < m,? :

J’observe d’abord qu'une solution périodique ne peut disparaitre quand
¢ passe de la valeur — ¢ & la valeur 4 ¢ que si pour yu = o, I'équation
@ = o admet une racine multiple; en d'autres termes une solution pério-
dique me peut disparaitre quaprés s'étre confondue avec une autre solution
périodique. De plus m, et m, étant de méme parité, la différence m, — m,
est toujours paire.

Donc les -solutions périodiques disparaissent par couples & la fagon des
racines réelles des fquations algébriques.

Un cas particulier intéressant est celui ot pour x = o, les équations
différentielles (1) admettent une infinité de solutions périodiques que j’écrirai:

z, = ¢,(¢, h), T, =0,(t,0) , ..., T.=@f,h),

h étant une constante arbitraire.
Dans ce cas les équations (4) ne sont plus distinctes pour u = o et
@ contient p en facteur de sorte que nous pouvons poser:

O =pnd,

@, étant holomorphe en f, et p; d’ailleurs @, dépendra aussi de h. La
courbe @ = o se décompose alors en deux autres, a savoir la droite
p=o0 et la courbe @, = 0; c'est cette derniére courbe qu'il convient
d’étudier.

La courbe @ = o passe forcément par l'origine; il n’en est pas toujours
de méme de &, = o; il faudra d’'abord s'arranger pour 'y faire passer,
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en disposant convenablenent de k. Une fois qu'on l'y aura fait passer,
on l'étudiera comme on a fait de la courbe @ = o.

Si pour g = f, = o, %% n’est pas nul, (ou plus généralement si pour
p = o, léquation @, = o admet B, = o comme racine multiple d'ordre
impair) il y aura encore des solutions périodiques pour les petites va-
leurs de .

Il arrivera souvent que, méme avant I'élimination, quelques-unes des
fonctions ¢, contiennent p en facteur. Dans ce cas on commencerait par
diviser par u les équations correspondantes.

Si les équations (1) admettent une intégrale uniforme:

Flz,,»,...,2,) = const,
les équations (4) ne seront pas distinctes & moins que l'on n’ait & la fois

dF _dF _
de, ~ day, "

&
=

|

= 0

S

1 Zn

pour
z =jpl(o)’ T, =,0), ..., = ¢.(0).

En effet il viendra identiquement:
Flp0) + f + ¢] = Flp.lo) + Al

Si par exemple pour z, = ¢,(0), g—; n'est pas nul; on pourra tirer de
1

cette équation:

Sbl = ¢292 + ¢383 + e + ¢n8n’

6,,8,,...6, étant des séries ordonnées suivant les puissances croissantes de

BisBrreeos Pur s doseves fue

La premiére des équations (4) est donc alors une conséquence des
n— 1 derniéres. On la supprimera alors pour la remplacer par une autre
équation choisie arbitrairement.

Dans ce qui précéde, nous avons supposé que les fonctions X, X,
..., X, qui entrent dans les équations différentielles (1) dépendent du
temps £. Les résultats seraient modifiés si le temps ¢ n’entre pas dans
ces équations,
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Il y a d’'abord entre les deux cas une différence qu’il est impossible
de ne pas apercevoir. Nous avions supposé dans ce qui précéde que les
X, étaient des fonctions périodiques du temps et que la période était 27;
il en résultait que, si les équations admettaient une solution périodique,
la période de cette solution devait étre égale & 27 ou 4 un multiple de
2w, Si au contraire les X; sont indépendants de ¢, la période d'une so-
lution périodique peut étre quelconque.

En second lieu, si les équations (1) admettent une solution pério-
dique (et si les X ne dépendent pas de f), elles en admettent une infinité.

Si en effet

T = ¢1(t)’ Ty = ¢2(t) ) e e ey By = fon(t)

est une solution périodique des équations (1), il en sera de méme (quelle
que soit la constante %) de

z, = ¢, + h), z,=0,+0, ..., 2, =g+ h).

‘Ainsi le cas sur lequel nous nous sommes étendus d’abord et dans
lequel pour u = o, les équations (1) admettent une sdlution périodique
et une seule, ne peut se présenter si les X ne dépendent pas de ¢.

Plagons-nous donc dans le cas ou le temps ¢ n'entre pas explicite-
ment dans les équations (1) et supposons que pour g = 0, ces équations
admettent ;une solution périodique de période I":

T, = 501(':)1 T, = ¢2(t) 3 ey Ty = ¢n(t)'

Soit ¢,(0) + B; la valeur de =, pour ¢ = o; soit ¢,(0) + 7; la valeur
de x; pour ¢{ = T 4 7. Posons ensuite, comme nous I'avons fait plus haut,

ri—Bi= ¢

Les ¢, seront des fonctions holomorphes de g, de §,,8,,..., P, et de
s'annulant avec ces variables.
Nous avons donc & résoudre par rapport aux » - I inconnues

/91),327"'7 ny

les n équations

(5) b =¢,=...=¢,=o0.
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Nous avons une inconnue de trop, nous pouvons donc poser arbi-
trairement par exemple

ﬂn==0.

Nous tirerons ensuite des équations (5), B, 5 fys -+ fues €t 7 en fonctions
holomorphes de g s'annulant avec p. Cela est possible a moins que le
déterminant:

dg, d¢, d¢, d¢,
E/é: (—zE' SRR ﬁn—l (F
d¢, dd, dg, d¢,
Eﬂ——‘- (i_ﬂ’- s o » dﬂ”_l —d—z'_
dda  dy d¢, d¢a
t—iE ﬂ dfu— dr

ne soit nul pour 4= 3, =7 =o0.

Si ce déterminant était nul, au lieu de poser arbitrairement 8, = o,
on poserait par exemple §, = o, et la méthode ne serait en défaut que
i tous les déterminants dans la matrice:

d¢l d¢l d¢l d¢l
d“"'ﬂ‘: Eﬁz o s e E/g_’l E—;
d¢2 d¢2 dsbl d¢l
EP—‘- @: SR ﬂn (—i?
dfpn  din dfn  dgn
#, B, - P &

étaient nuls & la fois. (Il est & remarquer que le déterminant obtenu
en supprimant la derniére colonne de cette matrice est toujours nul pour
p=pfi=r1=0)

Comme en général tous ces déterminants me seront pas nuls a la
fois, les équations (1) admettront pour les petites valeurs de u, une so-
lution périodique de période T 4 7.
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§ 10. Exposants caractéristiques.

Reprenons les équations:

d%i
(1) o =

et imaginons qu'elles admettent une solution périodique

x; = ¢;(t).

Formons les équations aux variations (voir chapitre I) des équations
(1) en posant:

T == Spi(t) + Ei

et négligeant les carrés des &.
Ces équations aux variations s'écriront:

ds; adX; aX; ax;
(2) G ot et ot b

Ces équations sont linéaires par rapport aux &, et leurs coefficients

aX; , . T
T’ (quand on y a remplacé x; par ¢,(¢)) sont des fonctions périodiques
Ty

de ¢{. Nous avons donc & intégrer des équations linéaires & coefficients
périodiques.

On sait quelle est en général la forme des solutions de ces équa-
tions; on obtient » solutions particuliéres de la forme suivante:

EZl = ealt Sll’ 52 == ealt S‘)] ) oty 51; == ealt Snl?
( ) 61 = eang”’ 52 = eaﬁtsn [ En = e n2
3

J Int . 3
E1 = ea“tblrn ‘52 == anfSQn ’ ot ot En == ea"tSmn

les o étant des constantes et les S, des fonctions périodiques de ¢ de
méme période que les ¢,(¢).
Acta mathematica. 13. Imprimé le 6 aoft 1890. 13
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Les constantes « sappellent les exposants caractéristiques de la solu-
tion périodique.

Si @ est purement imaginaire de facon que son carré soit négatif,
le module de e“ est constant et égal & 1. Si au contraire a est réel,
ou si a est complexe de telle fagon que son carré ne soit pas réel, le
module ¢“ tend vers linfini pour =+ oo ou pour ¢{=—c0. Si donc
tous les a ont leurs carrés réels et négatifs, les quantités &,§,,...,¢&,
resteront finies; je dirai alors que la solution périodique x, = ¢,(¢) est
stable; dans le cas contraire, je dirai que cette solution est instable.

Un cas particulier intéressant cst celui ot deux ou plusieurs des
exposants caractéristiques a sont égaux entre eux. Dans ce cas les solu-
tions des équations (2) ne peuvent plus se inettre sous la forme (3).
Siopar exemple '

a, — a

1 2

les équations (2) admettraient deux solutions particulieres qui s'écriraient

Ea' = ea'tSz'.l
et
§ — te™'S,, + 'Sy,

les §;; et les S, étant des fonctions périodiques de ¢.

Si trois des exposants. caractéristiques étaient égaux entre eux, on
verrait apparaitre, non seulement ¢, mais cncore ¢* en dehors des signes
trigonométriques et exponentiels.

Supposons que le temps ¢ n'entre pas explicitement dans les équa-
tions (1) de telle sorte que les fonctions X; ne dépendent pas de cette
variable; supposons de plus que ces équations (1) admettent une intégrale

(4) Flx ,z,,...,2,)="C.

1l est aisé de voir que dans ce cas deux des exposants caractéristiques
sont nuls.

On se trouve donc alors dans le cas d’exception que nous venons
de signaler; mais il n’en résulte pas de difficulté; il est aisé en effet a
laide de Vintégrale (4) d’abaisser d’une unité l'ordre des équations (1).
Il 'y a plus alors que » — 1 exposants caractéristiques et il n’y en a
plus qu'un qui soit nul
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Nous allons maintenant envisager un cas particulier qui est celui olt
les équations (1) ont la forme des équations de la dynamique. Ecrivons-
les donc sous la forme:

, de; _dAF dy,  dF n
(I') At - dy@’ E _— _dwi’ =12,.,%
F étant une fonction quelconque de #,, Ty, .oy Tyy Yy s Yyy -« 5 Yuj NOUS

pourrons supposer, soit que F est indépendant de ¢; soit que F dépend
non seulement des z et des y, mals encore de f, et que par rapport &
cette derniére variable, c'est une fonction périodique de période 27.

Supposons que les équations (1) admettent une solution périodique
de période 27:

x; = ¢;(t), ¥ = ¢i(1),
et formons les équations aux variations en posant:
w, = ¢,(t) + &, Y= ¢(8) + 7

Nous avons vu dans le chapitre II que l'intégrale double:
[[ (da,dy, + dx,dy, + ...+ dz,dy,)

est un invariant intégral, ou (ce. qui revient au méme) que si &, 7, et
&, sont deux solutions particuliéres quelcongues des équations aux
variations, on a

> (€} — £y = coust.
i=1

Je dis quil en résulte que les exposants caractéristiques sont deux a
deux égaux et de signe contraire.

Soient en effet & et 7 les valeurs initiales de & et de 3, pour ¢ == o0
dans une des équations aux variations; soient & et y; les valeurs cor-
respondantes de & et de », pour ¢ = 27. Il est clair que les & et les
»: seront des fonctions linéaires des & ct des %] de telle sorte que Ia
substitution:

TZ(&?:V?; :’7711)

sera une substitution linéaire.
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Soit:
@y Gy - - - oy
aa (g - s 0y
a‘.’n.l a‘.’n.? c ot a‘l/t.:!u

le tableau des cocfficients de cette substitution linéaire.
Formons équation en 2

ay — A ag v e Uy,
., Uy — A . tly on

= 0.
Wy Uy g L oy gn — A

Les 2n racines de cette ¢quation seront ce gqu'on appelle les 2 wulti-
plicateurs de la substitution linéaire 7. Mais cette substitution linéaire
T ne peut pas ¢tre quelconque. Il faut qu'elle n'altére pas la forme
bilinéaire:

z(&ﬂe — Caﬁe)-
Pour cela, I'équation en A doit étre réciproque. Si donc on pose:
A — e‘.’u,’.’

les quantités « devront étre deux a deux c¢gales et de signe contraire,

C. Q. F. D.

I y aura donc en général » quantités a® distinctes. Nous les ap-
pellerons les coefficients de stabilité de la solution périodique considérée.

Si ces n coefficients sont tous réels et négutifs, la solution périodique
sera stable, car les quantités & et », resteront inférieures a unc limite
donnée.

Il ne faut pas toutefois entendre ce mot de stabilité au sens absolu.
En effet, nous avons négligé les carrés des & ct des 7 et rien ne prouve
qu’en tenant compte de ces carrés, le résultat ne serait pas changé. Mais
nous pouvons dire au moins que les & et y, s'ils sont originairement trés
petits, resteront trés petits pendant trés longtemps. Nous pouvons ex-
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primer ce fait en disant que la solution périodique jouit, sinon de la
stabilité séculaire, du moins de la stabilité temporaire.

On peut se rendre compte de cette stabilité en se reportant aux
valeurs des &; on trouve en effét, pour la solution générale des équa-
tions aux variations:

&= zAkeakt i

les 4, étant des coefficients constants et les S, des séries trigonométriques.
Or si «f est réel négatif, on trouve

e = cost\—ap + isinty_af,

de sorte que & s’exprime trigonométriquement.

Au contraire si un ou plusieurs des coetficients de stabilité devient
réel positif ou imaginaire, la solution périodique considérée ne jouit plus
de la stabilité temporaire.

On voit aisément en effet que & cst alors représenté par une série
dont le terme général est de la forme:

Aé" cos (kt + mt + 1)

ou (b + ik)* est un des coefficients de stabilité, ot m est un entier et !
et 4 des constantes quelconques. Le défaut de stabilité se trouve ainsi
mis en évidence.

Si deux des coefficients de stabilité deviennent égaux entre eux, ou
si 'un d'eux devient nul, on trouvera en général dans la série qui repré-
sente & des termes de la forme:

Ate" cos (kt + mt 4+ 1) ou At cos (mt + 1).

En résumé, & peut dans tous les cas étre représenté par une série
toujours convergente. Dans cette séric le temps peut entrer sous le signe
sinus ou cosinus, ou par l'exponentielle ¢, ou enfin en dehors des signes
trigonométriques ou exponentiels.

Si tous les coefficients de stabilité sont réels, négatifs ct distincts,
le temps n’apparaitra que sous les signes sinus et cosinus et il y aura
stabilité temporaire.

Si T'un des coefficients est positif ou imaginaire, le temps apparaitra
sous un signe exponentiel; si deux des coefficients sont égaux ou que
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I'un d’eux soit nul, le temps apparait en dehors de tout signe trigono-
métrique ou exponentiel.’

Si donc tous les coefficients ne sont pas réels, négatifs et distincts,
il n'y a pas en général de stabilité temporaire.

Toutes les fois que F ne dépend pas du temps ¢, 'un des n coeffi-
cients de stabilité est nul; car d’'une part le temps n'entre pas explicite-
ment dans les équations différentielles; d’autre part ces équations ad-
mettent une intégrale

F@,, %y ooy Ta3 Yy s Ygs - - s Yu) = const.

Nous nous trouvons donc dans le cas dont nous avons parlé plus
haut et ou deux des exposants caractéristiques sont nuls. Mais, comme
nous l'avons dit, cela ne peut créer une difficulté parce que l'on peut,
a l'aide de l'intégrale connue, abaisser & 2n-— 1 l'ordre des équations (1).
Il 0’y a plus alors que 2m — 1 exposants caractéristiques; l'un d'eux est
nul et les 2» — 2 autres, aux carrés desquels on peut conserver le nom
de coefficients de stabilité, sons deux & deux égaux et de signe contraire.

Reprenons le déterminant que nous avons eu & envisager dans le
paragraphe précédent.

Nous avons dans ce paragraphe envisagé d'abord le cas ou les équa-
tions (1) dépendent du temps ¢ et d'un paramétre p, et admettent pour
p# = o une solution périodique et une seule. Nous avons vu que si le
déterminant fonctionnel:

N hoo.. /;)
AWt ) g
By s Bys s )

les équations admettront encore unc solution périodique pour les petites
valeurs de pu.
Ce déterminant peut s'écrire:

d 71 I d 71 d 71

(lﬂl d_ﬂg to d/?n

dr, dr, dr,
A B dﬂ {ll?u T (I,"’/,,

din din drn

A as, T dfa
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Or les exposants caractéristiques a sont donnés par 1'équation:

idji J— e‘z‘”’ ir_l ._%

ap, ap, T A

Ei_tg dre I e?an . ﬂg

g, ap, P, — o.
_O_Zl’? i)zl Ed_rr_z —_ e?‘”"

s, dap, Tdp.

Dire que A est nul, c’est donc dire que 'un des exposants carac-
téristiques est nul de sorte que nous pouvons énoncer de la facon sui-
vante le premier des théorémes démontrés au paragraphe précédent.

Si les équations (1) qui dépendent dun paramétre p admetient powr
p= 0 une solution périodique dont aucun des exposants caractéristiques ne
soit nul, elles admettront encore ume solution périodique pour les petites va-
lewrs de p.

§ 11. Solutions périodiques des équations de la dynamique.

Je prendrai, pour fixer les idées, les équations de la dynamique
avec trois degrés de liberté, mais ce que je vais dire s'appliquerait évi-
demment au cas général. J'éerirai donc mes équations sous la forme:

‘_l‘ﬂ i d_F dz, _ dF de, . @
1) dt —  dy 4t~ dy,) At dy,’
1

dy, _ _4F dy, _dF  dy, _ dF

dt — de)  dt  dwz,’ a —  da,’

1

F étant une fonction uniforme quelconque des z et des y, indépen-
dante de ¢.

Je supposerai ensuite que w,,x, et x, sont des variables linéaires,
mais que ¥, , 4, et y, sont des variables angulaires, c'est & dire que F est
une fonction periodique de y,,y, et y, avec la période 2z, de telle fagon
que la situation du systéme ne change pas quand une ou plusieurs des
trois quantités y augmente d’'un multiple de 27. (Cf. chapitre L)
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Je supposerai de plus que F dépend d'un paramétre arbitraire g ct
peut se développer suivant les puissances croissantes de ce paramétre de
telle sorte que l'on ait:

F=F, + pF, + p'F, + p'F, + . ...
Je supposerai enfin que F, ne dépend que des x et est indépendant
des y de telle sorte que:

dF, dF, dF, _
dy, — dy, -

- dy,

Rien n'est plus simple alors que d’intégrer les équations (1) quand
p = 0; elles g'écrivent en effet:

d_a“l——dm?—d_v‘-——o
ac At At 7!

dy dF d dr dy dF
dy, _ _dF,  dy, __dF,  dy, _

[\

at — de,’ dt — dae,’ at  de,

Ces équations montrent d’abord que x, ., x, et x, sont des constantes.
On en conclut que
W, _ap, _ar,

R PV I ? dx
(lml (1,7/2 dnd

qui ne dépendent que de z,, 2, et x, cont aussi des constantes que nous
appellerons pour abréger n,,n, ct n, ct qui sont complétement définies
quand on se donme les valcurs constantes de =z, x, et z,. Il vient alors:

Yy, = n,t -+ @, Yy = Nyt + @y, Y, = n,t + o,

@,, ®, et @, ¢tant de nouvelles constantes d'intégration.

Quelle est la condition pour que la solution ainsi trouvée soit pé-
. . I m # i T Y ]
riodique et de période 7. Il faut que si l'on change ¢ en ¢+ 7', y,, ¥,
et y, augmentent d'un multiple de 27, c’est 4 dire que:

n,T,n, T et «a,T

soient des multiples de 27,
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Ainsi pour que la solutiomr que nous venons de trouver soit pé-
riodique, il faut et il suffit que les trois nombres =, ,#, et n, soient
commensurables entre eux.

Quant & la période T, ce sera le plus petit commun multiple des
trois quantités:

2r  2x; 2r

, — et

n, ’ w, g

Nous exclurons, au moins provisoirement de nos recherches, le cas

d d 4 Y ’
F, dF, et ar, ne sont pas indépendantes 1'une

ou les trois fonctions —° 6 -9
de, ’ da, dx,

1

de l'autre. Si on laisse ce cas de coté, on peut toujours choisir z,, =,
et x, de telle facon que n ,n, et n, aient telles valeurs que 'on veut,
au moins dans un certain domaine. Il y aura donc une infinité de choix
possibles pour les trois constantes z,, z, et z, qui conduiront a des so-
lutions périodiques.

Je me propose de rechercher s'il existe encore des solutions pério-
diques de période 7' lorsque g n'est plus égal & o.

Pour le prouver je vais employer un raisonnement analogue & celui
du § 9.

Supposons que g cesse d’étre nul, et imaginons que, dans une certaine
solution, les valeurs des x et des y pour ¢ = o sojent respectivement:

x, = a, -+ oa,, x, = a, + da,, x, = a, + da,,

Y, = @, 0, , Y, = @, 00,, Yy, = &, 0l,.

Supposons que, dans cette méme solution, les valeurs des z et des
y pour ¢ =T soient

z, = a, + da, + Aa,
z, = a, -+ oa, + Aa,,
z, = a, + oa, + Aa,,
¥, = o, + 0T+ oo, + As,,
Y, = &, + n,T + do, + Aa,,

Yy = &; + nsT+ 0D, + AD,.

Acta mathematica. 18. Imprimé le 14 aoQt 1890. 14
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La condition pour que cette solution soit périodique de période 7' c’est
que Ton ait:

(2) Aa, = Aa, = Aa, = Ap, = Ad, = Ad, = 0.

Les six équations (2) ne sont pas distinctes. En effet, comme F — const.
est une intégrale des équations (1), et que d’ailleurs F est périodique
par rapport aux ¥y, on a:

Fla, 4+ da,, & + 6®)— F(a;, + oa, + Aa;, &, + n,T + 05, + AB)
== F(a; + éa, + Aa,, @, + 0®, + A®,).

Il nous suffira donc de satisfaire & cinq des équations (2). Je supposerai

de plus:

—

—.“_ P
&, = 0®, =0,

ce qui- revient a prendre pour origine du temps I'époque ot y, est nul
Il est ais¢ de voir que les Aa, et les Ad@, sont des fonctions holomorphes
de p, des du; et des 6@, s'annulant quand toutes ces variables s’annulent.
Il dagit donc de démontrer que l'on peut tirer des cinq derniéres
équations (2) da, , da,, da,, 6@, et 0®, en fonctions de u.
Remarquons que quand g est nul, on a

Aa, = Ag, = Aq, = 0.

Par conséquent Aq,, Aa, et Aa,, développés suivant les puissances de
u, des oa; et des 6@, contiennent u en facteur. Nous supprimerons ce
facteur g, et nous écrirons par conséquent les cinq équations (2) que
nous avons a résoudre sous la forme:

A A
(3) a, . a,

= A®, = Ad, = A@; = 0.
s ¢
Il nous faut déterminer @, et @, de telle fagon que ces équations
soient satisfaites pour

Y

(4) [ = 0B, = 0B, = da, = da, — 0a, = O.

3

Voyons ce que deviennent les premiers membres des équations (3) quand
on y fait pu=o.
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11 vient:

7 T T
_ Ay, ., dF . dF,
0 o 0
d’ou:
ALT)I-:—T(LZ’—}-nl)
et de méme:
dF
A‘T)2 = T(dm: + n2>)
dF
A(T)3 = — T(Jggo' -+ n3>.

Il importe d'observer que dans F, il faut remplacer #,,x, et x, par
a, + da,, a, + da,, a, + oa,; en effet pour p=o, F se réduit a F, et
*,, %,, %, & des constantes qui restent constamment égales & leurs valeurs
A h\) L) S
initiales a, + da,, a, + da,, a, + Jda,.

Il vient d’autre part:

T T
Aa, 1 [z, 1 [dF o,
Iz p) At ©J) 4y,
0 0

ou puisque F; ne dépend pas de Yyt

7

Aaq —
i i(F F°>dt
m dy, \ p
0
ou pour g=0
r
Ba,  [(dF, 4
H i dy2

0

Supposons que g, les 6@ et les da soient nuls a la fois; il faudra
alors faire dans F|

T, =a

1 o Z

g =0, T, =, ylznlt, ?/g=n7t+‘7)2’ y3=41.3t+(7;3,

F, deviendra alors une fonction périodique de ¢ de période T', et
une fonction périodique de @, et de @, de période 27.
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Soit ¢ la valeur moyenne de F, considérée comme fonction pério-
dique de ¢. Il viendra:

T

do._ [y rts
7 da, da,
[
et de méme
B4 _r 2
I dws

Nous devons donc choisir @, et @, de fagon a satisfaire aux équations

dg _dy
(s) da,  d@,
Cela est toujours possible; en effet la fonction ¢ est périodique en
@, ct en @, et elle est finie; donc elle a'au moins un maximum et un
minimum, pour lesquels ses deux dérivées doivent s'annuler. Quand on
aura choisi de la sorte @, et @,, on verra que les équations (3) sont
satisfaites quand on y fait & la fois:
p= 0B, = 0B, = da, = oa, = 0a, == O.
Nous pourrons donc tirer des équations (3) les cinq inconnues da;
et 6@, sous la forme de fonctions holomorphes de p, s'annulant avec p.
Il v’y aurait d’exception que si le déterminant fonctionnel:
Aag, A
8( " as’A‘T'l’A‘T’:’A“—'S>
r’on

a(da, , ba, , oa, , 6@, , 0B,)

“était nul. Mais pour p=o0, A, , A®, et A, sont indépendants de
0@, et de 0@, de sorte que ce déterminant fonctionnel est le produit
de deux autres:

, (éa, A%)
/‘—) ——/“——_ et S(A‘ﬁl s A‘_‘"z ’ AES)
30w, , 0a,) 3(da, , da, , oay)
Si I'on supprime les facteurs T? et -— 7 le premier de ces déter-

‘minants est égal au hessien de ¢ par rapport & @, et @, et le second
au hessien de F, par rapport a «¥, 23 et x%.
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Si donc aucun de ces deux hessiens n'est nul, il sera possible de
satisfaire aux cinq équations (3) et par conséquent pour des valeurs
suffisamment petites de u, il existera une solution périodique de période 7.

C. Q F. D

Nous allons maintenant chercher & déterminer, non plus seulement
les solutions périodiques de période 7', mais les solutions de période peu
différente de I'. Nous avons pris pour point de départ les trois nombres
n,, N, , B,; nous aurions pu tout aussi bien choisir trois autres nombres
ny , 1y, N3, pourvu qu’ils soient commensurables entre eux, et nous serions
arrivés & une autre solution périodique dont la période T aurait été le

27 2w 27w

plus petit commun multiple de ==, =7, =.
1 My Mg

Si nous prenons en particulier:
ny=mn,(1 + S),, ny == mn,y(1 4+ &), ng = n(1 + ¢)

les trois nombres #;, n;, n; seront commensurables entre eux puisqu'ils
sont proportionnels aux trois nombres », , n, et n,.
Il nous conduiront donc & une solution périodique de période:

I +e¢
T= T

de telle facon que nous aurons:

(6) xi=¢i(t:ﬂ; 5)’ yi=¢;(t s Mo 5)’

les ¢, et les ¢ étant des fonctions développables suivant les puissances
de p et de g, et périodiques en ¢, mais de facon que la période dé-
pende de e.

Si dans F nous remplagons les x; et les y, par leurs valeurs (4), F
doit devenir une constante indépendante du temps (puisque F = const.
est une des intégrales des équations (1)). Mais cette constante qui est
dite constante des forces vives, dépendra de u et de e et pourra étre
développée suivant les puissances croissantes de ces variables.

Si la constante des forces vives B est une donnée de la question
Péquation

Flu,e)=B
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peut étre regardée comme une relation qui lie ¢ & g. Si donc nous
nous donnons arbitrairement B, il existera toujours une solution pé-
riodique quelle que soit la valeur choisie pour cette constante, mais la
période dépendra de ¢ et par conséquent de p.

Un cas plus particulier que celui que nous venons de traiter en
détail est celui ot il n'y a que deux degrés de liberté. F ne dépend
alors que de quatre variables z,,¥,,#,,y, et la fonction ¢ ne dépend

plus que d’une seule variable ®,. Les relations (5) se réduisent alors &

dg
(7) da_)’_o
) T LY , . .
et le hessien de ¢ se réduit 3 T D’ou cette conclusion:
@,

A chacune des racines simples de 'équation (7) correspond une solu-
tion périodique des équations (1), qui existe pour toutes les valeurs de
. suffisamment petites.

Je pourrais méme ajouter qu'il en est encore de méme pour chacune
des racines d'ordre impair ainsi que nous l'avons vu au § 9, et que cette
équation admet toujours de pareilles racines puisque la fonction ¢ a au
moins un maximum qui ne peut correspondre qu'aux racines impaires de
V'équation (7).

Revenons au cas ou l'on a trois degrés de liberté, et ou la période
est constante et égale a T.

Je dis que x ,x,,2,,¥,,Y,,Y, peuvent se développer suivant les
puissances croissantes de pg. En effet, en vertu du théoréme III § 2,
les # et les y peuvent étre développés suivant les puissances de g, et de
oa, , da,, da,, 0@, et o@,. Mais imaginons que l'on ait déterminé les da
et les d@ de fagon que la solution soit périodique de période 7. On
tirera alors les da et les 0@ des équations (3) sous la forme de séries
ordonnées suivant les puissances de u, de sorte que les z et les y seront
finalement ordonnées suivant les puissances de .

La solution devant étre périodique de période T’ quel que soit 4, les
coefficients des diverses puissances de u seront des fonctions périodiques de ¢.

Remarquons de plus que lon peut toujours supposer que l'origine
du temps ait été choisie de telle sorte que y, s'annule avec £, et que
cela ait lieu quel que soit g. Alors pour {=o0 on aura:

o:y“’:y::yzz....
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L'existence et la convergence de ces séries étant ainsi établie, je vais dé-
terminer les coefficients.
Pour cela, je vais chercher & satisfaire aux équations (1) en faisant®

2, =} + pat + o2t ..,
Ty =25 + pwy + 2+ ..,
R R R R
n=un+m+ry+...,
o=V + pa + L%+ ...,
Ys="9 + pys + LY+ ...

(8)

Dans ces formules{ %7, 5, 23 désignent les valeurs constantes que j'avais
été conduit plus haut & attribuer & =z ,x, et z, quand je supposais
p=0 et qui sont telles que:

d
Fo(x‘l’,xf;, xg) = — 1, — I (xg, xg,xg) = — N3,

0 0 0
Fo(xuxz;ws):“—nn P o4
da}

da} daxd

On a de plus:
yfznit + @;.

Enfin les z}, les y}, les 47, les y? etc. sont des fonctions du temps qu'il
s'agira de déterminer et qui devront étre périodiques de période 7.

Dans F, a la place des x et des y, substituons leurs valeurs (8),
puis développons F suivant les puissances croissantes de g de telle sorte
que lon ait:

F=0, + po, + p'0, + ...
Il est clair que )
O, =F, (a1, 23, x3)

ne dépend que des z7; que

dF dF dF
(9) Oy =Fi(ot, @, 25, 91, 92, 95) + Vg + g + g

! Les chiffres placés en haut et & droite des lettres @ et y dans les équations (8)
sont des indices et non des exposants.
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ne dépend que des 7, des y! et des z}; que @, ne dépend que des z?,
des y;, des «}, des y! et des 2? etc.
Plus généralement, je puis écrire:

0, — 6, + 35

'] [ k 0 3 k k
ldz(l) 2da:'; 3 i”g k 11 2772 3%V38

ot 6, dépend seulement
des 27, des z}, ... et des xi!,
des g?, des y!, ... et des y* .
Je puis ajouter que par rapport & ¥}, y,, y; la fonction 6, est une
fonction périodique de période 2z. L'équation (9) montre que 6, = F,.
Cela posé les équations différentielles peuvent s'écrire, en égalant
les puissances de méme nom de y:

daf  da}  dad dy? dys dys
& a4 9 a - W a = M a M
On trouve ensuite:
: dzt __ dF, dey __ dF, dz} _ dF,
(10) dt dy’ dt  dy’  dt  dy
et
dyy _ do, dy;  d@, dy; __ do,
(11) Tt = R et = THE R
et plus généralement:
(10 dif _ 9%
dt dy?
et
(1) dyi __ d®: _ d6. o VP &F,, IF,
o 0 1 5,040 2,040 3 07 0°
dt da:,- d.Ci dzle¢ dngll'i dzsda:i

Intégrons d'abord les équations (10). Dans F, nous remplacerons
43, 9%, v par leurs valeurs:

nt + @,,nt + @,, nt + o,.

Puisque 3} doit s'annuler avec ¢, &, sera nul. Alors les seconds
membres des équations (10) sont des fonctions périodiques de ¢ de période
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T; ces seconds membres peuvent donc étre développés en séries procédant
. . . . 27t
suivant Jes sinus et les cosinus des multiples de T Pour que les valeurs

de z;,z, et x} tirées des équations (10) soient des fonctions périodiques
de ¢, il faut et il suffit que ces séries ne contiennent pas de termes tout
connus.

Je puis écrire en cffet:

F = ZAsin(m,y) + myyd + myyd + h),

ou m, , m,,m, sont des entiers positifs ou négatifs et o 4 et » sont des
fonctions de «{, x5, 25. J’écrirai pour abréger:

F = 2 Asinw
en posant
w = my) + my; + myy; + k.
Je trouveral alors

ar,
dys

ar ar
Jy_i’l = ZAm, cos w, dygl = 2 Am, cos w,

= 2 Am, cosw
et
w = tmmn, + mm, + mn)+ h+ m,o, + n,a,.
Parmi les termes de ces séries, je distinguerai ceux pour lesquels
mny + myny, + mym, =0

et qui sont indépendants de f. Ces termes existent puisque nous avons
supposé que les trois nombres n,, n, et n, sont commensurables entre eux,
Je poserai alors

sb = SA sin w , (mmy + Myn, + My, =0, @=h+m,d, +m,a,)

la sommation représentée par le signe S g'étendant i tous les termes de

F, pour lesquels le coefficient de ¢ est nul. Nous aurons alors: '
ay ) d¢
iz, = SAm2 cos w, io,

Acta mathematica, 13. Imprimé le 16 aoQi 1890. 15

= SAm, cosw.
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Si done on a:

dg  dy
(12) da, do, ©
il viendra:
(13) S»Am1 cosw = O, Sfim2 CoOsw = O, SAm3 cosw = O.

La premiére des équations (11) est en effet une conséquence des deux
autres, puisque en vertu de la relation m n, 4+ m,n, + mm, = o, on a
identiquement

11.18111721 cosw + n,SAm? cosw + nSSA-m.J cosw = 0.

Si donc les relations (12) sont satisfaites, les séries 2 Am,cosw ne con-
tiendront pas de terme tout connu, et les équations (10) nous donneront:

Am, sinw Am, sin @
ol 1 1 1 2" 11
%—E + C}, x.,—s + C;,
mn,

+ m,n, + myn, —m.n, + mn, 4 myn,

Am, sin w
1 3 1
&y ZZ + 03’

mmn, + mmn, 4+ mn,

Ci, C; et C; étant trois nouvelles constantes d'intégration.

Il me reste a démontrer que 'on peut choisir les constantes @, et
‘@, de fagon & satisfaire aux relations (10). La fonction ¢ est une fonc-
tion périodique de @, et de @, qui ne change pas quand l'une de ccs
deux variables augmente de 27z. De plus elle est finie, elle aura done
au moins un maximum et un minimum. Il y a donc au moins deux
maniéres de choisir @, et @, de fagon & satisfaire aux relations (12).

Je pourrais méme ajouter qu’il y en a au moins quatre, sans pouvoir
toutefois affirmer qu'il en est encore de méme quand le nombre de degrés
de liberté est supérieur a trois.

Je vals maintenant chercher & déterminer & l'aide des équations (11)
les trois fonctions y! et les trois constantes C;.

Nous pouvons regarder comme connus les z} et les y!; les a} sont
connus également aux constantes prés C;. Je puis donc écrire les équa-
tions (11) sous la forme suivante:

(10) Wi g, Ce g BE g &,

2 o ‘37 07 0
dt dxide; dagdary dzxzde;
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ou les H, représentent des fonctions entiérement connues développées en
27t
<
de C}, C} et C; sont des constantes que I'on peut regarder comme connues.

- Pour que la valeur de y} tirée de cette équation soit une fonction
périodique de ¢, il faut et il suffit que dans le second membre le terme
tout connu soit nul. Si donc H} désigne le terme tout connu de la
série trigonométrique H,, je devrai avoir:

séries suivant les sinus et cosinus des multiples de Les cocfficients

(15) o Iy YL

2 0
da) dw; dzadx]

Lo &2F,

3 0

— .

Les trois équations linéaires (15) déterminent les trois constantes 7, C; et Ci.
Il n'y aurait d’exception qui si le déterminant de ces trois équa-
tions était nul; c’est & dire si le hessien de F, par rapport & zf, z} et
x} était nul; nous exclurons ce cas.
Les équations (14) me donneront donc:

d=ni+ M s K, =R

les »; étant des fonctions périodiques de ¢ entiérement connues s’annulant
avec ¢, et les k; étant trois nouvelles constantes d'intégration.

Venons maintenant aux équations (10) en y faisant k=z2eti=1,2,3
et cherchons 4 déterminer & l'aide des trois équations ainsi obtenues, les
trois fonctions 2? et les trois constantes k.

Il est aisé de voir que nous avons:

dF, | aF, ,dF
d!!;) +%@+y3d—

82:‘92 +?/} ygl’

ou £, dépend seulement des x?, des y} et des #} et ou l'on a, comme
plus haut:
dF,
dy

=2 Am, cosw.

Les équations (10) 'écrivent alors:

dz; 42, , &*F,
7 _dT/f + zkyk "
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ou

de} , . . .
(16) ﬁ = H — kX Am,m, sin @ — k} 2 Am,m,sin o — kY2 Amgm, sin

H, étant une fonction périodique de ¢, que I'on peut regarder comme
entiérement connue. Pour que l'on puisse tirer de cette équation z; sous
la forme d'une fonction périodique, il faut et il suffit que les seconds
membres des équations (16), développés en séries trigonométriques, ne
possédent pas de termes tout connus. Nous devons donc disposer des
quantités k! de maniére & annuler ces termes tout connus. Nous serions
ainsi conduits & trois équations linéaires entre les trois quantités k;; mais
comme le déterminant de ces trois équations est nul, il y a unc petite
difficulté et je suis forcé d’entrer dans quelques détails.
Comme y! s’annule avec £, on doit avoir:

k; = 05

nous n'aurons plus alors que deux inconnues A} et kj et trois équations
5 satisfaire; mais ces trois équations ne sont pas distinctes comme nous
allons le voir.

Appelons en effet E; le terme tout connu de H;, ces trois équa-
tions s’écriront:

E, = k;SAmZm1 sin @ + K SAmgm, sin o,
(r7) E,=k SdAmisine + k S Am,m, sin o,
E, =k S Am,m, sin w + k;SAmg sin w,

en conservant au signe de sommation S le méme sens que plus haut.
Je ne considérerai d’abord que les deux derniéres des équations (17) que
j écrirai:

dl¢ dzs!}
¥ 1
E, =k da; + do,do,’
a3 d*d
At ¢ 1 &Y
E, =k, da,da, + ks dad

De ces deux équations on peut tirer kj et k;, a moins que le hessien

— —

de ¢ par rapport a @, et @, ne soit nul. Si I'on donme aux ki les
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valeurs ainsi obtenues, les deux derniéres équations (16) nous donneront
2y et x; sous la forme sulvante:

les & étant des fonctions périodiques de ¢ entiérement connues et les
C; étant de nouvelles constantes d’intégration.

Pour trouver z} nous pouvons, au lieu d’employer la premiére des
équations (16), nous servir des considérations suivantes:

Les équations (1) admettent une intégrale:

F — B,

B étant une constante d'intégration que je supposerai développée suivant
les puissances de g en écrivant:

B=B,+ B, + 4B, + ...,

de sorte que l'on a:

0, =B, & =B, 0, =258,...,

2

B,, B,, B, etc. étant autant de constantes différentes.
Le premier membre de l'équation:

@2:'82

dépend des z7, des y}, des x}, des yi, de «} et de z} qui sont des fone-
tions connues de ¢ et de #] que nous n'avons pas encore calculé. De
cette équation, nous pourrons donc tirer 2} sous la forme suivante:

2l = & + CL.

£ sera une fonction périodique de ¢ entiérement déterminée et C] est
une constante qui dépend de B,, de C; et de Cj.

Nous pouvons conclure de la que la premiére des équations (17)
doit étre satisfaite et par conséquent que ces trois équations (17) ne sont
pas distinctes.

Prenons maintenant les équations (11’) et faisons-y k= 2; nous ob-
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tiendrons trois équations qui nous permettront de déterminer les con-
stantes C}, C} et C? et d'on l'on tirera en outre les y; sous la forme:

"’/‘:=77¥+k?, ?/3=773+k3, y§=77§+k3’

les 5 étant des fonctions périodiques de ¢ entiérement connues et les i}
étant trois nouvelles constantes d’intégration.

Reprenons ensuite les équations (10°) en y faisant & = 3; si nous
supposons k} = o, nous pourrons tirer des trois équations ainsi obtenues,
d’abord les deux constantes %3 et k), puis les z! sous la forme:

les & étant des fonctions périodiques connues de ¢ et les C} étant trois
nouvelles constantes d'intégration.

Et ainsi de suite.

Voila un procédé pour trouver des séries ordonnées suivant les puis-
sances de g, périodiques de période T’ par rapport au temps et satisfai-
sant aux équations (1). Ce procédé ne serait en défaut que si le hessien
de F, par rapport auw z était nul ou si le hessien de ¢ par rapport &
o, et @, était nul.

Ce que nous venons de dire s'applique en particulier & une équation
que l'on rencontre quelquefois en mécanique céleste et dont plusieurs
géométres se sont déja occupés. Cette équation est la suivante:

.
(18) < + ' + mp* = pR(p , 1).

n et m sont des constantes, p est un paramétre trés petit et B est une
fonction de p et de ¢, développée suivant les puissances croissantes de p
et périodique par rapport a ¢.

Pour bien nous en rendre compte, il faut d’abord ramener 'équa-
tion (18) a la forme canonique des équations de la dynamique. Cela se
fera en posant:

_ dp _ _o v mp
E§=1t, A= F—;+T+T—ﬂfR(P:E)dP+77’

£ et y étant deux nouvelles variables auxiliaires et V'intégrale . f R(p, &)dp
étant calculée en regardant & comme une constante. On trouve alors:
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do _aF  do dF  d¢ _dF

(19) it = de’ @ dp’ A dy’
auxquelles nous pourrons adjoindre (3 étant restée jusqu'ici complétement
arbitraire) 1’équation suivante: '

dy dr
(19) ai = dF

qui compléte un systéme canonique.
Quand g = o lintégrale générale de 1’équation (18) s'écrit

(20) p = hsn(gt + @), o =hgcen(gt + @)dn (gt + @)

ot g et @ sont deux constantes d'intégration et ou A, ainsi que le mo-
dule du sinus amplitude sont deux -fonctions de g faciles a déterminer.
Nous allons changer de variables; nous prendrons au lieu de &, 5, p
et g, quatre variables z, ,y,,®,,y,, définies comme il suit. Nous aurons
d’abord: /
Ty =7 Y, = £.

Des équations (20) qui donnent p et o en fonctions de g et de g/ + @
pour pu = 0, on peut tirer g et g + @ en fonctions de p et de ¢. 1l
vient:

9=nl0, 0, gt+a=yxlp,o)

Nous prendrons alors pour z; une certaine fonction de y,(p, o) et pour y,

k
Y = 5‘7;)(2(:0 y 0);

k désignant la période réelle de sn(z).
Si alors @, a été convenablement choisi en fonction de y, les équa-
tions conserveront leur forme canonique

dy, _ dF dy, dF de, dF do,  dF

dt — da’ 4t dw,’ 4t  dy,’ 4t dy,

Il est clair d’ailleurs que pour p==o0, F ne dépend que de x, et de =,
et non de y, et de y,.

Nous nous trouvons donc bien dans les conditions énoncées au début

de ce paragraphe.
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L'équation (18) a surtout été étudiée par les géométres dans le cas
ou m = 0; il semble au premier abord qu’elle est alors beaucoup plus
simple. Ce n’cst qu'une illusion; en effet, si I'on suppose m = o, on se
trouve dans le cas ol le hessien de F, est nul et ce que nous avons dit
dans ce paragraphe n'est plus applicable sans modification.

Ce n'est pas que les particularités que présente I’équation (18) dans
le cas général ne soient encore vraies pour m = o, toutes les fois du
moins que g nest pas nul. La seule différence, c’est qu'on ne peut les
~mettre en évidence par un développement suivant les puissances de p.
L’apparente simplification qu'a recue ainsi I'équation (18) n’a fait qu'aug-
menter les difficultés. Il est vrai qu'on est conduit quand m = o, a des
séries beaucoup plus simples que dans le cas général, mais ces séries ne
convergent pas comme nous le verrons dans la suite.

La méthode exposée dans ce paragraphe s’applique également & un
cas particulier du probléme des trois corps.

Supposons une masse nulle C attirée par deux masses mobiles 4 et
B égales l'une a 1—pu et lautre a g et décrivant d’'un mouvement
uniforme deux circonférences concentriques autour de leur centre de gra-
vité commun supposé fixe. Imaginons de plus que la masse C se meuve
dans le plan de ces deux circonférences.

Nous verrons plus loin que dans ce cas les équations du mouvement
peuvent se mettre sous la forme suivante:

de,  dF dz, _ dF
(1) a —  dy,’ dt ~—  dy,’
I

dy, ___dF by, _ _ 4F

at ~ de,’ dt dr,

On désigne par =, la vitesse aréolaire du point C, par z, la racine
carrée du grand axe de l'orbite de C, par y, la différence de la longi-
tude du périhélie de C et de la longitude de B, par y, I'anomalie
moyenne.

D’ailleurs ' peut étre développée suivant les puissances de p et
Yon a:

I
F0=m1+2,—x§.

Il est aisé de voir que le hessien de F, par rapport & z, et & =, est nul.
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Il semble donec d’abord que les méthodes du présent paragraphe sont

en défaut. Il n'en est rien et un artifice trés simple permet de tourner
la difficulté.
Les équations (1) admettent comme intégrale

F=0C.

Considérons la constante C comme une donnée de la question.
Si alors ¢(F) est une fonction quelconque de F et ¢'(F) sa dé-

rivée, on aura:
¢'(F) = ¢'(C)

et les équations (1) pourront s'écrire:

da; _gMar = dy. _ g(F)dF
dt — ¢(C)dy,’ dt —  ¢(C)da
ou
: dei 4 [¢(F) dyi 4 relI)
() d —dyi[go'(o)], a dxi[gp'(c)]‘
. . o(F,) ; . .
En général, le hessien de /(C) De sera pas nul. C'est ce qui arrive en

particulier quand
. @ I
p(E)=F=at +5+ L.

Les solutions des équations (1) qui correspondent & la valeur particuliére
C de Vintégrale F appartiennent aussi aux équations (1').

Considérons maintenant une solution des équations (1) qui soit telle
que lintégrale F soit égale & une constante C, différente de C.

Je dis que cette solution appartiendra encore aux équations (1’)
pourvu qu'on y change ¢ en

NACAS
¢'(C)
On a en effet:
' de; _ dF dy; ___dF
ﬁ—d—yi, di - dw.-’

Acta mathematica. 18. Imprimé le 18 aofit 1850, 18
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. (C) o .
8l on change ¢ en t’p, 22 il viendra:
g ¢'(C)
de; _ ¢'(0) dF dy: _ ¢(CHdF
dt — ¢(C) dy,’ dt ¢(C) dx
ou puisque F = (|
dz; _ ¢(F)dF dyi _ _ g(F)ar
dt ¢(C)dy,’ dt ¢'(C) da;

C. Q F. D

Des solutions de (1) il est donc aisé de déduire celles de (1') et in-
versement,

Les méthodes du présent paragraphe sont donc, grice & cet artifice,
applicables & ce cas particulier du probléme des trois corps.

Elles ne le seraient pas aussi aisément au cas général. Dans le cas
général en effet, non seulement le hessien de F, est nul, mais celui de
¢(F,) est encore nul, quelle que soit la fonction ¢.

De la certaines difficultés dont je ne parlerai pas ici; j'y revi-
endrai plus loin et je me bornerai pour le moment & renvoyer le lecteur
& un travail que j'ai inséré dans le Bulletin astronomique, tome

1*, page 65.

§ 12. Calcul des exposants caractéristiques.
Reprenons les équations (1) du paragraphe précédent

dez; adFr dy,; dF )
LA (i=1,2,3)

Supposons qu'on ait trouvé une solution périodique de ces équations:

€T, = %(t)’ Y = Sbi(t)

et proposons-nous de déterminer les exposants caractéristiques de cette
solution.

Pour cela nous poserons:

Ty = 50i(t) + &, Yy, = S!Ji(t) + %
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puis nous formerons les équations aux variations des équations (1) que
nous écrirons:

s
(2) at de?/ Iz, +dey Ay 17
{t,k=1,2,8)
d7; d*F d'F
dat —zk da; d, S _'Z,‘dz,-dykm’

et nous chercherons & intégrer ces équations en faisant:
(3) 5i = eatSi’ 7 = eat-Tu

S, et T; étant des fonctions périodiques de ¢. Nous savons qu'il existe
en général six solutions particuliéres de cette forme (les équations li-
néaires (2) étant du sixiéme ordre). Mais il importe d'observer, que dans
le cas particulier qui mnous occupe, il n'y a plus que quatre solutions
particuliéres qui conservent cette forme, parce que deux des exposants
caractéristiques sont nuls, et qu'il y a par conséquent deux solutions
particuliéres d’une forme dégénérescente.

Cela posé, supposons d’abord s = o, alors F se réduit & F, comme
nous l'avons vu dans le paragraphe précédent et ne depend plus que de
2], Ty et xl.

Alors les équations (2) se réduisent a:

s d&z dﬂ1 dﬂlﬂ
(2") =0 == =

k
&k dw; de;

Les coefficients de &, dans la seconde équation (2’) sont des constantes.
Nous prendrons comme solutions des équations (2')

£ = & = & = o, = 77?) Wy = 772’ N = 772,
71, 75 et 7; étant trois constantes d’intégration.

Cette solution n’est pas la plus générale puisqu’elle ne contient que
trois constantes arbitraires, mais c'est la plus générale parmi celles que
I'on peut ramener & la forme (3). Nous voyons ainsi que pour g = o,
les six exposants caractéristiques sont nuls.

Ne supposons plus maintenant que g soit nul. Nous allons main-
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tenant chercher a développer «, S, et T, non pas suivant les puissances
croissantes de s, mais suivant les puissances de (z en écrivant:

a=a it apt oyt ...,
S,=8+ Siyp+ Sip+ Sipyp+ .,
T,=T! 4 Tiyp + T+ Ty + - ..

Je me propose d'abord d’établir que ce développement est possible.

Montrons d’abord que les exposants caractéristiques a peuvent se
développer suivant les puissances croissantes de \/u.

D’aprés ce que nous avons vu au § 10, les exposants caractéristiques

nous seront donnés par 1l'équation suivante, en reprenant les notations
des §§ 9 et 10:

d—r‘——e” dr, C 4

ap, as, dfn
dr, 511?—6” .. ar,
dﬂl dﬂz dﬂ" = Q.
dﬂl dﬂg dﬂn

Le premier membre de cette équation est holomorphe en a; de plus
d’aprés le théoréme III, § 2, les y peuvent étre développés suivant les
puissances de g et des B (cf. § 9), d’ailleurs d'aprés le § 9 les 3 peuvent
se développer eux-mémes suivant les puissances de p. D’aprés cela les
7 et le déterminant que je viens d'écrire peuvent eux-mémes étre dé-
veloppés suivant les puissances de p. Il résulte de la que les exposants
a nous sont donnés en fonctions de g par une équation:

Gla,p) =0

dont le premiler membre est holomorphe en a et en p.

Si pour s =: o0, tous les exposants a étaient différents les uns des
autres, ’équation G = o n’aurait pour p = o que des racines simples,
et on en conclurait que les a seraient développables suivant les puissances

de p (théoréme IV, § 2).
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Mais il n'en est pas ainsi; nous venons de voir en effet que pour
= 0, tous les a sont nuls. '

Reprenons les notations du § 11, notre équation pourra s'écrire, en
supposant trois degrés de liberté seulement:

0= Ga,p) =
dAal_{_I or dAa, dlAa, dlAa, dAa, dAa,
ada, T ¢ dda, doa, 16, ddw, dba,
dAa, dAa dAa dAa dAa dAa,
2 + 1 _eaT 2 2 2
doa, déa, da, déa, oa, 0a,
dAa, dAa, dAa, e dAa, dAa, dAa,
d3a, déa, dda, T17° dd, déo, dé,
dAg, dAa, dA‘ml - dAa, o 1As, dAm,
doa, dda, dda,  dom, T1TC dow, dom,
dAg, dAm, dAa, dAa, dA52+ gt dAa,
dda, déa, doa, o,  dom, dom,
dAa, dAa, dAa, dAa, dAa, dAmﬁ-}-IﬂeaT
doa, dda, dda, dow, di@, déa,
Cela fait, je pose:
a = Ayn.

Je divise les trois premiéres lignes du déterminant par (u; je divise en-
suite les trois derniéres colonnes par /u (de sorte que le déterminant
lui-méme se trouve finalement divisé par p°).

Je fais ensuite p = o.

J’observe que daprés ce que nous avons vu au § 11, Aa,,Aa,, Ag,
sont divisibles par . Si donc jenvisage le premier élément de la pre-
miére ligne cet élément apres la division par u s'écrira:

—
ollkoal I — er¥n

Vpdda, Vi

et quand on y fera p = o il deviendra — AT.
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De méme le second élément de la 1% ligne s'écrit:

dAa

H

Vpudda,
et il tend vers o avec p.

Ainsi quand on aura fait g = o, les trois premiers éléments des trois
premiéres lignes s'annuleront & l'exception des éléments de la diagonale
principale qui deviendront égaux a —AT.

Considérons maintenant les trois derniers éléments des trois derniéres
lignes; ils s’écriront:

dA(T)i I — GATV’/: (]A(T)g
= = on ——
Vi doa; Vi Ve dom;

selon qu'ils appartiennent ou non & la diagonale principale. D’apres
ce que nous avons vu au § 11, A@, est développable suivant les puis-
sances de yp, des da, et des 0@, de plus pour g = 0, A@, ne dépend

pas des d@,. On en conclura que 106, est divisible par p.

do@;
Donc quand on fera ;= o, les trois derniers éléments des trois
derniéres lignes deviendront égaux a

— AT oua o

selon qu'ils appartiennent ou non a la diagonale principale.
Considérons maintenant les trois premiers éléments des trois derniéres

lignes dAa,
g dﬁak

D'aprés ce que nous avons vu au § II, on a pour g==0:

Az &’F,

db‘a,,, - da:,»dwk ’

Passons enfin aux trois derniers éléments des trois premitres lignes qui
g'écrivent:

dAai

/ldé\&_)k.

D’aprés ce que nous avons vu au § ITI, si dans F, on substitue ¢, a,,q,,
nt + @, nt + @,, nt+ @, a la place dexl,xg,xa,yl,Jg,Js,onv01t
que ¥, devient une fonction périodique de ¢ de période T et si 'on appelle
¢ la valeur moyenne de cette fonction périodique, on a pour g = O:
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éﬁi — Té&’/_
y2 d&)g ’
d'ou
d A a; — T d 2¢ .
pidod, d@;day

Il importe de remarquer que l'on a identiquement:

d dd dd
n—f—}-n i-}-m%:o.
3

Vda, ? daw,

Nous voyons donc que pour g = 0O on a:

GQAp, )
/uﬂ 116
d2¢ d 2¢ : d 25!’
A © © e iz ds,  dodo,
d*¢ 2y a2y
O — ———
A © d@, da, da@; do,da,
i oy a*g
© © —4 da,dw, d@,d@, da}
d°F, d*F, d4*F,
— @ T deds, —dwds, © ©
a7, d°F d*F,
— —_0 —_ o ' — o
de dz, du; da, dex,
d°F, 4'F, _ dF, o o A
dw da, du, dw, da;

En égalant a4 o ce déterminant, on a une équation du 6° ;iegré en 2;

deux de ses racines sont nulles; nous n'en parlerons pas, car elles se

rapportent aux deux solutions particuliéres de forme dégénérescente dont

jal parlé plus haut. Les quatre autres solutions sont distinctes en général.

Il résulte alors du théoréme IV, § 2, que nous pourrons tirer de
I'équation

AV, _ o

#STG

A (et par conséquent a) sous la forme d’une série développée suivant les
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puissances croissantes de . J’ajouterai que A peut se développer suivant
les puissances de g et que le développement de a ne contient que des
puissances impaires de u. En effet les racines de 1'équation:

G(a,p)=o0
doivent étre deux 4 deux égales et de signe contraire (cf. § 10). Donc
a doit changer de signe quand je change u en — /.

Démontrons maintenant que S, et 7, peuvent aussi se développer
suivant les puissances de /.
S; et T, nous sont donnés en effet par les équations suivantes:

dS d*F
+ ol = Zdyld@ "+Zdy4dyk ©

dT; d*F a*F
dt + ali=— deidx, *F _z da;dy;

(=)

ke

Soit B, la valeur initiale de §; et § celle de T}; les valeurs de S et de
T, pour une valear quelconque de ¢ pourront d’aprés le théoréme III,
§ 2, se développer suivant les puissances de u, de «, des f, et des ;.
De plus a cause de la forme linéaire des équations, ces valeurs seront
des fonctions linéaires et homogénes des B, et des f].

Soit, pour employer des notations analogues a celles du § 9, 8+ ¢,
la valeur de S; et 5, 4+ ¢; celle de T pour { = 7. La condition pour

que la solution soit périodique c'est que l'on ait

- ¢y =¢i = o.

Les ¢, et les ¢; sont des fonctions linéaires des 3, et des f[; ces équa-

1
tions sont donc linéaires par rapport a ces quantités. En général ces
équations n'admettent d’autre solution que

ﬂi = ﬂ: = 0O,
de sorte que les équations (2”) n'ont d’autre solution périodique que
P = T,- = O.

Mais nous savons que si l'on choisit a de fagon & satisfaire & G(a,y) = o0,
les équations (2”) admettent des solutions périodiques autres que S;=T,=o.
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Par conséquent le déterminant des équations linéaires ¢, = ¢b; = o est
nul. Nous pourrons donc tirer de ces équations les rapports:

sous la forme de séries développées suivant les puissances de a et de pu.

Comme f; reste arbitraire, nous conviendrons de prendre § = 1 de
telle sorte que la valeur initiale de 7, soit égale & 1. Les B, et les
B; sont alors- développés suivant les puissances de o et de y; mais les
S; et les T, sont comme nous I'avons vu développables suivant les puis-
sances de a, de p, des f; et des f; et d’autre part a est développable
suivant les puissances de (/.

Donc les §; et les T seront développables suivant les puissances de /.

C. Q F. D.

On aura en particulier:

T, =T+ T+ T+ ...

Comme, d’aprés notre hypothése, ; qui est la valeur initiale de 7, doit
‘étre égale a 1, quel que soit 4, on aura pour ¢ = o:

=1, o=T=T=...=T"—=....

Ayant ainsi démontré 1'existence de nos séries, nous allons chercher & en
déterminer les coefficients.
Nous avons:

et:
G=e (S 4+ Sa+ ) = (I TN+ .. ),
(4) as;? - ds; aT? — 4T}
LN B el o e pEE dp _ . @t TV T
Ez——e 1 -C'ZT—B .
+ oS + ayuSi+ ... + oI} + ayp i+ ...

Acta mathematica. 13, Imprimé le 20 aoht 1890. 17
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Nous développerons d’autre part les dérivées secondes de F qui
entrent comme coefficients dans les équations (2) en écrivant:

d*F
dy;dx;

a'r . . ot
dysdy: By + pB + p°By + ...,

=-A?L-+#A?k+#2 e

a’r )
—m':(/?k +ﬂ0:'2k+#2 S SR

d’F \ .
—W_D"‘—'_#Dﬂ'_{_#])u—i'....

Ces développements ne contiennent que des puissances entiéres de p
et ne possédent pas comme les développements (4) des termes dépendants
de .

On observera que:

o _ p0 __ o .
ik T ik_Dik—'O)

m ___ m o m m m
Oik - O;n" Bib - Bh" ik _'-Du~

1

(6)

Nous substituons dans les équations (2) les valeurs (4) et (5) a la place
des &, des 7, de leurs dérivées et des dérivées secondes de F. Dans les
expressions (4) je suppose que a soit développé suivant les puissances de
Vi, sauf lorsque cette quantité a entre dans un facteur exponentiel e*.

Nous identifierons ensuite en égalant les puissances semblables de
Yz et nous obtiendrons ainsi une série d’équations qui permettent de dé-
terminer successivement:

0 1 (] 1
a,, a,,0, etec. 8,8 ,..., T, T¢,....

Je n'écrirai que les premiéres de ces équations obtenues en égalant
successivement les termes tout connus, les termes en /., les termes en
p ete.  Je fais d’ailleurs disparaitre le facteur ¢* qui se trouve partout.

Egalons d’abord les termes en /u; il vient:

di + aIS? = zk'A?kS; + ZkB?kal’

(7) 1
aT;
dt

+ alTiO = sz&SE + sz?let°
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Egalons les termes en g, il vient:

8) D4 S 4 S = T (A8} 438 + BLTI + BALTY, 1o

2
dat ’
Si Yon tient compte maintenant des relations (6), les équations (7)
deviennent:

outre trois équations analogues donnant les

asi aT;
Et—i == 0, pTa + oy = DIN A

La premiére de ces équations montre que S}, S; et S; sont des con-

;
dt
comme 7! doit étre une fonction périodique, cette constante doit étre

nulle, de sorte qu'on a:

est une constante; mais

stantes. Quant & la seconde, elle montre que

(9) 0(177?,= O?IS% + 0192 S% + C?as?ln

ce qui établit trois relations entre les trois constantes 7!, les trois con-
stantes S} et la quantité inconnue a,.
De son c6té I'équation (8) s'écrira:

ds;

b + QIS} = sz?ﬁ?g-

Les B sont dés fonctions périodiques de ¢; développons-les d’aprés la

formule de Fourier et soit b, le terme tout connu de B%. Il viendra:
‘1181! == zkbikﬁg

ou en tenant compte des équations (9), il viendra:

k=3

(IO) ai S = ]Elbik(o}cl S+ CLS; + Cf S;)

En faisant dans cette équation (10) i == 1,2 et 3, nous aurons trois
relations linéaires et homogénes entre les trois constantes S;. En élimi-
nant ces trois constantes, nous aurons alors une équation du 3™° degré
qui déterminera Aj.
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Si nous posons pour abréger
— 0 Y0
eik - bil Clk + bﬂ(/ﬂk + bi3 0(3)&3

I'équation due & cette élimination s'écrira:

2
€y — o) €12 €13 ,
2 —
(I I) €9 € — @ €13 = 0.
2
} €21 €39 €y — Ny
Elle peut encore s'écrire:
. 0
— o, o o 1 12 Y
O —a o o C3, s
3 mn 0
o —a, Cy Cs, Cs
== 0.
by, by by — % o o
bm bz2 bzs o — % o
bsy by, bss o o —

La détermination de o, est la seule partie du caleul qui présente quelque
difficulté.

Les équations analogues a (7) et & (8) formées en égalant dans les
¢quations (2) les coefficients des puissances semblables de /., permettent
ensuite de déterminer sans peine les g, les S7* et les 77. Nous pouvons
donc énoncer le résultat suivant:

Les exposants caractéristiques a sont développables suivant les puissances
croissantes de \Jp.

Concentrant donc toute notre attention sur la détermination de a,,
nous allons étudier spécialement 1'équation (r1). Nous devons chercher
d’abord a déterminer les quantités Cf et by.

On a évidemment:

d*F,
C:')k =

(] 0
. de] day
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et
I d'F,
© T dylay:
ou
== — ZAm,.m,c sin @ (o=myl+mayd+mayd+h)
et
by = — SAmim,, sinw.

D’aprés les conventions faites dans le paragraphe précédent, la somma-
tion représentée par le signe 2 s'étend A tous les termes, quelles que
solent les valeurs entiéres attribuées & m, , m, et m;. La sommation re-
présentée par le signe S gétend seulement aux termes tels que

nm, -+ n,m, 4+ n,m, = 0.
Sous le signe S nous avons par conséquent:
w = m,, + m,&, + h.

Cela nous permet d’écrire :
azy
be = 20

= oo, (pour 4 et k= 2 ou 3).

Si un ou deux des indices ¢ et % sont égaux & 1, b, sera défini par la

relation
by + nyb,y 4 0305 = o,

Nous allons a l'aide de cette derniére relation, transformer I'équa-
tion (11) de fagon & mettre en évidence I'existence de deux racines nulles
et a réduire 'équation au quatrieme degré. '

Je trouve en effet par une simple transformation de déterminant et
en divisant par of:

n, om, m, o
o —o O bas by o
o o —a, by bys
0 10 10 = 0.
013 623 33 — 0 0] 7,
10 0 0
12 22 32 o —a, BN,
0 10 0
11 21 3 o o n,
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Dans le cas particulier ot I'on n'a plus que deux degrés de liberté, cette
équation s'écrit:

n, n, ) o
d’

O - o gms—[; O
2 f— O

C?z . Cgﬂ - al ng

0(1)1 0‘2)1 o nl

ou:
9.0 A%, 2
nyay = d—w‘g(”1032 — 2n,n,0, + ”20(1)1)-
2

L’expression #}Cj, — 2n,%,C?, + n2C?; ne dépend que de 27 et x) ou si
lon veut de », et de m,. Quand nous nous serons donné les deux
nombres n, et n, dont le rapport doit étre commensurable, nous pour-
rons regarder #n1C), — 2n,n,C}, 4+ niC?, comme une constante donnée.
g

da;

Quand on s'est donné n, et #,, on forme I'équation:

Alors le signe de a} dépend seulement de celui de

d
(12) 5% = O,
qui est l'équation (7) du paragraphe précédent. Nous avons vu dans
ce paragraphe qu'a chaque racine de cette équation correspond une so-
lution périodique.

Considérons le cas général on l'équation (12) n'a que des racines
simples; chacune de ces racines correspond alors & un maximum ou a un
minimum de ¢. Mais la fonction ¢ étant périodique présente dans chaque
période au moins un maximum et un minimum et précisément autant

de maxima que de minima.
2

— \ - - d
Or pour les valeurs de @, correspondant &4 un minimum, Zoi st
2

positif; pour les valeurs correspondant & un maximum, cette dérivée est
négative.

Donc T'équation (12) aura précisément autant de racines pour les-
quelles cette dérivée sera positive, que de racines pour lesquelles cette
dérivée sera négative, et par conséquent autant de racines pour lesquelles
a; sera positif que de racines pour lesquelles o} sera négatif.
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Cela revient a dire qu’il y aura précisément autant de solutions
périodiques stables que de solutions instables, en donnant & ce mot le
méme sens que dans le § 10.

Y

Ainsi, & chaque systéme’ de valewrs de n, et de n,, correspondront au
moins une solution périodique stable et une solution périodique instable et
précisément autant de solutions stables que de solutions instables pourvu que
[ soit suffisamment petit.

Je n'examinerai pas ici comment ces résultats s'étendraient au cas
ou l'équation (12) aurait des racines multiples.

Voi¢i comment il faudrait continuer le calcul.

Imaginons que l'on ait déterminé complétement les quantités

Oy Oy yenny Oy

et les fonctions:

8, 8,..., 8,
0 1 —1
Ti7T‘i""711im 1

Y

et que lon connaisse les fonctions Sp*t'—et 77" & wune constante pres.
Supposons qu'on se propose ensuite de calculer a,.,, d’achever la dé-
termination des fonctions S7t! et T et de déterminer ensuite les fonc-
tions SPt? et T0*! 4 ume constante prés.

En égalant les puissances semblables de p dans les équations (4), on
obtient des équations de la forme suivante, analogues aux équations (7)
et (8)

arptt .
——g— T 2,08t — oy, I — a4, I) = quantité connue,

(13) o . 1 1 - (1=1,2,%
— 4+ 2. B T" — a,8"' —a,,, S} = quantité connue.

Les deux membres de ces équations (12) sont des fonctions périodiques

de ¢{. Egalons la valeur moyenne de ces deux membres. Si nous dé-

signons par [v] la valeur moyenne d’une fonction périodique gquelconque

U, si nous observons que si U est périodique on a

%]
atl- 7’
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si nous rappelons que, T étant connu & une constante prés, Ty — [T7] et
2
[Bi(Tr — (11])]
sont des quantités connues, nous obtiendrons les équations suivantes:

2,008 — oy [T"] — 2,4, T° = quantité connue,
(14) (i=1,2.3)
2.0.[T7] — &, [8"'] — @,,,, 5! = quantité connue.
Ces équations (14) vont nous servir a calculer a,.q, [T"] et [S™+] et
par conséquent & achever la détermination des fonctions T et Sr*' qui
ne sont encore connues qu'a une constante pres.
Si l'on additionne les équations (14) aprés les avoir respectivement
multipliées par
81,8,8, 1, T3, T;
on trouve:
22,8 T%,,,, = quantité connue,

ce qui détermine a,,,.

Si dans les équations (14) on remplace a,,, par la valeur ainsi
trouvée, on a pour déterminer les six inconnues [T7*] et [SP+'] six équa-
tions linéaires dont cinq seulement sont indépendantes.

Cela posé, on déterminera [TT] par la condition que [T7] soit nul
pour ¢ = o, conformément & '’hypothése faite plus haut, et les cinq équa-
tions (14) restées indépendantes permettront de calculer les cing autres

inconnues.
m-+1
Les équations (13) nous permettront ensuite de calculer T’
agr
£3 \

—;— ¢t par conséquent de déterminer les fonctions T7'*' et Si** 4 une

constante prés — et ainsi de suite.

§ 13. Solutions asymptotiques.
Solent:

(1)

&.

i
;= X, (f=1,2,.0y)

|

&
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n équations différentielles simultanées. Les X sont des fonctions des z
et de . .
Par rapport aux z elles peuvent étre développées en séries de puis-
sances.
Par rapport a #, elles sont périodiques de période 27.
Soit:
Ty = Ty, Ty ==Xay oy Xy =20,

une solution particuliére périodique de ces équations. Les z{ seront des
fonctions de ¢ périodiques de période 27. Posons:

Il viendra:
d‘i —
(2) g = S

—

Les Z scront des fonctions des & et de ¢, périodiques par rapport & ¢ et
développées suivant les puissances des &; mais il n’y aura plus de termes
indépendants des &.

Si les & sont trés petits et qu'on néglige leurs carrés, les équations
se réduisent a

dEL dX@ dX,'

(3) =

/dt dxy 5‘ + dz; R

o ons
dz,

Eg+"'+

qui sont les équations aux variations des équations (1).
Elles sont linéaires et & coefficients périodiques. On connait la forme
de leur solution générale, on trouve:
& = Alea'tfpu + A2ea2z¢21 + ...+ Aneantfﬁnl’
. ¢ » 2
& = A, @19 + A4,e* G+ ... o An‘?a t%m

. . . . - . . - . .

& = A"y, + Ay, + ... + A,6¢,.;

les 4 sont des constantes d'intégration, les a des constantes fixes qu'on

appelle exposants caractéristiques, les ¢ des fonctions périodiques de .
Acta mathematica. 18. Imprimé le 1 septembre 1890. 18
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Si alors nous posons:

51 = M1¢n + D€ + ...+ /I
E? = vlsﬁl‘.’ + 77-2?-2-3 + - + 77“?“?’

6n = 7195171 + 7/‘2?'2n + M + 771156"11,

les équations (2) deviendront:

] d i
(2") %:m

ou les H, sont des fonctions de ¢ et des 7 de méme forme que les Z.
Nous pourrons d’ailleurs écrire

1 i 9 n
(2') %=m+m+m+m+”¢
H? représente l'ensemble des termes de H, qui sont de degré p par rap-

port aux .
Quant aux équations (3), elles deviennent:

(3I) dt = Hi1 = a;%;.

Cherchons maintenant la forme des solutions générales des équations
(2) et (2').

Je dis que nous devrons trouver:

7, = fonction développée suivant les puissances de A4 e, 4., ...,
A, e dont les coefficients sont des fonctions périodiques de ¢.

Nous pouvons écrire alors:

(4) =gt

77 représentant l'ensemble des termes de y, qui sont de degré p par rap-
port aux A.

Nous remplacerons les », par leurs valeurs dans H} et nous trou-
verons:

Hp = Hp» 4 BV o
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H?* désignant l'ensemble des termes qui sont de degré ¢ par rapport

aux 4.
Nous trouverons alors:

dvll 1 1 ait

a = %% /e A.e™,

dn; dy;

F—a =M, SE—agl = HP 4 HY,
dyf

U agt = HM 4 B B = K.

Ces équations permettront de calculer successivement par récurrence

2 3
Nis Pisowws Rlyenns

En effet X, ne dépend que des ', »*,...,%*". Si nous supposons que
ces quantités aient été préalablement calculées, nous pourrons écrire K,
sous la forme suivante:

Ky = ZAP A .. Af it osstotoid,

les g étant des entiers positifs dont la somme est ¢ et ¢ une fonction
périodique.
On peut écrire cncore:

¢ = T,

C étant un coefficient généralement imaginaire et y un entier positif ou
négatif. Nous écrirons pour abréger:

AB AL AP = AT, a B+ oaf, ..+ af = 2ZaB,
et il viendra:

7
d’?l’

dt

— = LCA VD,

Or on peut satisfaire & cette équation en faisant:

cA? et(ry/-'~_1+l'0.ﬂ)

7 = .
7 2 7\/: + Zaf — a
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Il y aurait exception dans le cas ou l'on aurait:

V=1 + Zaf —a, = o,

auquel cas il s'introduirait dans les formules des termes en ¢. Nous ré-
serverons ce cas qui ne se présente pas en général.
Nous devons maintenant traiter la question de la convergence de

ces séries. La seule difficulté provient d’ailleurs comme on va le voir
des diviseurs

(5) V=1 + Zaf— a.

Cette convergence est une conséquence immédiate des résultats obtenus
dans le § 3 mais je préfere en donner une démonstration directe.
Remplacons les équations (2’) par les suivantes:

(2") >7.~=§Aie““+17;‘+17?+...+ﬁf+....
Définissons H?. On voit sans peine que H? est de la forme suivante:
HP = 2 C0phpt. . yine™

C est une constante quelconque, les B sont des entiers positifs dont la
somme est p,y est un entier positif ou négatif. Nous prendrons alors:

Hr =% |C]77’f‘77'g”. 7
Les séries ainsi obtenues seront convergentes pourvu que les séries tri-
gonométriques qui définissent les fonctions périodiques dont dépendent
les H convergent absolument et uniformément; or cela aura toujours
lieu parce que ces fonctions périodiques sont analytiques. Quant a e,

c'est une constante positive.
On peut tirer des équations (2”) les 7 sous la forme suivante:

(4”) = T M TAD AL AL

Plusieurs termes pourront d’ailleurs correspondre aux mémes exposants f.
Si on compare avec les séries tirées de (2') qui s'écrivent:

A/glAng . Aﬁ" e
vi — Z N 1 2H on et [Zai+7 \_1]’
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voici ce qu'on observe: 1° M est réel positif et plus grand que |N
2° II désigne le produit des diviseurs (5) (g < Zp).

Si donc la série (4”) converge et si aucun des diviseurs (5) n'est
plus petit que e, la série (4') convergera également. Voici donc com-
ment on peut énoncer la condition de convergence.

La série converge:

si 'expression

rv—r1 + Zaﬂ——— a,

ne peut pas devenir plus petite que toute quantité donnée e pour des
valeurs entiéres et positives des S et entiéres (positives ou négatives) de y;
c’est a dire si aucun des deux polygones convexes qui enveloppe, le pre-
mier les a et 4 —1, le second les a et —/ —1, ne contient l'origine;"

ou si toutes les quantités a ont leurs parties réelles de méme signe
et si aucune delles n'a sa partie réelle nulle.

Que ferons-nous alors sl n'en est pas ainsi.

Supposons par exemple que %k des quantités a aient leur partie réelle
positive, et que n —#% aient leur partie réelle négative ou nulle. Il
arrivera alors que la série (4') restera convergente si on y annule les
constantes 4 qui correspondent & un « dont la partie réelle est négative
ou nulle, de sorte que ces séries ne nous donneront plus la solution gé-
nérale des équations proposées, mais une solution contenant seulement &
constantes arbitraires. '

Si on suppose que les équations données rentrent dans les équations
de la dynamique, nous avons vu que # est pair et que les a sont deux
a deux égaux et de signe contraire.

Alors si ¥ d’entre eux ont leur partie réelle positive, ¥ auront leur
partie réelle négative et n— 2k auront leur partie réelle nulle. En
prenant d’abord les a qui ont leur partie réelle positiv‘e, on obtiendra
une - solution particuliére contenant % constantes arbitraires; on en ob-
tiendra une seconde en prenant les a qui ont leur partie réelle négative.

Dans le cas ot aucun des a n’a sa partie réelle nulle et en par-
ticulier si tous les a sont réels, on a d’ailleurs:
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Nous allons nous placer maintenant dans un cas tres particulier.
Supposons d'abord # = 2, de telle fagon que les équations (1) se réduisent a:

dz, de,

d—t— - 'Xl’ CF = X2.
Supposons de plus que
, dX, . dX,
(6) dzl + az = 0.

La situation du systéme dépend alors des trois quantités x,, z, et ¢; on
peut donc la représenter par la position d’un point dans I'espace; voici
quel mode de représentation on peut adopter pour fixer les idées:

Les coordonnées rectangulaires du point représentatif seront:

e cost, ensint et x,.
De cette facon

1°. & tout systéme de valeurs des trois quantités x,,x, et ¢ corres-
pondra un point de l'espace;

2°. & tout point de l'espace correspondra un seul systéme de va-
leurs des quantités =z, , z,, cost, sint, et par conséquent une seule situa-
tion du systéme si l'on ne considére pas comme distinctes deux situations
qui ne différent que parce que ¢ a augmenté d'un certain nombre de
périodes 27;

3°. si lon fait varier ¢, (v, et z, restant constants) le point re-
présentatif décrit une circonférence;

4°. & la condition x, = v, = o correspond le cercle z=o0, &’ +y'=1;

5°. & la condition z, = — 0o correspond l'axe des 2.

A toute solution des équations (1) correspondra une courbe décrite
par le point représentatif. Si la solution est périodique, cette courbe
est fermée.

Considérons donc une courbe fermée C correspondant a une solution
périodique.

Formons les équations (2), (3), (2) et (3') relatives a cette solution
périodique et imaginons que l'on calcule les quantités a correspondantes.

Ces quantités sont au nombre de deux, et en vertu de la relation
(6) elles sont égales et de signe contraire.
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‘Deux cas peuvent se présenter: ou bien leur carré est négatif et la
solution périodique est stable; ou bien leur carré est positif et la solu-
tion est instable.

Plagons-nous dans ce dernier cas et appelons + a et — a les deux
valeurs de l'exposant a; nous pourrons supposer alors que a« est réel
positif.

Cela posé, les séries (4') seront développées suivant les puissances
croissantes de Ae” et de Be~*; mais elles ne seront pas convergentes si
A et B y entrent & la fois; elles le deviendront au contraire, si 'on y
fait soit 4 = o, soit B = o.

Faisons d’abord 4 = o; alors les 7 seront développés suivant les
puissances de Be™*; si donc ¢ croit.indéfiniment, 7, et 7, tendent simul-
tanément vers o. Les solutions correspondantes peuvent s’appeler solu-
tions asymptotiques; car pour t = -4 oo, les 7 et par conséquent les &
tendent vers o, ce qui veut dire que la solution asymptotique se rapproche
asymptotiquement de la solution périodique considérée.

Si on fait de méme B = o0, les 5 sont développés suivant les puis-
sances de Ae®; ils tendent donc vers o quand ¢ tend vers —co. Ce
sont donc encore des solutions asymptotiques.

Il y a donc deux séries de solutions asymptotiques, la premiére
correspondant & ¢ = 4 oo, la seconde & ¢ = — co. Chacune d’elles
contient une constante arbitraire, la premiére B, la seconde 4.

A chacune de ces séries de solutions asymptotiques correspondra une
série de courbes se rapprochant asymptotiquement de la courbe fermée
C et qu'on pourra appeler courbes asymptotiques. L'ensemble de ces
courbes asymptotiques formera une surface asymptotigae. Il y aura deux
surfaces asymptotiques, la premiére correspondant a ¢t = + o9, la seconde
a t==—o00. Ces deux surfaces iront passer par la courbe fermée C.

Supposons que dans Jles équations (1) les X dépendent d’un para-
métre p# et que les fonctions X soient développables suivant les puissances
de ce paramétre.

Imaginons que pour g =o0, les exposants caractéristiques a soient
tous distincts de telle fagon que ces exposants, étant définis par I'équa-
tion G(a, p) = 0 du paragraphe précédent, soient eux-mémes dévelop-
pables suivant les puissances de p.

Supposons enfin qu'on ait, ainsi que nous venons de le dire, annulé
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toutes les constantes 4 qui correspondent & un a dont la partie réelle
est négative ou nulle.

Les séries (4') qui définissent les quantités », dépendent ‘alors de u.
Je me propose d'établir que ces séries peuvent étre développées, non
seulement suivant les puissances des 4,e*’, mais encore suivant les puis-
sances de p.

Considérons I'inverse de 'un des diviseurs (5)

(V=1 + Zap—a)™.

Je dis que cette expression peut étre développée suivant les puissances de p.

Soient «,,a,,..., a les %k exposants caractéristiques dont la partie
réelle est positive et que nous sommes convenus de conserver. Chacun
‘deux est développable suivant les puissances de p. Soit «f la valeur de
a, pour g = O; nous pourrons prendre g, assez petit pour que a, différe
aussi peu que nous voudrons de «f quand |u| < pg,. Soit alors % une
quantité positive plus petite que la plus petite des parties réelles des k
quantités ai, a3, ..., a;; nous pourrons prendre p, assez petit pour que,
quand |p| < g, les k exposants a, , a,,..., a, ait leur partie réelle plus
grande que k.

La partie réelle de yy—1 + 2af — a; sera alors plus grande que
h (si B, > o), de sorte qu'on aura:

lrv=1+ Zaf—a,| > h.
Ainsi si | p| < pg,, 1a fonction
(V=T + Zaf—a)”
reste uniforme, continue, finie et plus petite en valeur absolue que %

Nous en conclurons d’'aprés un théoréme bien connu que cette fonc-
tion est développable suivant les puissances de u et que les coefficients
du développement sont plus petits en valeur absolue que ceux du dé-

veloppement de
I

h (1 — ﬁ)
Y
Il est & remarquer que les nombres % et g, sont indépendants des entiers
B et r.
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Il y aurait exception dans le cas ou f; serait nul. La partie réelle
du diviseur (5) pourrait alors étre plus petite que A et méme étre né-
gative. Elle est égal en effet & la partie réelle de Zaf qui est positive,
moins la partie réelle de a; qui est également positive et qui peut étre
plus grande que celle de Zaf, si 3, est nul.

Supposons que la partie réelle de a; reste plus petite qu'un certain
nombre h, tant que |p| <p,. Alors si

(7) Tp> Tt

la partie réelle de (5) est certainement plus grande que %; il ne peut
donc y avoir de difficulté que pour ceux des diviseurs (5) pour lesquels
I'inégalité (7) n’a pas lieu.

Supposons maintenant que la partie imaginaire des quantités «, , a,,
.., @, reste constamment plus petite en valeur absolue qu’un certain
nombre positif A,; si I'on a alors:

(8) 7] > hZp + &

la partie imaginaire de (5) et par conséquent son module sera encore
plus grand que %; de telle sorte qu'il ne peut y avoir de difficulté que
pour ceux des diviseurs (5) pour lesquels aucune des inégalités (7) et
(8) n’a lieu. Mais ces diviseurs qui ne satisfont &4 aucune de ces inégalités
sont en nombre fini.

D’aprés une hypothése que nous avons faite plus haut, aucun d'eux
ne gannule pour les valeurs de g que nous considérons; nous pouvons
donc prendre % et pu, assez petits pour que la valeur absolue de I'un
quelconque d’entre eux reste plus grand que % quand || reste plus
petit que g,.

Alors Tinverse d’un diviseur (5) quelconque est développable suivant
les puissances de p et les coefficients du développement sont plus petits
en valeur absolue que ceux de

Nous avons écrit plus haut:
HY = ZCphgl .. e,

Acta mathemation. 18. Imprimé le 15 septembre 1890. 19
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D’aprés nos hypothéses, C peut étre développé suivant les puissances de
p de telle sorte que je puis poser:

C= 2ZEd, HY = ZEp gy ... gire™™.

Reprenons maintenant les équations (2”) en y faisant:

‘ll
g == h(l —‘170->,
H =X | E | plydyse ..o

Les seconds membres des équations (2”) seront alors des séries conver-
gentes ordonnées selon les puissances de p, de %, ,7%,,... et 7,.

On en tirera les y, sous la forme de séries (4”) convergentes et or-
données suivant les puissances de p, 4,e%, A, e, ..., A.e™.

Des équations (2') nous tirerions d’autre part les z; sous la forme
de séries (4) ordonnées suivant les puissances de s, 4%, A, ...,
A, e ¢ Chacun des termes de (4') est plus petit en valeur
absolue que le terme correspondant de (4”) et comme les séries (4”)
convergent, il en sera de méme des séries (4').

§ 14. Solutions asymptotiques des équations de la dynamique.
Reprenons les équations (1) du § 11

(1) @—"—:E‘, él‘: -—EZE (i=1,2,...,n)
dt dy; dt dz;
et les hypothéses faites & leur sujet au début de ce § 11.

Nous avons vu dans ce § 11 que ces équations admettent des solu-
tions périodiques et nous pouvons en conclure que pourvu que l'un des
exposants caractéristiques a correspondants soit réel, ces équations ad-
mettront aussi des solutions asymptotiques.

A la fin du paragraphe précédent, nous avons envisagé le cas ou
dans les équations (1) dudit § 13, les seconds membres X, sont dévelop-
pables suivant les puissances de yu, mais ou les exposants caractéristiques
restent distincts les uns des autres pour g = o.
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Dans le cas des équations qui vont maintenant nous occuper, c'est a
dire des équations (1) des §§ 11 et 14, les seconds membres sont encore
développables selon les puissances de p; mais tous les exposants carac-
téristiques sont nuls pour p = o.

Il en résulte un grand nombre de différences importantes.

En premier lieu les exposants caractéristiques a« ne sont pas dé-
veloppables suivant les puissances de s, mais suivant celles de ju (cf.
§ 12). De méme les fonctions que j’ai appelées ¢, au début du § 13
(et qui, dans le cas particulier des équations de la dynamique qui nous
occupe ici, ne sont autres que les fonctions S; et 7, du § 12) sont dé-
veloppables, non suivant les puissances de g, mais suivant les puissances
de \/u.

Alors dans les équations (2’) du § 13:

dy;
le second membre H, est développé suivant les puissances des z, de =,
e~ et de p (et non pas de u). ' '

On en tirera les », sous la forme des séries obtenues au paragraphe
précédent

A )92
z NA 4 An LZap 47y
I

et N et Il seront développés suivant les puissances de \/u.
Un certain nombre de questions se pose alors naturellement:

1°. Nous savons que N et II sont développables suivant les puis-

sances de \ju; en est-il de méme du quotient o

II
2°. Sl en est ainsi, il existe des séries ordonnées suivant les puis-
sances de (Ju, des 4., de "= et de ¢~ qui satisfont formellement aux

équations proposées; ces séries sont-elles convergentes?
3°%. Si elles ne sont pas convergentes, quel parti peut on en tirer
pour le calcul des solutions asymptotiques.

Je me propose de démontrer que l'on peut développer %T suivant

les puissances de j et que par conséquent il existe des séries ordonnées
suivant les puissances de \j, des A, de €' et de e~ qui satisfont
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formellement aux équations (1). On pourrait en douter; en effet Il est
le produit d’un certain nombre des diviseurs (5) du paragraphe précédent.
Tous ces diviseurs sont développables suivant les puissances de yj; mais
quelques-uns d’entre cux, ceux pour lesquels y est nul, s'annulent avec
vz 11 peut donc arriver que Il s'annule avec yu et contienne en facteur
une certaine puissance de . Si alors N ne contenait pas cette méme

puissance en facteur, le quotient —11_\% se développerait encore selon les puis-

sances croissantes de jz, mais le développement commencerait par des
puissances négatives.

Je dis qu'il n’en est pas ainsi et que le développement de %T ne

contient que des puissances positives de \/u.
Voyons par quel mécanisme ces puissances négatives de \/u disparais-
sent. Posons:
A = w,

et considérons les o et les y comme des fonctions des variables ¢ et w.

Il importe avant d'aller plus loin de faire la remarque suivante:
parmi les 27 exposants caractéristiques a, deux sont nuls et les autres
sont deux & deux égaux et de signe contraire. Nous ne conserverons
que n— 1 au plus de ces exposants en convenant de regarder comme
nuls les coefficients A; et les variables w, qui correspondent aux » 4 1
exposants rejetés. Nous ne conserverons que ceux de ces exposants dont
la partie réelle est positive.

Cela posé, les équations (1) deviennent:

dfvi da}i - dF
(2) %+Zkakw,‘m—— E’.;/—i,
\ dy; dy; dF
(o) (i—t'l‘zkakwtd—w—k——d—%'

Cherchons, en partant de ces équations, a développer les w; et les y, —n,;¢
suivant les puissances croissantes de i et des w de telle facon que les
coefficients soient des fonctions périodiques de ¢.

Nous pouvons écrire:

?
u=aqyr+apr+ ... = 2oy’
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car nous avons vu au § 12 comment on peut développer les exposants
caractéristiques suivant les puissances de /.

Ecrivons d’autre part:

2
@, = a) + o} + Zatp,

|

2
yi—nt =9 + iy + .= Zyipd,

les 27 et les y? étant des fonctions de ¢ et des w, périodiques par rapport
4 t et développables suivant les puissances de w.

Si dans les équations (2) et (3) nous substituons ces valeurs a la
place de a;, des z; et des y;; les deux membres de ces équations seront

développés suivant les puissances de /..
r+1
Egalons dans les deux membres des équations (2) les coefficients de 1 *
.
et dans les deux membres des équations (3) les coefficients de 4° nous
obtiendrons les équations suivantes:

dpr ; 1
1 1 —_— p p
Y aw ,cd +sz T

dyf
y +2 k1,0k—~-= ——dem P 7 o %’

ou Z! et T? ne dépendent que de

(4)

0 1 p—1
LiyZigvoney W
0 .1 —2
Yis Yis o oo s Y

Convenons, comme mnous l'avons fait plus haut, de représenter par [U]
la valeur moyenne de U, si U est une fonction périodique de £.
Des équations (4) nous pourrons alors déduire les suivantes:

zkam%%? — 12+ Y [ 25 a],

&'F,
Z akwk d”k ~[ P] —zkdw(’dwz [x{]
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Supposons maintenant qu’'un calcul préalable nous ait fait connaitre:

0 1 p—1 P »
iy Tiy ooy I ’xi——[xi]’

0 1 p—2 p—1 —1
YsYis - Ys » Ui —[yi ]

Les équations (5) vont nous permettre dc calculer [x?] et [y7~'] et par
conséquent z et y?~'. Les équations (4) nous permettront ensuite de
déterminer

ot —[#T] et oyl — o),

de sorte que ce procédé nous fournira par récurrence tous les coefficients
des développements de z, et de ;.

La seule difficulté est la détermination de [27] et [y!™'] par les
équations (5).

Les fonctions [27] et [47~'] sont développées suivant les puissances
croissantes des w et nous allons calculer les divers termes de ces dé-
veloppements en commencant par les termes du degré le moins élevé.

Pour cela nous allons reprendre les notations du § 12, c'est a dire
que nous allons poser:

d'F - d*F, -
R =} et [ y "’J = by
de) dz; dy; dy;

(pour les valeurs nulles de w).
Si alors nous appelons & et y, les coefficients de

wiwye . . Wiy

n—1

dans [47] et [y7'], nous aurons pour déterminer ces coefficients les équa-
tions suivantes:

(6) Zkbikﬂk - Sé.i = A,
szgksk— S77i = -

Dans ces équations (6) A et p; sont des quantités connues, parce qu'elles
ne dépendent que de

0 1 —1 P
Xy Lhy e, BB b — [2],

o L, -2 -1 —1
YisYis o s Y7 UE _[?/i]



§ 14. Sur le probleme des trois corps et les équations de la dynamique. 151

ou des termes de [7] et [y7™'] dont le degré par rapport aux w est plus
petit que:
Mmoo My 4 My

De plus nous avons posé pour abréger

S = ma; + myay + ... + m, ja,_,.

Nous avons donc pour le calcul des coefficients & et , un systéme d’équa-
tions linéaires. Il ne pourrait y avoir de difficulté que si le déterminant
de ces équations était nul; or ce déterminant est égal a:

S8 — (@)AS* — (@)7] . .- [8* — (@-0)’):
Il ne pourrait s'annuler que pour:

S=o0, S=+ a;:
c'est a dire pour
m;, -+ my; + ... 4+ m, , =0 ou I.

On ne pourrait donc rencontrer de difficulté que dans le calcul des termes
du degré o ou 1 par rapport aux w.

Mais nous n'avons pas & revenir sur le calcul de ces termes; en effet
nous avons appris & calculer les termes indépendants des w dans le § 11
et les coefficients de |

Wiy Wy ooy Way
dans le § 12.

Les termes indépendants des w ne sont en effet autre chose que les

séries (8) du § 11 et les coefficients de

Wy y Wyyoony Wyy
ne sont autre chose que les séries S; et T; du § 12.
Il me reste & dire un mot des premiéres approximations.
Nous donnerons aux xz{ des valeurs constantes qui ne sont autres
que celles que nous avons désignées ainsi au § 11.
Nous aurons alors les équations suivantes:

dys da; dyi 1, G 4°F,
@ =% =9 gt mwg=—2 - Lk,

dz; . dx; dPF,
d-t~+§:ka‘w"m"_dy§'

(7)
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Dans F, qui ne dépend que des z;, ces quantités doivent étre remplacés
par #{. Dans F, les z; sont remplacés par z7 et les y; par nid. F|
devient alors une fonction périodique de ¢ dont la période est 1. Nous
désignerons par ¢ comme dans les §§ 11 et 12 Ja valeur moyenne de
cette fonction périodique F,; ¢ est alors une fonction périodique et de
période 27 par rapport aux ;.

Les deux premiéres équations (7) montrent que les y; et les x} ne
dépendent que des w. En égalant dans les deux derniéres équations (7)
les valeurs moyennes des deux membres, il vient:

(il}(‘)
1 Ji 0 .1
> a0, g = DAL

dz;  d¢
1 ......‘3_ == .
z @ %y dw, dy;?

(8)

Ces équations (8) doivent servir & déterminer les y; et les x; en fonc-
tions des w. Peut-on satisfaire & ces équations en substituant a la place
des y{ et des @} des séries développées suivant les puissances des w?

Pour nous en rendre compte envisageons les équations différentielles
suivantes:

dy!
B = T,

(9)

Ces équations différentielles out les fonctions inconnues sont les y; et les

x}, admettront une solution périodique

1 —
r; = 0O, Yy, = wy,

@; étant la quantité désignée ainsi au § 11.

Les exposants caractéristiques relatifs & cette solution périodique sont
précisément les quantités a;. Parmi ces quantités nous somies convenus
de ne conserver que celles dont la partie réelle est positive. Les équa-
tions (9) admettent un systéme de solutions asymptotiques et il est aisé
de voir que ces solutions se présentent sous la forme de séries développées
suivant les puissances des w. Ces séries satisferont alors aux équations
(8). Ces équations peuvent donc étre résolues.
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Les 2] et les »] étant ainsi déterminés, le reste du calcul ne présente
plus comme nous l'avons vu aucune difficulté. 11 existe donc des séries

ordonnées suivant les puissances de \j, des w et de e*'¥™ et qui satisfont
formellement aux équations (1).

. N , . .
Cela prouve que le développement de o e débute jamais par une
puissance négative de \/u. -
Malheureusement les séries ainsi obtenues ne sont pas convergentes.
Soit en effet:
I
V=17 + Zof—a
Si  n'est pas nul, cette expression est développable suivant les puissances
de \u; mais le rayon de convergence de la série ainsi obtenue tend vers

o quand —Zr—ﬂ tend vers o.

Si donc on développe les diverses quantités I suivant les puissances

de \J: on pourra toujours parmi ces quantités, en trouver une infinité
pour lesquelles le rayon de convergence du développement est aussi petit
qu'on le veut.

On pourrait encore espérer, quelque invraisemblable que cela puisse
paraitre, qu'll n'en est pas de méme pour les développements des diverses

. N . . . »
uantltes -—5 IMais nous verrons dans la suite d,une fa on rigoureuse qu 11
H ’ =

n’est pas ainsi en général; il faut donc renoncer & ce faible espoir et

conclure que les séries que nous venons de former sont divergentes.
Mais quoiqu’elles soient divergentes ne peut-on en tirer quelque parti?
Considérons d'abord la série suivante qui est plus simple que celles

ue nous avons e€n vue
q
w"
Fw, pn —_z E —
( ’ /) 2 b+ np

Cette série converge unifornément quand g reste positif et que w reste

plus petit en valeur absolue qu’un certain nombre positif w, plus petit
que 1. De méme Ia série:

1 d?F(w, " z nP=1qpm
[_p d/,cp T ([ + n/,c)p
converge uniformément,
Acta mathematics. 13. Imprimé le 18 septembre 1890, 20
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Si maintenant l'on cherche & développer F(w, ) suivant les puis-
sances  de g, la série & laquelle on est conduit

(r0) 2w (— n)

ne converge pas. Si dans cette sériec on néglige tous les termes ou l'ex-
posant de g est supérieur & p, on obtient une certaine fonction

D,(w , p).
Il est aisé de voir que l'expression:

Fw, p) — @u(w, 10

i

tend vers o quand g tend vers o par valeurs positives, de sorte que la
série (10) représente asymptotiquement la fonction F(w,p) pour les
petites valeurs de g de la méme maniére que la série de STIRLING repré-
sente asymptotiquement la fonction eulérienne pour les grandes valeurs de z.
Les séries divergentes que nous avons appris a former dans le présent
paragraphe sont tout a fait analogues 4 la série (10).
Considérons en effet 1'une des séries:

, N . o g -
(10" zﬁw{'wgf...w';“ef“—‘ = F(Jp, W, , Wy, . .s W, 1)
et

d,,<§)
2wk . wf‘e”‘*—'———l.] = ————d“_v ;
(d \/‘uy (d \//z>p

ces séries sont uniformément convergentes pourvu que les w restent in-
férieurs en valeur absolue a certaines limites et que (ju reste réel.

C . N . . - -
Si Yon développe g Suivant les puissances de (ju, les séries (10")

sont divergentes ainsi que mnous l'avons dit. Supposons qu'on néglige
dans le développement les termes ou l'exposant de . est supérieur a p,
on obtiendra une certaine fonction

Oty wy s w0y, ny w0, 1)

qui sera développable suivant les puissances des w, de e*"= et qui sera
un polynoéme de degré p en \ju.
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On voit alors que I'expression

F—a,
Ve
tend vers o quand g tend vers o pas valeurs positives, et cela quelque
grand que soit p.
En effet si 'on désigne par H, l'ensemble des termes du développe-

ment de -g ou l'exposant de (. est au plus égal a p, on a:

S =X (g ettt
et la série du second membre est wnmiformément convergente et tous ses
termes tendent vers o quand g tend vers o.

On peut donc dire que les séries que nous avons obtenues dans le
présent § 14 représentent les solutions asymptotiques pour les petites
valeurs de p de la méme maniéré que la série de STIRLING représente
les fonctions eulériennes.

On gen rendra d’ailleurs mieux compte de la maniére suivante;
supposons deux degrés de liberté seulement pour fixer les idées; alors
nous ne conserverons plus qu’une seule des quantités w et nous pourrons
écrive nos équations sous la forme suivante:

dy; aFr

dwi dwi dF . dyi - o
Tt =gy T ™T T 4=nn

en supprimant les indices d'a et de w devenus inutiles.

Nous savons qu'a est développable suivant les puissances impaires
de (. et par conséquent a® suivant les puissances de p; inversement g
est développable suivant les puissances de a’; nous pouvons remplacer p
par ce développement de sorte que F sera développé suivant les puis-
sances de a’. Pour a = o, F se réduit & F, qui ne dépend que de =,
et de x,.

Soit:

zi=g(t),  y= $t)

la solution périodique qui nous sert de point de départ. Posons, comme
au § 12

r;, = %(t) + &, Y, = ¢i(t) + 7
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nos équations deviendront:

ds; déi

- (177,; d)}‘i
(Il) ﬁ-i—awdw—._,., E%—aw»—

= f,

dw

Z; et H; sont développés suivant les puissances des &, des y; et de a’;
et les coefficients sont des fonctions périodiques de ¢.

dF , - - .
Pour a = o, d. et par conséquent Z; s'annulent; donc Z; est di-
[

visible par a® et je puis poser:
E = aYXi + aQXz{’

a’X; représentant l'ensemble des termes du premier degré par rapport aux
£ et aux %, et «’X] représentant U'ensemble des termes de degré supérieur.

dr

De méme, quand a est nul, T
x;

et par conséquent H; ne dépendent

plus que des & ct non des 7.
Je puis donc poser:

I, =Y + Y, + «"Q; + o’ ¢},

Y; + a’@Q, représentant 'ensemble des termes du premier degré par rapport
aux & et %, pendant que Y] + a’@Q; représentent lensemble des termes
de degré supéricur au premier. Je supposc en outre que ¥; et ¥; ne
dépendent que de & et de &,.

Posons

& = ag, § = af;,
Y; deviendra divisible par a et ¥ par a® de sorte que je pourrai poser:
Yt a'Q = aZ, Yi+a'Q = oa'Z
et que nos équations deviendront:

dCi dCt ’

ar aw% == aXi + aX,',
(12) p 4

/L N __ L7 A

T —I—awdw aZ;, + a’Z.
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Considérons les équations:

ag

a‘ = aXi,
(13)

d?]i .

E = dZi.

Ces équations sont linéaires par rapport aux inconnues { et 7. Elles
ne différent pas des équations (2) du § 12, sinon parce que & et &, y
sont remplacés par af et af. D’aprés cc que nous avons vu au § 12,
I'équation qui définit les exposants caractéristiques admet 4 racines, I'une
égale & -+ a, l'autre & — a et les deux autres a o.

A la premiére racine, c'est & dirc 4 la racine 4 «, correspondra une
solution des équations (2) du § 12 que nous avons appris & former dans
ce § 12 et que nous avons écrite ainsi:

£ = "8, /P e T

Je rappelle que 87 est nul et par conséquent que §; est divisible par a.
A la seconde racine — a correspondra de méme une autre solution
des équations (2) et nous D'écrirons:

§=euS, p=e T

Enfin aux deux racines o, correspondront deux solutions des équations
(2) que nous écrirons:

& = Sy, 7; Tzf"
G— S+ atS!, = T 4 atly.

i

T;, T, T;”, S;, S, S;" sont des fonctions périodiques de ¢, comme S; et T}
De plus §;, S, §;” seront comme §; divisibles par a.
Posons alors:

af, = 8,0, + S0, + S0, + S8,
aly = 8,0, + S0, + 8760, + 8,0,
m = 1.0, + T.0, + 1.0, + T."6,,
7 = 1.0, + T30, + 1,6, + T8,
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Les fonctions 6, ainsi définies joueront un role analogue a celui des fonc-
tions 7; du § 13. Les équations (12) deviennent alors

ds, as, s, a4,
” dt +oaw o —af, = ab,, d7+awTw+a0? = ab,,
14
s, (lﬂ d, M, _
g Tt =al, + ab,. It + a T ab,.

6., 6,, 0, ct 6, sont des fonctions développées suivant les puissances de
0,,0,,0,,0, ¢t a dont tous les termes sont du 2% degré au moins par
rapport aux @, ct dont les coefficients sont des fonctions périodiques de
t. De plus les ¢ doivent étre des fonctions périodiques de ¢ et les termes
du 1 degré en w dans 4,,46,, 8, et 6, doivent se réduire a w,0, 0 et o.

Ces équations (14) sont analogues aux équations (27) du § 13.

Cela posé, soit ¢ unc fonction qui, de méme que 6,, 6,, 6, ct §,,
soit développée suivant les puissances de 6,,6,,6,,6,, de a, "™ ¢t e
et qui soit telle que chacun de ses coefficients soit réel positif et plus
grand en valcur absolue que le coefficient du terme correspondant dans
6,,6,, 8, et 6,; tous les termes de @ seront d’ailleurs, comme ceux
des 6,, du second degré au moins par rapport aux 4.

Observons que le nombre

n\/~—I

+»

(ou n est entier positif, négatif ou nul, et ol p est entier positif et au
moins égal a 1) est toujours plus grand en valeur absolue que 1, quels
que soient d’ailleurs n, p et a.

Formons alors les équations:

fl

(15) 0, =w+ o, 0, =20, 0, =0, + 0, 0, o

qui sont analogues aux équations (2”) du §

Des équations (14) on peut tirer les @ sous la forme de séries or-
données suivant les puissances de w ct de e*"~ et qui sont analogues
aux séries (4) du § 13. Des équations (15) on peut tirer les 8 sous la
forme de séries ordonnées suivant les puissances des mémes variables et
analogues aux séries (4”) du § 13. Chacun des termes de ces derniéres
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séries est positif et plus grand en valeur absolue que le terme corres-
pondant des premiéres séries; si done elles convergent, il en est de méme
des séries tirées des équations (14).

Or il est aisé de voir que l'on peut trouver un nombre w, indé-
pendant de «, tel que si |w| < w,, les séries tirées de (15) convergent.

Il en résulte que les séries ordonnées suivant les puissances de w
et tirées de (14) convergent uniformément quelque petit que soit a et par
conséquent quelque petit que soit g, ainsi que je l'ai annoncé plus haut.

Nous possédons maintenant les # sous la forme de séries ordonnées
suivant les puissances de w et de e*"=; les coefficients sont des fonctions
connues de a. Si on développe chacun de ces coefficients suivant les
puissances de a, on obtiendra les & développés suivant les puissances de
a. Les séries ainsi obtenues sont divergentes, comme mnous l'avons vu
plus haut; soient néanmoins: '

(16) 0, =6} + ab} + a6} + ... + a"6] + ...
ces séries.
Posons:
Hl = 91 + 01’ H2 = 62 ~02’ }13 = 83 + 047 H4 = 04.
Posons:
(17) 0, = 6} + af} + a’0: + ... + o0 + oPu

en égalant 6, aux p 4+ 1 premiers termes de la série (16) plus un terme
complementaire o”u;.

Si dans H; on remplace les 8, par leurs développements (17), les
H; peuvent se développer suivant les puissances de a et on peut écrire:

H,= 6 + ab} + o’} + ... + &6 + o,

les 8 étant indépendants de a pendant que U; est développable suivant’
les puissances de a.
On aura alors les équations:

ae ae; ae; 0
(18) a9 i + w am = s
; .
ae; ae aer agr!

— —_— == b _ = 1
dt+wdw O;, ..., by w— (o
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et ensuite:
du; du; 67
1 —_— —_— Y oe— T .
( 9) di + aw dw + an dw aU;.

Voici quelle est la forme de la fonction U;; les quantités 6; peuvent étre
regardées comme des fonctions connues de ¢ et de w, définies par les
équations (18) et par 1'équation (20) que j'écrirai plus loin; pendant que
les w; restent les fonctions inconnues. Alors U, est une fonction développée
suivant les puissances de w, de e*"7, de a et des »,. De plus tout
terme du ¢° degré par rapport aux u; est an moins du degré p(g — 1)
par rapport a a.

Soit U ce que devient U; quand on y annule « et les «; on aura:

(20) u)d[ﬁip]

dw

= [U7].
Je puis ensuite, en posant:

. dy7
t dw

0 = U, —

)

V= U —u,, Ve = U, + u, V, = U, —u, V=10,

mettre les équations (19) sous la forme:

du, du, du, du, -
-t e qu, == , 2 g -—— A au, =al
dit + aw die &, aV’ dt + dw + ol 27
(21)

du, ’(l’u,l‘ " v du, + o dw, —aV

dt a dw aty = &by dt dw 4’

On voit alors que les ¥; ne contiennent que des termes du 2% degré au
moins par rapport & w et aux u;.

En effet les 6, sont divisibles par s« et se réduisent 4 w ou & o
quand on y supprime les termes de degré supéricur au premier en w.
11 en résulte d'abord que 7 est divisible par w®. D'autre part le second
membre de V'équation (17) ne contiendra que des termes du 1 degré au
moins par rapport & w et ;. Donc 6 ne contient que des termes du
2? degré au moins par rapport a w et aux u,. Il en résulte que les
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seuls termes du 1* degré qui peuvent subsister dans U,, U,, U, et U,
se réduisent respectivement a w, , —w,, u, et o.

’ o+ d (3
D’ailleurs w
dw

des termes du 2% degré au moins.

est divisible par w?®; donc les V] ne contiennent que

C. Q F. D

Des équations (21) on peut tirer les u; sous la forme de séries dé-
veloppées suivant les puissances de w et de e*¥=. En appliquant & ces
équations le méme raisonnement qu’aux équations (14) on peut démontrer
que ces séries convergent quand |w| < w, et que la convergence reste
uniforme quelque petit que soit a.

Il en est de méme pour les séries qui représentent d—“i, il
dw ’ dw?
Il résulte de la qu'on peut assigner une limite supéricure indé-
. 2, .
pendante de a, & u;, & g% , %

Mais je veux démontrer maintenant que cela a encore lien pour

toutes les valeurs positives de w.

Reprenons les équations:

ete., pourvu que |w| < w,.

du; du; v

o Taw o= U

U, peut étre regardée comme une série développée suivant les puissances
de a et des u, et dont les coefficients sont des fonctions de ¢ et de .
Je dis que cette séric reste convergente quels que soient ¢ et w pourvu
que o et les u; soient assez petits. Lin effet elle ne pourrait cesser de
converger que si la fonction:

Fz,, 2,,9,,9,)

cessait d’étre développable suivant les puissances de a, des v, et des v
gquand on y remplace z, par:

x] 4+ ax; + o’} ... F PPl - atly,
et y, par:
it +yp + ooy + o’y ..+ a"y ol

Acta mathematica. 13. Imprimé le 28 septembre 1890, 21
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ou, ce qui revicnt au méme, si la fonction F pour une valeur quelconque
de ¢ ou de w (c’est a dire pour un systéme quelconque de valeurs de ¢,
de g7 et de u;) cessait d’étre développable suivant les puissances de
r;—aj, et de y,— n;t — . Or il est manifeste qu'il n'en est pas ainsi.

Je puis donc toujours trouver une fonction @ développée suivant
les puissances de a et des u;, mais dont les coefficients sont des constantes
au licu d’étre fonctions de ¢t et de w comme ceux de Uj; et de plus
m'arranger de telle sorte que le coefficient d'un terme quelconque de @
soit réel positif et plus grand en valeur absolue que le coefficient cor-
respondant de U] (i=1,2,3,4), au moins pour les valeurs de ¢ et
de w que jaurai a considérer.

J’ajouterai que, daprés la forme particuliere des fonctions U}, je
puis trouver deux nombres réels positifs M ct # tels que la fonction @
satisfasse 4 la condition que je viens d'énoncer si je prends:

M + v, 4+ v, +u, + u,)

= ; )
U= e — P, + o+, + )

Si je considéere les valeurs de w positives et inférieures 4 une certaine
limite W, je devrai prendre, pour satisfuire a cette condition, de nombres
M et g dautant plus grands que W sera plus grand; mais tant que W
sera fini, les nombres M et  seront cux-mémes finis.

Soit maintenant w, une valeur positive de w plus petite que w,.
D’aprés ce que nous avons vu plus haut, il est possible d’assigner pour
w = w, une limite supéricure & u, , uw,, u, et w; soit u, cette limite, on
aura donc

lu,| <w, pour w=1w,.

Soit maintenant «’ une fonction définie par les conditions suivantes

du’ du’ aM(quw' + 1)
dt + 7P fa — aparu’’

r . g
U = NO pour W = ltl.

On aura manifestement pour toutes les valeurs de ¢ et de w:

luil < u', (i=1,2,8,4)
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Or on trouve sans peine:

1 — Bu + fBua? 1 + 4% Aot , , N w
Wi logl T, M (' — u,) = log w,

et pour a = O, on trouve:

I 4+ 4u w \ 44
()
ce qui montre que #' reste finie quand a tend vers o.
Nous devons en conclure que les quantités w; restent également
finies quand a tend vers o.
Il résulte de la que la série

0, 4 ab} + a’6} + ...

représente la fonction 6, asymptotiquement (c'est a dire a la fagon de la
série de StirLING) ou en d'autres termes que l'expression:

2,2 —1,4p—1
ﬂi—ﬁf——a(i@}——aﬂi—-—...-—a" ﬂip

af—?

tend vers o avec «. En effet cette expression est égale a:
a(ﬂ:, + u,-)
et nous venons de voir que #? -+ wu; reste fini quand a tend vers o.
Mais ce n’est pas tout; je dis que ;%‘ reste fini quand « tend vers o.

Nous avons en effet:

d /du; d [(du; dug dU; duy, aU;

i) 20 ) + (i) = T+

dav; . dU;
du * dw
ce que nous venons de voir, nous pouvons assigner aux u; des limites
aU; aU;

supérieures; nous pourrons donc en assigner également aux — et aux
duy dw

sont des fonctions de ¢, de w, de a et des w,; mais d'apres

Supposons par exemple que l'on ait:

aU;

duk

dw

< 4,

< B (pour w < W),

A et B étant deux nombres positifs.
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D . ' R . . . du;
autre part, nous savons quon peup assigner une limite a —-* pour

w=w,.
Supposons par exemple que l'on ait:

{
1dui <u —
T | <% pour w=uw,
u, étant un nombre positif. Soit ensuite u’ une fonction définie comme
il suit:

dn/ du/

TR + aw = aw'(44 + W) 4 aB,

’

u' = wu, pour w = w,

On aura manifestement:

du;

Iw < Uu.

Or on voit sans peine que ' ne dépend que de w et satisfait & I'équation
¢

wgﬁ~u(4£l+ W) 4--B.

- du; .
Donc «' est fini; done c—lTl; reste finie quand « tend vers o. Donc on a

asymptotiquement (en entendant ce mot au méme sens que plus haut):

a6 daé . Aot ,df
dw dw+a31—5+a%+"”

On démontrerait de méme que 'on a asymptotiquement:
q P

db; de; At
e T R L

d*6; d ae da*e?
dw? *+ & Tt t+ d}bf‘l"

Voici donc la conclusion finale & laquelle nous parvenons:
Les séries:

LS SRV T S R RV e ol i S
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définies dans ce paragraphe sont divergentes, mais clles jouissent de la
méme propriété que la série de StirLING de telle sorte qu'on a asympto-
tiquement:

o =5 + Jpo; + pri ...
Yo =t + 9y + ey + i

De plus si D est un signe quelconque de différentiation, cest a dire si
Von pose:

Il

dlo +h4 et f

by

T atedwtdw .
on aura encore asymptotiquement:
Dz, = Dz} + JuDx} + pDx} + .. .,
Dy, = D(nit + i) + ypDyi + pDy; + .. ..

En ce qui concerne I'étude des séries analogues & celles de StirLING je

renverrai au § 1 d’un mémoire que jai publié dans les Acta mathe
matica (tome 8, page 293).
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Deuxieme partie.

Equations de la dynamique et probléme des 7 corps.

CHAPITRE L

Etude du cas ou il n’y a que deux degrés de liberte.
§ 15. Représentations géométriques diverses.

Reprenons les équations (1) du § 11

de, _ dF  dw,_ dF
1) a — dy,’ at —  dy,’
1
dy,  dF dy, __dF
R 7 dt ~—  dez,

1

Nous nous bornerons au cas le plus simple qui est celui ou il n'y a
que deux degrés de liberté; je n’'ai pas & m’occuper en effet de celui ou
il n'y a quun degré de liberté, car les équations de la dynamique
s'intégrent alors aisément par de simples quadratures.

Nous supposerons donc que la fonction 77 ne dépend que de quatre
variables »,, z,, y,,y,. Nous supposerons de plus que cette fonction est
uniforme par rapport a ces quatre variables et périodique de période 27
par rapport a y, et & y,.

La situation du systéme est donc définic par les quatre quantités
T, ,%,,Y,,Y, mais cette situation ne change pas quand y, ou y, aug-
mente de 2z ou d’un multiple de 2z. En d’autres termes, et pour re-
prendre le langage du chapitre 1°, 2, et x, sont des variables linéaires,
pendant que y, et y, sont des variables angulaires.
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Nous connaissons une intégrale des équations (2) qui est la suivante:

(2) | Iﬂ(xl y oy Yy yg) = C}

C désignant la constante des forces vives. Si cette constante est regardce
comme une des données de la question, les quatre quantites z et y ne
sont plus indépendantes; elles sont lides par la relation (2). Il suffira
donc, pour déterminer la situation du systéme, de se donner arbitraire-
ment trois de ces quatre quantités. Il devient possible, par conséquent,
de représenter la situation du systéme par la position d'un point P dans
I'espace.

Il pourra arriver en outre pour des raisons diverses que les quatre
variables z et y soient soumises, non seulement & I'égalité (2), mais a une
ou plusienrs inégalités:

(3) ¢ (Zy 5 @y5 ¥y, Yy) > O, @o(Ty s 2y, Y15 Yy) > O
Supposons par exemple pour fixer les idées que les inégalités (3)
g’écrivent:

a>x >0,

et que I'égalité (2) soit telle que lorsque x, satisfait & ces inégalités, on
puisse tirer de la relation (2) la quatriéme variable z, en fonction uni-
forme des trois autres x,,¥y, et y,.

Nous pouvons alors représenter la situation du systéme par un point
dont les coordonnées rectangulaires seront:

X = cosy,[1 + cosy,(cx, + d)], Y = siny,[1 + cosy,(cx, 4+ d)],
Z = siny,(cz, + d),
¢ et d étant deux nouvelles constantes positives telles que
co +d<1;¢hb+ d>o.

Il est clair en effet qu'a toute situation du systéme, c'est & dire & tout
systéme de valeurs de z,,y, et y, satisfaisant aux conditions:

a>x, >b, 2r>y, >0, 22>y, >0
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correspond un point de l'espace et un seul, compris entre les deux tores:

(1 —vX+ )" + 2° = (cb + d)’,

(4) _ X
(1 —=VE+ 1) + 2* = (ca + @)

Et réciproquement, & tout point de Vespace compris entre ces deux tores
correspond un systéme de valeurs de z,,¥, et y, et un seul, satisfaisant
aux inégalités précédentes. ‘

Il peut se fairec que les inégalités (3) ne s'écrivent plus a >z, > b;
mais que cependant ces inégalités, jointes & la relation (2) entrainent
comme conséquence

a>x >D.

Si de plus z, est encore fonction uniforme des trois antres variables, le
méme mode de représentation géométrique est encore applicable.

Nous pouvons nous placer dans un cas plus général encore:

Supposons que 1l'on puisse trouver une variable auxiliaire &, jouissant
de la propriété suivante. Si z,,z,,y, et y, satisfont & la fois 4 1'égalité
(2) et aux inégalités (3), on pourra exprimer z, et z, en fonctions uni-
formes de &, de y, et de y,. De plus, en vertu des inégalités (3), & ne
peut devenir infinie et reste comprise entre certaines limites de telle fagon
que 'on a comme conséquence de (2) et de (3)

. a>&>0.

Nous pourrons alors définir complétement la situation du systéme
en nous donnant les trois variables &,y et y,, et la représenter par un
point P dont les coordonnées rectangulaires seront:

X = cosy,[1 + cosy,(ct 4 d)], Y = siny,[1 + cosy,(c5 + d)],
Z = siny, (¢ + d)
avec les conditions:
cz2o,cat+d<1i,ech+4d>o.

On voit alors, comme dans le cas précédent, qu'a toute situation du
systéme correspond un point de l'espace et un seul compris entre les deux
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tores (4), et réciproquement, qu'a tout point compris entre ces deux tores
ne peut correspondre plus d’une situation du systéme.

Il peut se faire que pour z, = a, (ou plus généralement pour & = a)
la situation du systéme reste la méme quelle que soit la valeur attribuée
a y,. Nous en verrons dans la suite des exemples. Clest ainsi qu'en
coordonnées polaires, il faut en général pour définir la position d’'un point
se donner les deux coordonnées p et w, mais que si on suppose p = O,
on retrouve toujours le méme point, & savoir le péle, quel que soit .

Dans ce cas on choisira les constantes ¢ et d de telle facon que

ca + d = o.
Le second des deux tores (4) se réduit alors a4 un cercle:
Z = o, X4 Y= 1.

En chacun des points de ce cercle y, est indéterminé; mais néanmoins,
comme pour & = a la situation du systéme ne dépend pas de y,, & chaque
point du cercle correspond une situation du systéme et une seule.

On peut dire alors qu’a toute situation du systéme correspond un
point de l'espace intérieur au premier des deux tores (4) et que réci-
proquement, & un point intérieur de ce tore ne peut correspondre qu’une
seule situation du systéme.

J’envisageral encore un autre cas.

Imaginons qu’en vertu des inégalités (3), & puisse prendre toutes les
valeurs positives, de telle sorte que:

a = o, b=+ co.

Supposons que pour & = o la situation du systéme ne dépende pas
de y, et que pour & = oo, cette situation ne dépende pas de y,.

Nous pourrons alors représenter la situation par un point dont les
coordonnées rectangulaires seront:

X = cosyleé'cosyz, Y = Sinyleécosw’ 7 = 5 gln Y,-
Pour & = o il vient (quel que soit y,)

X = cosy,, Y = siny,, Z = o.

Acta mathematica. 13. Imprimé le 23 septembre 1890. 22
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Le point représentatif se trouve sur le cercle
X+ Y=, Z =0

et sa position ne dépend pas de y,; cela n'a pas d'inconvénient puisque
par hypothése la situation du systéme pour & = o ne dépend pas non
plus de y,.

Pour & = oo, on trouve pourvu que cosy, soit négatif:
, .
X =Y = o, Z = siny,.

Le point représentatif se trouve alors sur l'axe des Z et sa position ne
dépend pas de y,, mais pour & = oo, la situation du systéme ne dépend
pas non plus de y,.

Le mode de représentation adopté est donc légitime.

Ce qui précéde a besoin d'étre appuyé de quelques exemples. Je
n'en traiterai ici que trois.

Le premier de ces exemples est le plus important parce que c'est
un cas particulier du probléme des trois corps. Imaginons deux corps,
le premier de grande masse, le second de masse finie, mais trés petite
et supposons que ces deux corps décrivent autour de leur centre de gra-
vité commun une circonférence d'un mouvement uniforme. Considérons
ensuite un troisiéme corps de masse infiniment petite, de fagcon que son
mouvement soit troublé par Pattraction des deux premiers corps, mais
qu’il ne puisse pas troubler l'orbite de ces deux premiers corps. Bornons-
nous de plus au cas ou ce troisiéme corps se meut dans le plan des
deux circonférences décrites par les deux premiéres masses,

Tel est le cas d'une petite planéte se mouvant sous linfluence du
soleil et de Jupiter quand on néglige l'excentricité de Jupiter et I'incli-
naison des orbites.

Tel est encore le cas de la lune se mouvant sous l'influence du soleil
et de la terre quand on néglige l'excentricité de l'orbite terrestre et l'in-
clinaison de l'orbite lunaire sur l'écliptique.

Nous définirons la position du troisiéme corps par ses éléments
osculateurs a un instant donné ct nous écrirons les équations du mouve-
ment en adoptant les notations de M. Tisseranp dans sa Note des Comp-
tes rendus du 31 janvier 1887:



§ 15, Sur le probleme des trois corps et les équations de la dynamique. 171

dL _ dR di _ dR
<) at ~ dl’ at — 4L’
5

gl_q*_dR (lg ﬂl

de ~ dg’ at —  d@’

Je désigne par a,e et n le grand axe osculateur, I'excentricité et le
moyen mouvement de la troisiéme masse; jJappelle I 'anomalie moyenne
de cette troisiéme masse et g la longitude de son périhélie.

Je posc ensuite:

L=ya, G=yai=a.

Je choisis les unités de telle fagon que la constante de Gauss soit égale
& 1, que le moyen mouvement de la seconde masse soit egal a I et que
la 1ong1tude de cette seconde masse soit égale a ¢.

Dang ces conditions, l'angle sous lequel la distance des deux der-
niéres masses est vue de la premiére ne différe de I 4 g—1¢ que par une
fonction périodique de I de période 27.

La fonction R est la fonction perturbatrice ordinaire augmentée de

—;-a = 5%—2 Cette fonction ne dépend que de L, de ¢, delet del + g—¢;

car la distance de la seconde masse & la premiére -est constante et la
distance de la troisitme & la premiére ne dépend que de L, G et [.
Cette fonction est d’aillcurs périodique de période 2z tant par rapport a
! que par rapport a [ 4+ g —¢.

On conclut de la que Ton a:

dR | dR
Ty =

et que les équations (5) admettent comme intégrale:
R 4 G = const.

Nous allons chercher & ramener les équations (5) & la forme des
équations (1). Pour cela nous n’avons qu'a poser:

%, =G, | x2=L,
h=9—1t Yy, =1
F(xl?xwyl’yz) =R + G,
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et les équations (5) reprennent la forme:

d.‘t,; L ar d']/,; _ dF
(1) @ oy A= e
La fonction F dépend d'un paramétre trés petit g qui est la masse du
second corps et nous pouvons écrire:

F=F, + uF,.

F est périodique par rapport a y, et y, qui sont des variables angulaires,
tandis que x, et x, sont des variables linéaires. Si l'on fait g = o, ¥
se réduit a F, et:

I

22}

F0=EI(—L+G=$1+

)

ne dépend plus que des variables linéaires.

11 résulte de la définition méme de L et de G en fonctions de a et
e que l'on doit avoir:

L*>@G* ou x> 1,
ce qui montre que z, peut varier depuis — z, jusqu'a + .
Si T'on suppose x, = -+ z,, l'excentricité est nulle; il en résulte que

la fonction perturbatrice et la situation du systéme ne dépendent plus
que de la différence de longitude des deux petites masses, c’est a dire de:

On en déduit:

ar _ax
dy,  dy,’
d’ou:
d(z, — z,) _
(6) @ =9

d'ou T'on conclurait (puisque la valeur initiale de x, — », est supposée
nulle) que x, doit rester comstamment égal a x,; mais ce n'est la pour
les équations (1) qu’une solution singuliére qui doit étre rejetée. En ce
qui concerne les solutions »particuliéres» que nous devons conserver,
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léquation (6) signifie simplement que quand z, — #, atteint la valeur o,
cette valeur est un maximum, ce qui est d’ailleurs une conséquence de
linégalité z; > 2i.

Si nous supposons maintenant x, = — x,, I'excentricité sera encore
nulle, mais le mouvement sera rétrograde (il I'est toutes les fois que z,
et z, ne sont pas de méme signe); alors F et la situation du systeme ne

dépendent plus que de l'angle:

—ltg—t=y —y,
ce qui donne:
af  dF

—_— —_— =0
dy1+dyg

Je vais maintenant traiter la question suivante:
Trouver une variable & telle que si z,,«,,¥, , y, satisfont aux éga-
lités et inégalités (2) et (3) (qui dans le cas qui nous occupe se réduisent a

F = O, x§>mf)

ces quatre quantités peuvent s'exprimer en fonctions uniformes de &,y, et y,.
Je traiterai d’abord la question dans le cas ou g = 0 et ou

I
F = FO = '2;: + Xy
Envisageons un plan et dans ce plan un point dont les coordonnées
sont:
X = —c, Y =z,
Alors les égalités et inégalités (2) et (3) s'écrivent:

X+—2%=o, Y>X+c¢>—Y.

Construisons la courbe:

et les deux droites:
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Ces droites et cette courbe peuvent étre dans deux situations diffé.
rentes, représentées par les figures 4 et 3.

Chacune des deux figures devrait se composer de deux moitiés sy-
métriques par rapport a l'axe des z, mais nous n'avons représenté que
la moitié qui est au-dessus de cet axe. Dans le cas de la figure 4, la
courbe nous offre deux arcs utiles BC ct DE pendant que les arcs AB
et CD doivent étre rejetés a cause de Vinégalité ¥Y? > (X +¢)’. Duns
le cas de la figure 5, il n'y a qu'un arc utile BC et l'arc 4B doit
étre rejeté.

Fig. 4. Fig. 5.

0 X

Le passage de la figure 4 a la figure 5 se fait quand la droite CD
devenant tangente a la courbe, les deux points C ¢t D se confondent.
Cela a lieu pour:

C =

[SEEIS

, X=—-, Y = 1.

Nous nous supposerons dans ce qui va suivre placés dans le cas de
la figure 4 et nous envisagerons seulement V'arc utile BC; c’est en effet
le cas le plus intéressant au point de vue des applications.

Posons:
2, —2, L—G

E=z2+x,=L+G’

on voit que & sannule au point C et devient infini au point B et que
quand on parcourt l'arc BC depuis C jusqu’'en B, on voit & croitre
constamment depuis o jusqua + oo. Si donc on se donne £, le point
correspondant de Yarc BC sera entiérement déterminé, ce qui revient &

-

dire que z, et x, sont fonctions uniformes de &.
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Qu’arrivera-t-il maintenant si g p’est plus nul, mais seulement tres
petit?

Faisons encore
Y%
- z, + =,

3

et voyons si en tenant compte des relations
(7) F=C, £€> o, z, > o,

z, et x, seront encore fonctions uniformes de &, de y, et de y,. Pour
quil cessit d’en étre ainsi, il faudrait que le déterminant fonctionnel:

3§, F)
3, , @)

s'annuldt pour un systéme de valeurs satisfaisant aux conditions (7). Or
cela narrivera pas si p est assez petit et si C est assez différent de g

Dans la. plupart des applications, ces conditions seront remplies;
nous pourrons donc prendre € comme variable indépendante; cette va-
riable sera essentiellemeut positive et x, et x, seront fonctions uniformes
de &,y, et y,. ‘

Toutefois pour trouver le mode de représentation géométrique le
plus convenable, il faut encore faire un changement de variables. Posons:

H4

& = %; + x,, Ty = Ty — Ly,
’ I , I
Yy = > (.% + ?/2)’ Yy, = P (."/1 _ye)'

Aprés ce changement de variables, les équations conserveront la
forme canonique:

de, _ dF dy,  dF
dt ~— dy;’ dt — dx’
du, dF dy,  dF
dt — dy,’- dt ~—  dey’

" On voit aisément pourquoi j’écris cette dernitre relation; 1'arc BC comme on le
voit sur la figure est tout entier au-dessus de 1'axe des X, ce qui entratne l'inégalité
#, > 05 il est clair que cette inégalité subsistera encore pour les valeurs suffisamment
petites de p. .
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On voit que y; et y; sont encore des variables angulaires; quand en
effet y; ou y; augmente d’'un multiple de 27, y, ct y, augmentent aussi d'un
multiple de 27 et par conséquent la situation du systéme ne change pas.

Mais il y a plus; quand on change simultanément y; et y; en y; + =
et y, + 7,y, ne change pas et y, aungmente de 27. La situation du
systéme ne change donc pas.

Cela posé nous représenterons la situation du systéme par le point
de U'espace qui a pour coordonnées rectangulaires:

X = cosy;ef™, Y = sinyjef* s, Z = £siny,.

Pour & = o la situation du systéme ne dépend pas de y; et il en est de
méme du point représentatif qui est alors sur le cercle

X4 YV'=1, Z=o.

Pour & = oo, la situation du systéme ne dépend pas de y; et il en
est de méme du point représentatif qui est alors sur I'axe des Z si cos y;
est négatif et & linfini si cosy, est positif.

A chaque point de Tespace correspond donc une situation du sys-
téme et une seule; réciproquement, & chaque situation du systéme corres-
pondent, non pas un, mais deux points de l'espace et en effet aux deux
systémes de valeurs (z;, 2, yi,9,) et (z, 2,9 + 7,9, + =) corres-
pondent deux points différents de l'espace, mais une seule situation du
systéme.

Les équations (1) admettent les invariants intégraux:

S (dz,dy, + de,dy,) = [(dzidy; + dz;dy))
et

f dr,dy dr,dy, = f dx,dy dz,dy,.

Si nous transformons cet invariant par les régles exposées dans le
§ 7 nous verrons que:

»

erdedy.dy, #*dXdY dZ

iF  dF = aF . dF
L 2 P + v
i b (“‘ dz T d%) (X + 17

est encore un invariant intégral.
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Comme & est essenticllement positif, la quantité sous le signe f est
de méme signe que:

,dF ,dF dF aF
le—l—m?C—i—x;—leE—l—x?d—w—z-

Or pour g = o, on trouve:

wdF"I' aF 1
1[;?1 xadxz_xl zi

Si nous nous supposons placés dans le cas de la figure 4 et sur larc
BC, nous devons supposer: ’

C>§, 7<%, 0<% <I,
d’ou Ton tire:

3

I
z, —w—§=3x1—-20<3w1—2.5=3(xx—1)<o.

dr
da,
sera encorc de méme quand g cessera d’étre nul, pourvu que C soit assez

différent de g

.. ar . o
Ainsi @ o— + @, est toujours négatif quand g est nul. Il en
1

Dans ces conditions l'intégrale:
zdXdYdZ

§(X* + Y’)(- o 3 'dF>

@y ——;
1 2
dz, da,

est un invariant positif.

Pour s = o, les équations (5) s'intégrent aisément comme on le sait
et on trouve:

L = const., (G = const,., g = const., ! = nt 4 const.

Les solutions ainsi obtenues sont représentées dans le mode de repré-
sentation géométrique adopté par certaines trajectoires. Ces trajectoires

sont fermées toutes les fois que le moyen mouvement » est un nombre
Acta mathematica. 13. Imprimé le 2 octobre 1890, 23
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commensurable. Elles sont tracées sur des surfaces trajectoires qui ont
pour équation générale
& = const.

et qui sont par conséquent des surfaces de révolution fermées analogues
a des tores.

Nous verrons dans la suite comment ces résultats sont modifiés quand
p n'est plus nul.

Comme second exemple, je reprends l'équation dont j'ai déja parlé

a la fin du § 11
P’
;lt/:-{- n’o + mp® = pR,
R étant une fonction de p et de ¢, holomorphe par rapport a p et

gannulant avec p et périodique par rapport & f. Cette équation peut
g'écrire en reprenant les notations du paragraphe cité:

dp P do__ dF i _ dF dy __dF
dt ~— do’ at —  dp’ dt  dy’ dt —  de
avec:
dp 7 o’ n’p? R 1
¢=t, F=o =S+t —ufRp, §dp + 7
Posons:
-
0 = \/ny2z, COSY,, p = J:\/zml siny,.
n

Les équations conserveront la forme canonique des équations de la dyna-
mique et la fonction F dépendra de deux variables linéaires z, et » et de
deux variables angulaires y, et £.

On voit aisément que quand on se donne la constante des forces
vives C, z,,y, et & la quatriéme variable » est entiérement déterminée;
on a en effet:

7 = C— nx, —:—':gx? sin’y, + p.fR(p , €)dp

Pour z, =0, la situation du systéme ne dépend pas de y,. Nous
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pouvons donc adopter pour représenter cette situation le point dont les
coordonnées sont:

X = cos gm0, Y = gin &em %, Z = g, siny,.

A chaque situation du systéme correspond ainsi un point de I'espace
et inversement. Il faut excepter les points & l'infini et les points de I'axe
des Z qui nous donneraient z, = co et par conséquent un résultat illusoire.

Comme troisiéme exemple, envisageons un point mobile pesant se
mouvant sur une surface parfaitement polie et dans le voisinage d’une
position d’équilibre stable.

Prenons pour origine le point le plus bas de la surface; pour plan
des xy le plan tangent qui sera horizontal; pour axes des x et des y les
axes de lindicatrice de fagon que 1’équation de la surface s'écrive:

2 bZ
Z:a_zm_ +7y+/1¢(x7y)’

¢(xz,y) étant un ensemble des termes du 3™ degré au moins en z et en
y et p un coefficient trés petit.

Nous aurons alors en appelant 2’ et 3’ les projections de la vitesse
sur les axes des x et des y

m:z 12
F="+% 4 g,

de _ dF dy dF o iF &y aF

dt ~ da’’ dt — dy’ at ~  dm’ at

==
Changeons de variables en posant:

V22,

X = Yoa CosY,, &' = 2z, \ga siny,,
2, ' N —
g

Les équations différentielles conserveront la forme canonique des équa-
tions de la dynamique. L’équation des forces vives s’écrit:

\/g—axl + \/977‘%2 + ﬂgfo(xl ’ 1?2 ’ yl ) ya) = 0’
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¢ désignant la méme fonction que plus haut, mais transformée par le
changement de variables. Comme z, et z, sont essentiellement positifs
(ainsi d’ailleurs que les coefficients a et &), 'équation des forces vives
montre que ces deux quantités restent toujours inférieures & une certaine
limite. D’aprés la définition de la fonction ¢ cette fonction s’'annule avec
x, et x,, et il en est encore de méme de ses dérivées partielles du 1°
ordre. Nous en conclurons que p étant trés petit, la fonction pp et ses
dérivées du 1 ordre ne pourront jamais dépasser une certaine limite
supérieure trés petite. Nous pouvons donc écrire:

< \/ a do
g .
g’ e,
Faisons maintenant z, = &z,; le rapport £ sera essentiellement po-
sitif. L’équation des forces vives devient:

de
i

9) x,(Vga + Vgb &) + pge (@, s &x,5 9,5 ¥,) = C.

La dérivée du premier membre de (9) par rapport a x, sécrit:

— — d d
Vga + ygbf"*‘ﬂgd_:il +#5,9(—£;°
En vertu des inégalités (8), cette expression est toujours positive, ce qui
montre que l'on peut tirer de I'équation (9) x, en fonction uniforme de
£,y, et y,, et par conséquent que la situation du systéme est complete-
ment définie par les trois variables ¥y, , y, et &.
Pour & = o la situation ne dépend pas de y,, pour & = co elle ne
dépend pas de y,.
Nous représenterons donc cette situation par le point:

X = cosy, et n, Y = siny, e, Z = Esiny,.

A chaque point de l'espace correspondra ainsi une situation du sys-
téme et réciproquement.

Les exemples qui précédent suffiront, je pense, pour faire comprendre
I'importance du probléme qui va nous occuper dans ce chapitre et la
facon dont on peut varier les modes de représentation géométrique.
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CHAPITRE IL

Etude des surfaces asymptotiques.

§ 16. Exposé du probléme.

Reprenons les équations de la dynamique en supposant deux degrés
de liberté seulement, et par conséquent quatre variables z,, z,, ¥, et y,.
D’aprés ce que nous avons vu aux § 14 ces équations admettent certaines
solutions particuliéres remarquables que nous avons appelées asymptotiques.
Chacune de ces solutions asymptotiques est représentée, dans le systéme
de représentation géométrique exposé au paragraphe précédent, par cer-
taines courbes trajectoires. L’ensemble de ces courbes engendrent certaines
surfaces que nous pouvons appeler surfaces asymptotiques et que nous
nous proposons d’étudier. '

Ces solutions asymptotiques peuvent se mettre sous la forme suivante:

r, = ¢, (t, w)’ T, = ;02(t, w>’ Y =nt + 503(t ’ w))

(1)
' Yy = nt + ¢4(t ’ w)’

w étant égal & Ae™, et A ébtant une constante arbitraire. De plus ¢,
¢,, ¢, et ¢, sont (par rapport a f,w étant regardé un instant comme
_une constante) des fonctions périodiques de période I et n T et n,T
sont des multiples de 2.

Si entre les équations (1) on élimine ¢ et w, il viendra:

(2) v Ty = fl(yl ’ yﬂ)’ Ty = f?(yl ’ -1/2)

et ces équations peuvent étre regardées comme définissant nos surfaces
asymptotiques. Nous avons vu ensuite que si I'on cherche a développer
¢, , ¢,, ¢, et @, suivant les puissances de \j, on arrive & des séries qui
sont divergentes, mais que ces séries représentent néanmoins asymptotique-
ment ces fonctions lorsque g est trés petit.

Je rappelle que je conviens de dire que la série

A, + A+ ...+ A2 + ...



182 H. Poincaré. § 16.

représente asymptotiquement la fonction F(x) pour w trés petit, quand
on a:
. Fla)— A, — Az —...— Ag2?

lim =0 pour z = O.
xP

J’ai étudié dans les Acta mathematica, tome 8, les propriétés des
séries divergentes qui représentent asymptotiquement certaines fonctions
et j’al reconnu que les régles ordinaires du calcul sont applicables &
ces séries. Une égalité asymptotique, c’est a dire une égalité entre une
série divergente et une fonction qu'elle représente asymptotiquement,
peut subir toutes les opérations ordinaires du calcul, a l'exception de la
différentiation.
Soient donc

al(t,w,\/(_z), o,(t,w, \Ju), ot, w, ), o,(t,w, Vu

les séries divergentes ordonnées suivant les puissances de j» qui repré-
sentent asymptotiquement ¢, , ¢,, ¢, ¢,.
Nous aurons alors les quatre égalités asymptotiques:

z, = o(t, w, Ju) x, = o,(t, w, ),

(3) - }
Yy = mt + o,(t, w, yp) Yy =Mt + a,(t, w, Jp)

Nous pourrons éliminer ¢ et w entre ces égalités d’aprés les régles ordi-
naires du calcul et nous obtiendrons ainsi deux nouvelles égalités asymp-
totiques:

(4) T, = 81(?/1 ' Yg \/f—l)’ Ty == 82(?/1 'y Ya s \//:)’

ou s, et s, sont des séries divergentes ordonnées suivant les puissances
de (/. et dont les coefficients sont des fonctions de y, et de y,.

En général, il n’est pas permis de différentier une égalité asymp-
totique; mais nous avons démontré directement a la fin du § 14 que
dans le cas particulier qui nous occupe, on peut différentier autant de
fois que l'on veut les égalités (3), tant par rapport a £ que par rapport a w.

Nous pouvons en conclure qu'il est permis également de différentier
les égalités (4) autant de fois qu'on veut par rapport a y, et a y,.

Nous nous proposons d'étudier les surfaces asymptotiques définies
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par les équations (2). Les fonctions z, = f,, «
ces équations devront satisfaire aux équations

, = [, qui entrent dans

dF dz, | dF da,
do. dy. T @, dy, +dql ©

iF dz, | dF de,
dwdy+dwdy+gg7, o-

(5)

Nous allons procéder par approximations successives; dans une premiére
approximation nous prendrons pour équations des surfaces asymptotiques
les équations (4) en nous arrétant au second terme des séries (c’est a dire
au terme en j) inclusivement. L'erreur commise sera alors du méme
ordre de grandeur que pu.

Dans une seconde approximation, nous prendrons encore pour équa-
tions des surfaces asymptotiques les équations (4), mais en prenant un
plus grand nombre de termes dans les séries. Nous pourrons en prendre
un assez grand nombre pour que lerreur commise soit du méme ordre
de grandeur que g”, quelque grand que soit p.

Enfin dans une troisiéme approximation, nous chercherons a mettre
en évidence les propriétés des équations exactes des surfaces asymptotiques,
c’est & dire des équations (2).

Nous devons donc d’abord chercher & former directement les séries
s, et s, des équations (4). Ces séries, substituées & la place de z, et de
,, doivent satisfaire formellement aux équations (5).

Nous sommes donc conduits & chercher des séries ordonnées suivant
les puissances de /., qui satisfassent formellement aux équations (5). Les
coefficients de ces séries seront des fonctions de y, et de y, qui ne devront
pas changer quand y, et y, augmenteront respectivement de n, 7" et n,T.

Mais nous trouverons une infinité de séries qui satisfont & ces condi-
tions. Comment distinguer parmi celles-la, celles qui doivent entrer
dans les égalités (4)? Nous avons vu plus haut que dans notre mode
de représentation géométrique, la solution périodique considérée est repré-
sentée par une courbe fermée et que par cette courbe fermée, passent
deux surfaces asymptotiques. On passe de I'une & l'autre en changeant
Vi en — .

Si donc dans les équations (2) on change z en — /i, on obtient
une seconde surface asymptotique qui doit couper la premiére.
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En d'autres termes, si on considére les deux surfaces asymptotiques
ainsi obtenues comme deux nappes d’une méme surface, on peut dire
que cette surface a une courbe double.

Soit s? et s la somme des p premiers termes des séries s, et s,,
les équations:

o= 8Y(,» Yy » V) Ty = 50015 Y3 s Vit
' x1=311)(y1’y27_\//_‘)’ xQ:Sg(yl’y?’_\/l_‘)

(6)

représenteront deux surfaces qui différeront peu des deux nappes dont
je viens de parler et qui par conséquent devront se couper.
Si 'on considére ces deux surfaces comme deux nappes d'une surface
unique, on peut dire que cette surface unique présente une courbe double.
Nous verrons dans la suite que cette condition suffit pour faire
distinguer les séries s, et s, parmi toutes les séries de méme forme qui
satisfont formellement aux équations (5).

§ 17. Premiére approximation.

Reprenons nos hypothéses ordinaires, a savoir: que quatre variables,’
deux linéaires x, et x,, deux angulaires y, et y, sont liées par les équa-
tions:

de, _ AP de, _ dF
) dt — dy,’ dt —  dy,’
I
dy, ___dF -y, dF
at —  de,” 4t = da,

Que la constante C des forces vives étant regardée comme une des
données de la question, ces quatre variables satisfont a I'équation:

(2) F(xl’xﬂ’yl’y2)=07

de telle fagon qu'il n'y en a que trois d'indépendantes.

Que 'on a adopté un mode de représentation géométrique tel qu’a
toute situation du systéme correspond un point représentatif et réci-
proquement.
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Que F dépend d'un paramétre trés petit g, de telle facon qu'on
puisse développer F suivant les puissances de p et écrire:

F=F 4 pF, + p*F,....

Que F, ne dépend que de z, et z, et est indépendant de y, et de y,.

Ces conditions sont remplies dans le cas particulier du probléme des
trois corps qui nous a servi d’exemple au paragraphe précédent.

Supposons que pour certaines valeurs de z, et de z,, par exemple
pour:

Xy = &y, Ly == Xy
les deux nombres:
_aF, . _dF,
de, dz,

(que jappelleral pour abréger #, et #,) sont commensurables entre eux.
D’aprés ce que nous avons vu dans le § 11 & chaque valeur com-

n , .
mensurable du rapport o correspond une équation
2

d
9‘!: = 0,
do

‘qui portait le n° 7 dans le paragraphe cité, et a chaque racine de cette
équation (7) correspond une solution périodique des équations (1).

Nous avons vu ensuite dans le § 12 que le nombre des racines de
Iéquation (7) est toujours pair, que la moitié de ces racines correspond
a des solutions périodiques stables et 'autre moitié & des solutions instables.

Les équations (1) ont donc si p est assez petit des solutions périodiques
instables.

Chacune de ces solutions périodiques sera représentée dans le mode
de représentation adopté par une courbe trajectoire fermée.

Nous avons vu au § 13 que par chacune des courbes fermées qui
representent une solution périodique instable, passent deux surfaces tra-
jectoires dites asymptotiques sur lesquelles sont tracées en nombre infini
des trajectoires qui vont en se rapprochant asymptotiquement de la courbe

trajectoire fermée.
Acia maihematioa. 13. Imprimé le 3 octobre 1890. - 24
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Les équations (1) nous conduisent donc & une infinité de surfaces
trajectoires asymptotiques dont je me propose de trouver 1'équation.

Voyons d'abord sous quelle forme se présente en général 'équation
d'une surface trajectoire. Cette équation pourra s'écrire

r, = @l(yl ’ yz)? Ty = ¢9(?/1 ’ ya)’

®, et @, étant deux fonctions de y, et de y, qui doivent étre choisies
de telle sorte que l'on ait identiquement:

F(Qw @273/1’?/2)20'

Ces deux fonctions @, et &, devront dailleurs satisfaire & deux
équations aux dérivées partielles:

iﬁ:dwl+dFdx, dF__O
) dz, dy, ' dz,dy, ' dy,
3

dF dz,  dF dw,  dF _

__3 + — ==
de, dy, ° de,dy, = dy,

11 pourrait d’ailleurs nous suffire d’envisager la premiére de ces équa-
tions, car on peut en faire disparaitre x,, en remplacant cette variable
par sa valeur que l'on peut tirer de (2) en fonction de z,, de y, et de y,.

Voici comment nous procéderons pour intégrer les équations (3) en
supposant que , et x, sont trés voisins de 2] et de x3, et que le rapport
n
- est commensurable.

2

Nous supposerons que z, et z, sont développés selon les puissances

de \x et nous écrirons:

2, = 2} + oiyi + o+ Buge +
2y = 2 + Ty + 2+ dpyE + o

et nous chercherons & déterminer les fonctions ¥ de telle fagon qu’en
substituant dans les équations (3) & la place de x, et de x, leurs valeurs
(4), ces équations soient satisfaites formellement.'

(a)

1 Si &) et x5 étaient choisis de telle sorte que le rapport 171 soit incommensurable,
3
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Si dans F' nous substituons & la place de x, et de x, leurs valeurs
(4), F deviendra développable suivant les puissances de (. et on pourra
écrire

F=H, + ypH, + pH, + pyeH, + ...

On voit d'ailleurs sans peine que:

= Fo(x(l) ’ xg):

JdF, | dF

0 []

1 1
—2 e = e Ry — N
ldac‘{i 2dmg Lt 2

H,
H =z
.H; = F1(x(1) s xg s ?/1 s y?)\

sza 1,1 dgFo B |
—d—m‘,’)_z+ 2x1wzm + (ﬂ'}2)

2 d°F,
(da3)*

+| ()’

2 2
] - N Ty — Ny %y,

et plus généralement:

H, = 6, — [Lale™ + M@ia™ + ojai™) + Njad™] — myat — nyzi,

z 0 1 k—2 0 1 k—2
6, ne dépendant que de ¥, , 9, 2}, &1, ..., L2, X0, Lyy ..., X5

, et en
posant pour abréger '

L= _%F, M —

d'F, #*F,
dx))®’ T daldal’

V==t

La premiére des équations (3) nous donne alors, en égalant les puissances
semblables de j:, une suite d’équations qui nous permettront de déter-
miner successivement x%, 2!, 27, ..., .

Nous pouvons toujours supposer que #, = o. Car si cela n’avait
pas lieu nous poserions:

2 = ax, + bw,, ¥ = ady,—cy,,
xy = ¢, + d,, Yy = —by, + ay,,

on pourrait se contenter de développer z, et x, suivant les puissances de p (et non de Vu).
On arriverait ainsi & des séries, qui A la vérité ne seraient pas convergemtes au scns
géométrique du mot, mais qui comme celles de M. LINDSTEDT pourraient rendre des ser-
vices dans certaing cas.
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a,b,c,d étant quatre nombres entiers tels que
ad — bc = 1.

Aprés ce changement de variables les équations conservent la forme
canonique.

La fonction F qui est périodique de période 27 par rapport a ,
et a y,, est encore périodique de période 27 par rapport & y;' et & y;'.
Le changement de variables n’a donc pas altéré la forme des équations (1).

Les nombres n, et », sont remplacés par deux nouveaux nombres
ny' et m, qui jouent par rapport aux équations transformées le méme
réle que n, et m, par rapport aux équations primitives et I'on a:

n' = dn,—cn,,
ny = —bn, + an,.

Mais le rapport de =», & m, étant commensurable par hypothése, il est
toujours possible de choisir les quatre entiers a,d,c,d de telle sorte que

n, = —bn, + an, = o.

Nous pouvons donc, sans restreindre la généralité, supposer que =,
soit nul; c'est ce que mnous ferons jusqu'a nouvel ordre.

Nous supposerons en méme temps n, 7 = 2r.

Si aprés cette simplification, nous égalons les coefficients de /; dans
les deux membres des deux équations (3) il viendra

da! dz,

(5) T
ce qui montre que x; et x} ne dépendent que de y,.

Egalons maintenant les coeflicients de p dans les deux membres de
la premiére des équations (3), il viendra, en tenant compte des équations (5):
dx}

dey | dF,
L5 =0
dy,

— (Mz; + Nzj)-—

(©) " dy, " dy,

Nous mnous proposerons dans ce qui va suivre de déterminer les
fonctions 2} de telle fagon que ce soient des fonctions périodiques de y,,
qui ne doivent pas étre altérées quand, y, conservant la méme valeur,
y, augmentera de 27.
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Nos fonctions pourront alors étre développées en séries trigonomé-
triques suivant les sinus et cosinus des multiples de y,. Nous conviendrons
de représenter par la notation

v}

le terme tout connu’ dans le développement de la fonction périodique U,
suivant les lignes trigonométriques de y, et de ses multiples. Dans ces

conditions on aura:
[d U] _
ay,1 =

et je puis écrire

[ arat + oy 2]

dy, =9
|tz 4 2 1= [%]

Comme #} et 2; ne dépendent pas de y,, je puis écrire plus simplement:

ey ) et [dF,
) =0 o (Ma 4 Ne) 3t =[50 ]

La premiére de ces équations montre que z! se réduit & une constante.
Quant & la seconde, elle est facile & intégrer. On a en effet:

[ﬂﬂ]_ﬂd{m
Ldy, 4 dy, ]

ce qui nous donne pour lintégrale de I'équation (7)

() Maizy + (5 = [F,) + C,,

C, désignant une constante d’intégration.

Mais &1 nous regardons la coustante des forces vives C comme une
des données de la question, nous ne pouvons plus considérer les deux
constantes z} et C, comme arbitraires. On doit avoir en effet identique-
ment

FzHo'{"\//—"Hl + pH, +/*\/Z‘H3+"'==C
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ou

ou:
0 0 1
Fo(xl y wa) = C, -_— T = O

Ainsi la constante z} est nulle, ce qui apporte de nouvelles simpli-
fications dans nos équations.
L'équation (8) devient en effet

o — V205 + ).

Nous nous contenterons dans ce paragraphe d'écrire et de discuter
les équations de nos surfaces trajectoires en négligeant les termes en u
et ne tenant compte que des termes en .

Nous supposerons donc que z, et x, sont définis en fonction de y,
et de y, par les équations suivantes:

i

5= 23 + Vizs = o+ \/ L (F] + C).

D’aprés cela, z, serait une constante et x, une fonction de y, seulement,
indépendante de y,. B

Revenons & notre premier exemple du § 15. Ce que nous dirons
sappliquerait également aux deux autres exemples, mais c'est sur le
premier que je veux insister parce que c'est un cas particulier du pro-
bléme des trois corps.

Nous avons vu que l'on pouvait représenter la situation du systéme
par le point P qui a pour coordonnées rectangulaires:

cosy;eF s giny)ef ™z £sinyl,
ou

, 2, —e, L—G .,

, 1 I
n=z;0 4w g=;0—uw) = eFa_LIFe-

ylzg—t’ y2=l'
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Nous avions observé de plus que les variables
2 = 2, + z,, Zy = 2, — T,

forment avee y; et y; un systéme de variables canoniques.

Nous pouvons donc regarder &, y; et y, comme un systéme parti-
culier de coordonnées définissant la position du point P dans lespace,
de sorte que toute relation entre £, y; .y, est I'équation d'une surface.

Mais ensuite, nous avons du faire un autre changement de variables.

Nous avons posé:

x) = av, + dz,, yy = dy, — cy,,
@y = cx, + dz,, Yy, = — by, + ay,,

en choisissant les nombres entiers a, b, ¢, d de facon a annuler le nombre
que nous avons appelé n,’.

Aprés ce changement de variables, nous avons supprimé les accents
devenus inutiles et nous avons restitué le nom de x, ,x,,¥y,,¥y, & nos
nouvelles variables indépendantes z;’, z,’, yi' et y,’. _

En conséquence, les variables que nous avons appelées , , z,, y, et
Y, dans tout le caleul qui précede, et auxquelles nous conserverons désor-
mais ce nom, ne sont pas les mémes que celles que nous avions dé-
signées par les mémes lettres dans le premier exemple du § 15, clest
a dire ¢, L,g—1¢ et l.

Il est clair que notre nouvel y, et notre nouvel y, sont des fonc-
tions linéaires de:

Bi=ig—t+D etde yh=1(9—t—1)

et que le rapport du mouvel =, au nouvel z, est une fonction linéaire
et fractionnaire de &.

Nous devons conclure de la que l'on peut définir complétement la
position du point P dans l'espace par le nouvel y,, le nouvel y, et le
rapport du nouvel z, au nouvel z, de telle fagon que toute relation

% , .
entre y,, ¥, et - est I'équation d'une surface.
1
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Que ce systéme particulier de coordonnées est tel que Yon peut
augmenter y, ou y, d'un multiple de 27 sans que le point P change.

L’équation approximative de nos surfaces trajectoires, en négligeant
les termes en u sera:

x 2 + wé\/‘;—z @) \/2
9 LA £ sl S T L WAy 7 c).
( ) &y xy + w}\//z x] + xy N([ 1] + 1)

Nous nous proposons tout d’abord de construire les surfaces repré-
sentées par cette équation approximative (9).

Observons d’abord que y, = o est I'équation d’une certaine surface
S et que la portion de cette surface qui nous sera utile est une portion
de surface sans contact.

En effet il suffit de montrer que l'on a:

dy,
P O.
i+
Or il en est évidemment ainsi, car si l'on pose

F=F, + pF + p°F, + ...

il vient:

dy, _ dF, o dl,
dt " -—#Zf; -/ de,

+ .

‘ . \ . dU A .
Le parametre p étant tres petit, —~ est de méme signe que %, et

dt
n, est une constante qui est toujours de méme signe.
d . R .
Donc Etll est toujours de méme signe et ne peut sannuler.
C. Q. F. D.

La positidn d’un point P sur la surface S sera définie par les deux

8

autres coordonnées y, et —*; ce systéme de coordonnées est tout a fait
es -

analogue aux coordonnées polaires, c'est a dire que les courbes:

@
-2 = const.
ml
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sont des courbes fermées concentriques et que le point P ne change pas
quand Vautre coordonnée y, augmente de 2.

Reprenons les surfaces définies par 1'équation (9) et étudions leurs
intersections avec la portion de surface S qui a pour équation y, = oO.

Je remarque d'abord que . étant trés petit, ces intersections diffé-
reront fort peu des courbes gﬁ= const.

1

Mais pour étudier plus complétement la forme de ces courbes d’inter-

section, il faut d’abord rechercher quelles sont les propriétés de la fonction

(]
Revenons aux notations du § 11. Dans ce paragraphe nous avons posé:
I = 2 A sin (myy, + my, + my, + h),

A et h étant des fonctions de 9, 2}, #3; comme nous n'avons plus ici
que deux degrés de liberté, j’écrirai simplement:

F, = 2A4sin (my, + my, + h).
En faisant ensuite:
Y, = n,t, ¥, = n,t + @,, o = (n,m, + nym)t + my@, + b,
nous trouvions:
F = X Adsinw.
Je posais ensuite:
¢ = Sdsino,
la sommation indiquée par le signe S s'étendant & tous les termes tels que:
mn, -+ myn, = 0;
d’ou
o = m,o, + h.
Dans le cas qui nous occupe, n, est nul; la condition m. » m,n, =0
7 e I 1771 2772
se réduit & m, = o et on a y, = @,; il vient donc:

2

¢ = S4 sin (m,@, + h) = S4 sin (m,y, + k).

Acta mathematica, 13. Imprimé le 2 octobre 1890, 25
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D'apres la définition de [F,], il suffit pour obtenir cette quantité
de supprimer dans l'expression de I tous les termes olt i, n’est pas nul;
il vient donec:

[F] = S4 sin (m,y, + ) = ¢.

Ainsi la fonction que nous appelons ici [F|] est la méme que mnous
désignions par ¢ dans la 1%° partie.

[F,] est par conséquent une fonction périodique de 7, et cette fonc-
tlon est finie; elle doit donc passer au moins par un maximum et par
un minimum.

Nous supposerons pour fixer les idées que [lf] varie de la fagon
suivante quand y, varie depuis O jusqu'd 27.

-

Pour y, = o [F|] passe par un maximum égal & ¢ .
Pour y, = %, [I,] passe par un minimum égal a ¢,.
Pour y, = 7, [I,] passe par un maximum égal a ¢,.
Pour y, = %, [I',] passe par un minimum égal a ¢,.

Pour y, = 2z[F|] reprend la valeur ¢,.

T P P Y

Ces hypothéses peuvent étre représentées par la courbe suivante
dont I'abscisse est y, et 'ordonnée [F]:

Fig. 6.

[E]

0

z xy

¥y =0, J: ) +\/f N([F1]+01)

Z, &,
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Nous verrons que selon la valeur de la constante d’intégration C,, ces
courbes affecteront des formes différentes.

Dans la figure (7), j'al représenté par un trait plein — — les
deux courbes €, = — ¢, et C, = — ¢,; ces deux courbes ont chacune
un point double dont les coordonnées sont respectivement:

2, x5
W—x = 2’ Yo = 75
et:
0
% = fc_;’ Yy = 7y
J'ai représenté par un trait pointillé ------- les deux branches

d'une courbe correspondant & une valeur de O, > — ¢,.

J’ai représenté par le trait mixte _.._.._.._.. une courbe corres-
A 12 .
pondant & une valeur de C, comprise entre — ¢, et — ¢,.
J'ai représenté par le trait ponctué ......... les deux branches d’une
courbe correspondant & une valeur de C, comprise entre — ¢, et — g,.

Pour €, = — ¢, l'une de ces deux branches se réduit & un point
]
’ ’ € s
représenté sur la figure en A4, —2=w—;, Y, = 7,; Vlautre branche est
. wl ‘l
représentée sur la figure par le trait x x x x x x,

Pour C, compris entre — ¢, et — ¢, cette seconde branche subsiste
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seule; pour C, = — ¢, elle se réduit 4 son tour & un point représenté
en B sur la figure et ayant pour coordonnées:
z 3 . o
v, 2’ Yo = ©
Enfin pour C, < — ¢, la courbe devient tout entiére imaginaire.

Les surfaces définies par 1’équation (1) ont une forme générale qu'il
est aisé de déduire de celle des courbes que nous venons de construire.

Considérons en effet une quelconque de ces courbes et par tous ses
points faisons passer une des lignes dont I'équation générale est:

@r

Y, = const.; * = const.

&y

L’ensemble des lignes ainsi construites constituera une surface fermée
qui sera précisément 'une des surfaces définies par I'équation (o).

On voit par la que ces surfaces seront en général des surfaces fer-
‘mées triplement connexes (c’est & dire ayant mémes connexions que le tore).

Pour ¢, > — ¢, ou pour C, compris entre —¢, et — ¢, on trouve
deux pareilles surfaces, intérieures l'une a l'autre dans le premier cas,
extéricures 'une a V'antre dans le second.

Pour C, compris entre — ¢, et — ¢, ou entre — ¢, et — ¢, on
n'a plus qu'une seule surface triplement connexe; enfin pour €, < — ¢
la surface cesse complétement d’exister.

1
Passons aux quatre surfaces remarquables:

y = e — —— —

C=—¢, —¢, —¢ & —g.

Les surfaces C, = —g¢, et C, = — ¢, présentent une courbe double
et ont mémes connexions que la surface engendrée par la révolution
d’un limagon de Pascarn a point double ou d'une lemniscate, autour d’un
axe qul ne rencontre pas la courbe.

La surface C, = — ¢, se réduit & une scule surface fermée triple-
ment connexe et a unc courbe fermée isolée; enfin la surface €, = — ¢,
se réduit a une courbe fermée isolée.

Dans le § 11 nous avons envisagé l'équation:
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qui portait le n° 7 dans ce paragraphe; nous avons vu qua chacune
des racines de cette équation correspond une solution périodique. Mais
dans le cas qui nous occupe, et d'aprés une remarque gque nous venons
de faire, cette équation peut s'écrire:

|dF,]
dy, ©

2

de telle sorte que les solutions périodiques correspondront aux maxima et
aux minima de [F,]. Dans le cas actuel, ces maxima, de méme que les
minima, seront au nombre de deux.

Nous aurons donc deux solutions périodiques instables correspondant
aux deux courbes doubles des surfaces C, = —¢, et —¢, et deux solu-
tions périodiques stables, correspondant aux deux courbes fermées isolées
des surfaces O, = —¢, et —o¢,.

Quelles sont parmi ces surfaces, celles ‘qui différent peu des surfaces
asymptotiques et les représentent en premiére approximation? D’aprés
ce que nous avons vu au § 16, ce seront celles d’entre elles qui présentent
" une courbe double, c’est & dire les surfaces C, = —¢, et C, = — ¢,.

§ 18. Deuxieme approximation.

Reprenons les équations (1) du paragraphe précédent et les hypo-
théses faites au début de ce paragraphe; écrivons:

@ o=} + e+ wip F vpyp .,
x, = a5 + a3\ + Tip - wpp 4+

imaginons que les coefficients de ces deux développements soient des fonc-
tions de y, et de y, et cherchons & déterminer ces coefficients de fagon
que ces équations soient compatibles avec les équations différentielles (1).
du paragraphe précédent, c'est a dire que l'on ait:

dF dz dF dz,  dF

doydy, @z g, T ay, =

dF dw, | dF dw, _ dF

i hateiiadict 2 —o

To,dy, T dn iy, T 3y,

(1)

C’est 1a le probléme que nous nous sommes propos¢ plus haut.
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Ce probléme peut étre présenté sous une autre forme (en se plagant
au point de vue des Vorlesungen tiber Dynamik).
Si @, et x, sont deux fonctions de y, et de y, satisfaisant aux équa-
tions (1), l'expression:
7,4y, + 7,4y,

devra étre une différentielle exacte. Si donc nous posons:
as = x dy, + x,dy,,

S sera une fonction de y, et de y, qui sera définie par 'équation aux
dérivées partielles:

as dS Y
(2) ‘ F(('i;:,@;,?/u%):(h

S pourra se développer suivant les puissances de \/u et 'on aura:

(3) §=8,+ Syp+ S,p+ Spve+ ...
S, 8 ,...,8,... seront des fonctions de y, et de y, et on aura:
dSk . E dAg), . E
dy, " @y, T

Je rappelle maintenant quelles conditions nous avons imposées dans
le paragraphe précédent, aux fonctions xf et «;; nous avons supposé d’abord
que 7 et z) devaient étre des constantes. On a alors

Sy = 2y, + 139,
dF, dF,

Si nous appelons ensuite n, et m, les valeurs de — o et — ¢

3 2
pour z, = i, ¥, = ¥;, ces quantités », et n, seront encore des constantes.
’ILl

L’analyse qui va suivre s'applique au cus ol le rapport — est commen-

3
surable. Dans ce cas on peut toujours, comme nous 'avons vu, supposer
n, = 0; c'est ce que nous ferons désormais, comme nous l'avons fait dans
le paragraphe précédent.
Nous avons supposé en outre dans ce paragraphe que af et z; sont
des fonctions périodiques de y, qui ne changent pas de valeur quand on

change y, et y, en y, + 27 et y,.
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; : d S . T
Il résulte de la que d—? et g?b" sont des fonctions périodiques par
1 2

rapport 4 y, et qu'on peut écrire:

A

(4) Slc = ?/1 + S;;

n,
A, étant une constante et S, une fonction périodique de y,.
Supposons que dans le premier membre de I'équation (2)
ds d8
F(ﬁ,@:’%,y»

on remplace S par son développement (3); on verra que F deviendra
développable suivant les puissances de \j et qu'on aura, ainsi qu'on I'a
vu dans le paragraphe précédent:

F=H + Hu+ Hp+ Hpjp+ ...,
les H étant des fonctions de ¥,, de y,, et des dérivées partielles de S,
S, S,, ete.
On voit d’ailleurs que H, dépendra seulement de S, H, de S, et
S,H,de §,,S, et S, de §,,8,,8,,S, etc.

On trouve d’ailleurs:

H, = F\(2}, ;) = C,

ds,

Hl =_n1d—yl’ N
as

H2 =—nl—0—l—y—:—+ ASI +K2,
as

H3 =—-nlzz‘y~s+ 2A82 +.K3,

H=-—nﬁ’

P 1 d% + ZASp—l + Kp?

ou l'on a posé pour abréger:
___I dgFo 1,2 szo 1.7 1,.p d’zFo 1 p]
ASP = E[W X127 "I—' W(xﬁ% + .’L"le) + (——dwg)gxgxg

et ou K, ne dépend que de S,, S,,..., jusqu'a S, ,.
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Cela posé, pour déterminer par récurrence les fonctions S,, nous
aurons les équations suivantes:

H -—~C, H=o0 H=o0 ..., H=o.
Si Ton supposait que les fonctions S;, S, ..., S, , fussent entiére-
ment connues, 1'équation
H,=o0
ou
ds,
(5) Mgy, = 285+ &

déterminerait la fonction S, a une fonction arbitraire prés de y,.
Mais ce n'est pas tout a fait ainsi que la question se présente.
Supposons que l'on connaisse complétement

S

0

Sy S

p—2

et que I'on connaisse S, , a une fonction arbitraire prés de y,.

Par hypothése les dérivées de S,, S, ..., S,_,, S, ; sont des fonc-
tions périodiques de y; donc K, et AS, , seront des fonctions pério-
diques de y,.

Désignons par [U] comme nous 'avons fait dans le paragraphe précé-
dent la valeur moyenne de U qui est une fonction périodique de y,.

S, doit étre de la forme (4); nous en concluons que:

F
dy,
74

doit étre une constante ?; indépendante de y,, de sorte que Yéquation
1

(5) nous donne:

(6) 2[AS ] + [K,] = 4,

et cette équation déterminera complétement S, ; (si I'on suppose que I'on

se donne, soit arbitrairement, soit suivant une loi quelconque, la con-
stante 4,).
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Nous trouvons d’abord I'équation:

ds
H =0 ou el (o]
! dy,

qui nous montre que S, est une fonction arbitraire de y,.
Nous en déduirons:

ds, ds, a8, dsS
2AS, = — M t 2
dy, dy, ' dy, dy,
(nous posons pour abréger:
@*P, d*F,
— M= daldal’ —N= (dad)?

comme nous l'avons fait dans.le paragraphe cité).
L’équation que nous trouvons ensuite en égalant a o la valeur
moyenne de H, est la suivante:

[AS] + [K] = 4.

Or

AS, = —-i‘—r(j—?i); [AS,].

D’autre part:
K, = F\(z{, 2%, 41 ?/})'

A, est une constante qui, ainsi qu'il est aisé de le voir, est précisément
celle que nous avons appelée — C, dans le paragraphe cité.
Il vient donec:

s,

d—y, = V__ZZV([FI] + 01)'

2

S, est ainsi entiérement déterminé & une constante prés; mais nous pou-
vons laisser cette constante de co6té, elle ne joue en effet aucun role
puisque les fonctions S n’entrent que par leurs dérivées.

L’équation (6) devient ensuite:

I b Ieimaued L el e

Acta mathematica, 13. Imprimé le 6 octobre 1890. 26
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Dans le second membre tout est connu; K, ne dépend que de S,

S,

df
p—1 . ’ ’ sy M
L9y Sy g3 ——— est connu puisque S, ; est supposée déterminée a

=2 Tay,
une fonction arbitraire prés de y,.

D’autre part 35‘ est indépendant de y ; le premier membre peut

donc s'écrire:

ds [dsS —1]
prgectt fo 2}
dy, L dy, I

de sorte que I'équation (7) nous donnera [%‘—]] en fonction de y,. Nous-
2

connaitrons donc [S,_,] a une constante prés et cette constante qui ne
joue aucun réle peut étre laissée de coté.

Nous connaissons d'une part S, ; & une fonction arbitraire prés de
Y,; d’'autre part nous connaissons [§,_,] en fonction de y,; donc S,_; est
entiérement déterminé. ‘

La constante C; joue un réle prépondérant. Supposons d’abord
qu’elle soit supérieure & la valeur que nous avons appelée — ¢, dans
les paragraphes cités et par conséquent que [F,] + C, soit toujours po-
sitif et % toujours réel et je pourrai ajouter toujours positif parce que

2
je suis libre de prendre le signe - devant le radical.

Je dis que dans ce cas, on peut choisir arbitrairement les constantes
d d . ) e g
A et que d—ys—" et —dﬁ’ sont des fonctions périodiques non seulement de y,,
1

mais encore de y,. (S, est alors de la forme

SP =AY, + Y, + Szl)l’

A, et p, étant des constantes pendant que S, est périodique de période
27 tant par rapport a y, que par rapport a y,.)
En effet, supposons que cela soit vrai pour:

s, ds, ds, ds, dS,_2 dSy_s dSy_: .
dyl ’dyz ’dyl ’dyse Y dyx ’ dya ’ dyx

. ) ds,_ d
Je dis que cela sera vrai encore pour 51 et 5.
dy, dy,
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En effet, nous avons par hypothése:

d8p—1
dy,

= ZAmlmz cos (m,y, + my, + a),

les A et les a étant des constantes, m, et m, étant des enticrs.
On aura ensuite par définition

dS -1 My=oC
[————d; ]= Zvo.m, cos (m,y, + a).’

my=

Mais on doit avoir

2 [ASp—-Q] + [Kp——]] = A —1

et par conséquent:

[dsp_,] p
dy, 1~ n,’

/p—1 étant une constante; on en conclut que:

, Aon
Ay, = 0 pour m, = o, Ay = E=.

|

Il vient ainsi

Spa =y, 4 Y A, O T T8 g ),
p #, 1 e 1M m,
m, et m, prenant toujours sous le signe X toutes les valeurs entiéres
telles que m, == o.
Ainsi, pour que S,_; soit de la forme voulue, il suffit que:

dsp_l]
dy,

. . T dS, 4" ip )y .
soit une fonction périodique de y,. Or [—%”——1_‘ est défini par I'équation:

J3

48, dS,,_l] _ s, [ds,,_l]
Vil - -]

K, ne dépendant que de S, S,,..., S,_, sera périodique en y,.
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dS,_ — d . , o
[ z 1] est une constante 2= '; de plus 5, est une fonction pério-
dy, n, dy,
dique de y, qui ne sannule jamais.

Il en résulte que dSp eut étre développé suivant les sinus et
q dy. p PP

les cosinus des multiples de y,.

On a ensuite:
as,

"y, =

2(AS,,) + K,
. ds, e
ce quil montre que dy, est périodique en y, ct y,.
1
Ainsi en choisissant pour C, une valeur supérienre & — ¢, et en

choisissant ensuite les autres constantes A,, 4,, ... d’une fagon arbitraire,

ds ds - , . .
on trouve pour . et —— des séries ordonnées suivant les sinus et les
1 Y.
cosinus des multiples de y, et de y,. Ces séries, quoique divergentes,
peuvent rendre des services dans certains cas.

Passons maintenant au cas de

C =%y

1

qui ainsi que nous l'avons vu au § 17 est celui qui correspond aux
séries qui représentent asymptotiquement les surfaces asymptotiques.
L’expression

[F,] + €,

n’est jamais négative, mais elle devient nulle pour une certaine valeur
de y, que nous avons appelée », dans le paragraphe cité. Je supposerai
dans ce paragraphe que cette valeur est nulle; jai le droit de le faire,
puisque cela n'implique qu'un choix particulier de l'origine des g,.
Ecrivons donc [F,] 4+ C, sous forme de série trigonométrique:

[F,]+ C, = X Ad,sinmy, + 2B, cosmy,.

Pour y, = o, cette fonction s'annule ainsi que sa dérivée, puisque
la fonction étant toujours positive, zéro est pour elle un minimum. II
‘en résulte que l'expression suivante:

#]+ 6,

sin’%
2
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est développable suivant les sinus et cosinus des multiples de y,; clest
une fonction périodique de y, qui ne sannule jamais et ne devient
jamais infinie.
Il suit de la que l'on peut écrire:
sin?

\/W-F—F— = 24, cosmy, + 2B, sinmy,

et par conséquent: :
2sinl
N

dy, XA, cos my, + 2By sin my, )

Nous pourrons écrire maintenant l'équation (7) sous la forme sui-
vante: '

V2N sin%

' A8y
= — ()
(7) ZAp cosmy, + LBy sin my2[ dy, ] » + (%),

@, étant une fonction connue de y,.
Cela posé¢, je me propose de démontrer que:

S, 45y
dy, dy

1 2

sont des fonctions périodiques de y, et de y,, dont la période est 2z par
rapport & ¥, et 4z par rapport & y,.
Supposons en effet que cela soit démontré pour:

) ds, ds, ds, ds, d8,2 dSp-2 dSpi
dy, > dy, > dy, " dy, 7 dy, 7 ody, 7 dy,
dSy_1 : s o ,
. est une fonction périodique de y, et de y,; d'autre part sa valeur
moyenne

dSp_l:, _ I !
(2=

est une constante indépendante de y,. Nous pourrons donc écrire:

Sp——l = ,’%Ap—lyl -+ 0p—1(?/x ’ 3/2) + & (?/2)
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0, (1 » y,) étant une fonction périodique de y, et y, et & _, une fonction
arbitraire de y, seulement. Il vient cnsuite:
A8,y dB,_y | Gy
dy, — dy, Tay,
d’ou
a[S] _ d{bp—] , AG
dy2 o d12 (lyﬁ
et

dSp__.] . d[Sp—l] . (l()p_] . 'i [0]7——1]

dy, dy, dy, dy, ’

flSp_] . (l [Sp~—\]

* fonction périodique de
ar, " est une fonc p q A

ce qui montre que

et de y,.

, . .. S,y
L’équation (7’) montre que cela est vrai également de ,Lﬁ—l] et par
Y, -

conséquent de 4

S, o ,
————d; > (quelle que soit d'ailleurs la constante 1)) et l‘equa-
3

. . LS,
tion (5) montre que cela cst vrai de ;y—’
1

Cela sera donc vrai des fonctions:

ds, 15,
Cop o U
dy, dy,
quel que soit l'indice p.
Il importe toutefois de remarquer que si ces fonctions sont pério-

diques, ce n'est pas une raison suffisante pour qu'elles puissent étre deé-
. . . . . ¥,
veloppées suivant les sinus et cosinus des multiples de y, et de =*. En

effet ces fonctions ne sont pas toujours finies, =auf pour un choix parti-
culier des constantes 4,; il est aisé de s'en rendre compte, car l'équation
(7') d’ot Ton doit tirer la valeur de

%]
dy,

. . [/ ’ .
a en facteur dans son premier membre sm'—;—’-. Done I'expression de

dSy_, . . , .
[d; ] contiendra smf au dénominateur.
2
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Les dérivées des fonctions S, pourront donc devenir infinies, mais
seulement pour

sin%‘:: o ou y, = 2kx.

Si y, a une valeur différente de 2kz, ces dérivées ne deviennent
infinies pour aucune valeur de y,; elles peuvent donc se développer sui-
vant les sinus et cosinus des multiples de y,.

Nous pouvons donc écrire par exemple:

dS,—1
dy,

— nilitp_l + X4, cosmy, + X B, sinmy,

4, et B, étant des fonctions périodiques de y, qui peuvent devenir in-
finies. 4
Imaginons maintenant que les constantes A, d'indice impair soient
toutes nulles; je dis que
ds, as,
dy, ' dy,

ne changeront pas quand on changera y, en y, 4 27 toutes les fois que
I'indice p sera pair et qu'au contraire ces deux fonctions changeront de
signe, sans changer de valeur absolue quand on changera y, en y, - 27,
toutes les fois que l'indice p sera impair.

Je suppose que le théoréme soit vrai pour:

ds, ds, dS, dS, Sy dSpy A5
dy, ’dy,” dy, dy,” 7777 dy, o dy, 7 dy,

et je me propose de démontrer qu'il est vrai également pour

dSy—1 s,
1y, @,
a8,

Si
dy,
il en sera de méme de:

est multiplié par (— 1! quand y, se change eny, -+ 2,

dS,_, dSp_1
dy, day, ]
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Nous avons trouvé en effet

dS, 1

B = 7:—/1,,_1 + 24, cosmy, + X B, sinmy,,

1
A, et B, étant des fonctions périodiques de y,.
. dSp
Sy =t

@y,

sera de méme de A, et B, et des dérivées de ces fonctions par rapport
a y,. Il en sera donc encore de méme de:

dSp_y [dSp_l] _ d A4, sin my, dBn cos my,
dy,  Ldy, _Zdy, m zdy, m

est multipli¢ par (— 1)?”' quand y, augmente de 27, il en

Nous avons maintenant &4 montrer que cela est vrai de

dS,,_l]
dy, I

Pour cela il est nécessaire d’étudier de quelle maniére K, dépend
des fonctions §,, S,, S,....,S,_,. Je me propose d'établir que l'ordre
de tous les termes de K, par rapport aux dérivées des fonctions d'indice
impair

Sl ’ S3 ’ Ss ’

sera de méme parité que p.

En effet, en faisant dans

(> g, o)

S=8 + Syn+ S+ -

nous avons trouvé:

F=H0+H1\/Z‘+H

Si je change \jx en — \u et qu'en méme temps je change §,, S, S,
etc. en — 8, — 8,, — 8, etc. sans toucher aux fonctions d’indice pair,
Pexpression de F ne devra pas changer.

Donc H, devra se changer en (— 1)"H,.

Cela montre que l'ordre de tous:les termes de H, par rapport aux
dérivées de S, §,, S, etc., devra étre de méme parité que p. Il devra
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done, comme je l'ai annoncé, en étre de méme des termes de K, puisqu’on

obtient X, en supprimant dans H, les termes qui dépendent de S,_, ou de S,.
Cela posé, changeons y, en y, 4 27; les dérivées de S, ne changeront

pas si ¢ est pair et au plus égal & p — 2; elles changeront de signe si

g est impair et au plus égal a p— 2. Donc K, se changera en (— 1)"K,.
Reprenons maintenant I'équation (7)

a8, [dS,—a| dS, [dS—
) S e e e A L B !

Quand on change y, en y, 4 2,

[K,] se change en (— 1)P[K,],

dsp_l] [ds,,_,]
se change e — ) =
[ dy, change en ) dy,

et

dasS
! ge change en — .
dy, & dy,

Nous pouvons méme dire que
), se change en (— 1Y4,.

En effet cela est vrai pour p pair parce que A, est une constante
indépendante de y,; cela est vrai encore pour p impair parce que nous
avons supposé que les A, d’indice impair sont tous nuls.

Il résulte de la que

dsp_l] » [dS,,_{J
—r— ge change en (— 1y} =2—
[ dy, & (=1 dy,

et par conséquent

S, d8,_,
—— en N BV it i
dy, (=1 dy,
C. Q F. D.
Je dis maintenant que Wy e changera en (— I)”d—sf-
dy, dy,

Acta, mathematica. 13. Tmprimé le 9 octobre 1890. 27
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Ecrivons en effet I'équation (5)

das
(5) n, d_yTp= 2AS, . + K,;

K, et AS, , et par conséquent le second membre de I’équation (5) seront

multipliés par (— 1) quand y, augmentera de 2x. Il devra donc en
. ds

étre de méme du premier membre et de E{—”-

J1

C. Q F. D.

Je vais maintenant démontrer que I'on peut choisir les constantes 4,
de fagon que les dérivées des fonctions S, ne deviennent pas infinies pour
Yy, = 2km.

Supposons que l'on ait choisi les constantes 2A,,4,,...,4,_, de
facon que

s, ds dS,_, d8,_, dS,

1
dy, >dy, > """ dy, 7 dy, ’ dy,

restent finies et que les constantes A, d'indice impair soient nulles; je

. ds,_, . dS,
me propose de choisir 4, de fagon que . et Q.
non plus infinies. Nous verrons en méme temps que A, devra étre nulle
si p est impair.

ne deviennent pas

T . dS,— .. .
Il est clair d’abord que si d d; ! reste finie, il en sera de méme de:
1
ASp1 [dsp_.l]
dy, dy,

et de

ds, [dS,_
¢p(y2) = [Kp] . Mdy, I:——(_l;/’Tl]

Reprenons maintenant I'équation (7’). Le coefficient de la quantité

. dSp,_ , cor o
Inconnue [:l; 1] sannule pour y, = 2km; pour que cette quantité in-
- 2

connue demeure finie, il faut que le second membre s'annule également
et que l'on ait:
O, (2kn) = A,.
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Comme @, ne change pas quand y, augmente de 4z, il suffira de
prendre k = o et k = 1 et d’écrire

@ 0,(0) = B,(27) = A,
Si p est pair, il n'y a pas de difficulté, on a:

?,(y,) = @p(:'h + 27)

et par conséquent:

¢p(o) = @p(zﬂ-)’

de sorte qu'il suffit de prendre:

A, = @,(0).

Si au contraire p est impair, on a:

wp(?ﬁ) == ¢p(y2 + 27[’)
et
0,(0) = — 0,(27),
de sorte que les équations (8) ne peuvent étre satisfaites que si T'on a:
?,(0) = @,(27) = 4, = o.

Nous avons donc & démontrer que pour p impair, @,(0) est nul.
Soit en effet:

et par conséquent

Je dis que a est nul.

Nous allons nous appuyer sur un lemme qm est presque évident.

Voici I'énoncé de ce lemme:

Soient ¢, et ¢, deux fonctions périodiques et de période 27 par
rapport a y, et a y,. On sait que si ¢ est une fonction périodique de

¥, par exemple, la valeur moyenne de (—Zf— est nulle. On aura donc

ff 991 gy, dyy — ff : dydyy = 0
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[/ d’”‘-—-d dJIdJo—O,

les intégrales étant étendues a toutes les valeurs de y, et de y, depuis
o jusqu'a 27.

Il est nécessaire pour que le lemme soit vrai que les fonctions ¢,
et ¢, soient continues, mals leurs dérivées peuvent étre discontinues. Ces
dérivées doivent seulement rester finies.

Cela posé, nous achéverons de déterminer la fonction S, ; non plus
par l'équation (7'), mais par 'équation suivante:

ou

dS,_1
2N s [ L
V2N sinZ® i,

24, cos my, + LB, sinmy,

(9) = —a cos?;—2 + 2,(y,).
Elle ne difféere de I'équation (7') que par cec que A, a été remplacé
Ys
par acost.

Cette équation montre d’abord que Sy est une fonction pério-
q que | 5= P

dique de y, et de période 27, (je rappelle que p est supposé impair).

De plus cette fonction ne devient pas infinie pour y, = 2kx, parce que le

second membre de I'équation (9) s'annule pour y, =0 et pour y, = 2x.
Posons ensuite

s, s, ds, 2lgs, , 2
& =d~1;+#%5l_y—,+#d_yt+"'+p2 7,’,‘“4'/1?77;

1dS 21 dS, .
— o 2z : o-p1
& + dy, + p dy + ... 4 p oy 5

2

7 sera une fonction de y,, de y, et de p définie par l'équation:

(10) F(&,&rysy,) =0C.
Il est aisé de voir que { est entiérement déterminé puisque nous
connaissons maintenant complétement §,, S,. ..., §,;. On pourra donc

tirer » de l’équation (10) sous la forme suivante:

1
7=nF L +pmp, At
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les 7, étant des fonctions périodiques de y, et de y,, de période 27 par
rapport a ¥, et 47 par rapport a y,.
De plus on aura:
g, d¢, _ Zdy

-.._.__. — 2 .
dy,  dy,~ oy,
Nous n’avons besoin que de y,; or on voit tout de suite que 7, est
donnée par 1'équation suivante:

\(1 1) ny, = 248, ; + K,

qui ne différe de I'équation (5) que par ce que l'inconnue y est désignée
par 7. ’ ‘

Cette équation montre que 770 est une fonction périodique de y,; il
faut chercher la valeur moyenne de cette fonction. Si l'on se reporte a
la signification de l'équation (9), on verra qu’elle exprime que la partie

moyenne du second membre de (11) est acosy?”. On a donc:

[%] = COS;

{, est susceptible de deux valeurs différentes qui se permutent 'une
dans l'autre, soit quand on change \j en — s soit quand on change
Y, en y, + 2m.

J’appellerai ¢, la plus grande des deux valeurs de { et ¢, la plus
petite.

De méme ¢ est susceptible de deux valeurs; Jappclleral ¢, celle
qui correspond & ¢, et ¢, celle qui correspond a ¢,.

Enfin 7 est susceptible de deux valeurs; jappellerai 7' celle qui
correspond & ¢, et %’ celle qui correspond & ¢,; 7, est susceptible de
deux valeurs que jappellerai de méme »; et 7’

La fonction ¢, est périodique de période 27 par rapport & y,; en
effet, quand on augmente y, de 2z, les deux valeurs de & se permutent
entre elles; donc ¢, qui est toujours égale a la plus grande de ces deux
valeurs ne change pas.

Pour la méme raison, ¢,, ¢, , ¢,, %, 9", 9, 5’ seront des fonctions
de période 27z par rapport & y,. '

Des définitions précédentes, il résulte que ¢,, ¢,, ¢, et ¢, sont des
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fonctions continues, quoique les dérivées de ces fonctions, de méme que
7' et %" puissent étre discontinues.

Nous sommes donc dans les conditions o notre lemme est applicable
et nous pourrons écrire:

7 jf A dy, dy, —f/ d;a‘__ dJ,(Zz,/,_o
z f °7 dy,dy, = d”‘—— )dyidy, = o
1 . d’!j L ’

ﬂ(l(y dyldy2 = 0,
ou enfin:
d(ﬂo ) dig —7) 4@ — ) _
ﬂ = dy, dy, +ﬂ[ d, dy, ]dyxdya = O.

Cette relation devra avoir lieu quel que soit p.
Mais quand g tend vers o 3 — 7, et 3" — ;" tendent vers o.
Donc on aura:

(12) lim[/‘i(i‘,’di:—v"’gdy,dyg =0 (pour p = o).

Transformons le premier membre de V'égalité (12). Je remarque
d’abord que p étant impair, %, est une fonction qui doit se changer en
— %, quand y, se change en y, 4 2z. Il suffit pour s'en convaincre
de se reporter 4 'équation (11). Nous avons done:

ou encore

776=—77(;’:j-—770
d’ot

ou
d(n, o d(+ 7,
/] 1) g dy, — ff % gy, dy, = 2 ff (£ ”)dyldh

Il reste & voir pour quelles valeurs des y nous devons faire 5, =+ 7,
et pour quelles valeurs des y nous devons faire 7, = — 7,.
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Si nous avons:

dS =348, s
9 aOp—2
+ + dy2 > o’

as, , ds,
(13) C@; + #c—l_y: + p

nous devrons prendre d’aprés notre convention:
p

ds, ds, ds, s, 2148, 4
552 dj + v dU + du + Jldy v + /’L dye
et
d - ds, - ds, 148,
&, +ﬂdy /1\//1@:+---+/l —@;‘

Si au contraire le premier membre de l'inégalité (13) est négatif,
nous devrons prendre:

dS _ds 2l d8,

2 =gy, VA dyl T dy,
et
- ds, P2dS,
S[) +J dy + + dy, ¢

Tout dépend donc du signe du premier membre de I'inégalité (13).
Egalons ce premier membre &4 0, nous obtiendrons une équation:

ds ds
——! -3 veoe =0
(14) dy, + ”dye +

Cette équation peut étre regardée comme définissant g, en fonction
de y, et de pu.

On pourra résoudre cette équation et écrire:

Y = 0(.%)#)-

Observons seulement que 6 est une fonction périodique de période 27
par rapport a y, et que cette fonction @ s'annule identiquement quand
on y fait g = o.

Par conséquent quand y, variera de & 8 + 2z, on aura:

7 =+ 7,
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et quand y, variera de 6 + 27 & 4 + 47, on aura

o= — -

Nos intégrales doivent étre étendues o toutes les valeurs de g,
comprises entre O et 2z, Mais comme 7, est une fonction de période

27, on aura:
2 o+ 2

2 27
o |0 tdy,
fd%/ {ly‘zd—yz —l/((ytt/ d!/zg:q;
[} 0 0 [}
2 0+2r

dr, dp,
ff@jzdyldyz =f‘[."/1fd?/2a1‘
0 4

Quand 4 tendra vers o, le premier membre devra tendre vers o et
d'ailleurs # tendra vers o, on aura donc:

2n 2
. dy, dy,
lunf/ﬁdyldy,_, =fdy1fdy2d—z; =0
0 0

T

2x
—_ d’?o (1[770] . - a . . :[/2 . 4[.”‘
._.\[/‘Zi‘gjzdyl(lyQ == 2r‘f7}—l— dy, = — = " / sm—z—dy2 =
]

ou

d’out

4 .
@

On a donc

C. Q F. D.

Il résulte de l1a que si I'on annule les constantes A, d’indice impair
et si 'on donne des valeurs convenables aux constantes i, d'indice pair,

. d ¢ .
les fonctions ?i% et Z“j—" resteront finies,

J1 4]
On pourra donc les développer suivant les sinus et cosinus des mul-

tiples de y, et de ‘%; les multiples pairs de % entreront seuls dans le

développement si p est pair; si au contraire p est impair, les multiples

impairs de 312—* entreront seuls,
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Nous aurons alors pour les équations approximatives de la surface
asymptotique

W 4d 5ds,
(1) :Z 2dy1 x"’_z dy,

p=0

Ces séries ainsi que nous l'avons vu sont divergentes, mais si on arréte
comme nous le faisons dans les équations (15) au »® terme, l'erreur com-
mise peut étre trés petite si p est trés petit, ainsi que je l'ai exposé
plus haut.

Nous avons vu que la quantité appelée plus haut a est toujours
nulle. On peut donner de ce fait essentiel une autre démonstration.

Posons:
p—3

T=38 4+pS+p8+...+2%8,
E=u, +pp +p'p 4.

Je dis d’abord que T est une fonction périodique de y, et de y,.
En effet ses dérivées Z—f et % sont des fonctions périodiques; on
1 2

a done:

T‘=18?/1 ‘. + T,

B et y étant des constantes et 1" étant une fonction périodique de y, et y,.
On en conclut que

ar a1 ar ar
AR A A T
ar  ar i
. et . étant des séries trigonométriques dont le terme tout connu
1 2
est nul.

Mais les fonctions S, S, ..., S,_, étant d’indice impair, leurs dé-

rivées changent de signe quand on change y, en y, + 27. Donc gyz et
1

ar .

. changent de signe quand y, augmente de 27. Donc les termes tout

2
connus f§ et y sont nuls. Donc T'= T" est une fonction périodique qui

ne change pas quand y, augmente de 27 et qui change de signe quand
¥, augmente de 27.
Acta mathematica. 13, Imprimé le 9 octobre 1890. 28



218 H. Poincaré. § 18.
Cela posé, nous savons que { et { sont liés par I’équation:
F(&, &G v,m)=C.

Il en résulte que, si les deux valeurs de ¢ se confondent, les deux
valeurs de { se confondent également.
Ecrivons que les deux valeurs de ¢ se confondent, il vient:

(16) —— = 0.

Cette équation (16) est d’ailleurs identique a I'équation (14). Ecri-
vons maintenant que les deux valeurs de { se confondent, il viendra:

ar =t
— E::O.
dy,+”

Les équations (16) et (17) devront étre équivalentes. De plus elles
devront étre équivalentes a la suivante:

(17)

Y, = 0(?/1 ’ l‘)’

6 ayant le méme sens que plus haut. Supposons qu’on développe 0
suivant les puissances croissantes de g, il viendra:

(18) Yy = pb, + p'0, + p°0, + ...,

0,,0,,0,,... étant des fonctions périodiques de y,.

Supposons y, lié & y, par I'équation (18); quand y, augmentera de
27,4y, ne changera pas et T qui est périodique ne changera pas non plus;
on aura donc:

14
=2
a7 dar
f dT:f(@dyl +Tq/2dy,> = O,
0

=0
ou en remplagant L) par leurs valeurs tirées des équations (16)
dy, — dy,
et (17)
p—1 27
-p’ fédyl = O.
v
Si dans

&=, +pmyp +p'n + ..
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on remplace y, par sa valeur (18) il viendra:

5=‘5o+;u51+;u’52+...,

&, &, &, etc. étant des fonctions périodiques de y,.
On devra avoir quel que soit p:

I
o

2
fdyl(EO + pé + /1252 + .. )
¥ ,

et par conséquent:

féody,:-— 2r[&,] = o.

Il est clair que pour obtenir &, il suffit de faire y, = o dans y,,
or on a

[770] =" COS—“
Il vient donc
2na
=0
nl
ou
@ = O. C. Q F. D.

§ 19. Troisieme approximation.

Nous nous proposons maintenant de construire exactement nos sur-
faces asymptotiques ou plutét leur intersection avec la surface y, = o
qui est comme nous l'avons vu plus haut une surface sans contact.

Dans notre mode de représentation géométrique, la solution pério-
dique que mous envisageons est représentée par une certaine courbe tra-
jectoire fermée. Cette courbe fermée vient couper la surface y, = o en
un point que jai représenté sur la figure en O

Par cette courbe fermée passent deux surfaces asymptotiques; ces
deux surfaces coupent la surface y, = o suivant deux courbes que jai
représentées sur la figure en trait plein en AO0'B et A'0'B.

J’ai représenté en trait pointillé ------- la courbe », =y, = o.

Reprenons les motations du § 16; considérons les séries s, et s, qui
entrent dans les équations (4) de ce paragraphe; soient comme dans le
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§ 16, s7 et & la somme des p premiers termes des séries s, et s,. Nous
avons vu que les équations:

oy = (Y1 5 %a)s Ty = S§(Y1 5 Yo)

représentent des surfaces qui différent trés peu des surfaces asymptotiques.
Ces surfaces couperont la surface y, = o suivant des courbes qui ont
pour équation:

Yy =0, X =sN(0,¥), T =s5(0,y,)

et qui sont représentées sur la figure en trait mixte —..—.. ———

Fig. o.

Nous avons appris dans le paragraphe précédent a former les séries s, et
S,; nous avons vu que S(y,,¥,) et s5(y, , ¥.) sont des fonctions périodiques
de période 27 par rapport 2 y, et de période 4= par rapport & ¥,.

Il en résulte que la courbe en trait mixte doit étre comme l'indique
la figure une courbe fermée admettant un point double O.

La premiére question & traiter est la suivante: les courbes en trait
plein, intersections des surfaces asymptotiques avec y, = o, sont-elles aussi
des courbes fermées? Il est clair qu'il en serait ainsi si les séries s, et
s, étaient convergentes. Car les courbes en trait pointillé différeraient alors
aussi peu qu'on voudrait des courbes en trait plein; la distance d’un point
de la courbe pleine & la courbe pointillée tendrait vers o quand p
croitrait indéfiniment.

Je vais montrer sur un exemple simple qu'il n'en est pas ainsi. Soit:

—F=p+4¢*"— 2/ sin’g——ps cosxgo(?/),
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ou ¢(y) représente une fonction périodique de y de période 27, et ou
/et ¢ sont deux constantes que je suppose trés petites. Je forme les
équations: ‘

do __ar _ dy _ _dF _
T T ap v AT ag T
) dp dF d LF
p . . q _alf . ’
i = 4n = —pesinzp(y), at oy sy + pe cosag'(y).

On voit que p et ¢ joueront le méme role que jattribuais jusqu'ici & z,
et a x,, pendant que x et y joueront le réle que jattribuais a y, et a y,,
je n’ai changé les notations que pour supprimer les indices.

Supposons d’abord .e = 0. Les équations admettent alors une solu-
tion périodique qui. s'écrit:

r=¢ p=o0, g=0, y=o0.

Les exposants caractéristiques (en laissant de coté les deux qui sont nuls,
ainsi qu'il arrive toujours avec les équations de la dynamique) sont égaux
a + 2.

Il existe alors deux surfaces asymptotiques qui ont pour équations:

ds, d
p=%, q =

n

|

2, So='¥2@cos?—2/

J

4
d’ont
nd
p=20, q= * y2psmZ.
Les exposants caractéristiques n'étant pas nuls, mais égaux a + /2 quand
on fait ¢ = o, il existera encore une solution périodique pour les petites

valeurs de e; & cette solution périodique correspondront deux surfaces
asymptotiques dont l'équation pourra se mettre sous la forme

_as s
p_dw’ q—dy’

S étant une fonction de x et de y satisfaisant & I'équation

as ds\? .
o+ (@) = 24 sm’g + pe coszp(y).
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Les exposants caractéristiques ne s'annulant pas pour ¢ = o, il résulte
de ce que nous avons dit & la fin du § 13 que p et g et par conséquent
S sont développables suivant les puissances croissantes de e. PPosons donc:

S=38, 4 8 + ¢S, + ...

Nous avons trouvé plus haut:

— .Y
S, = — 2 yzucos’.

Quant a 8, il devra satisfaire & 1’équation:

dS — . ydS i
—4 4 2y SmEc—t}f = g cos x¢ (Y ).

de

Si V'on désigne par X une fonction qui satisfasse & 1'équation:

v

> | . ydX N L

S,

. sera la partie réelle de X. Or on peut satisfaire a cette équation
en faisant:

2 =e"Py);
il suffit pour cela que:

. — .y dd
i + apsin ok = py (y):

L’équation en ¢ ainsi obtenue et qu'il s'agit d'intégrer est linéaire. Son
intégrale générale s’écrit: si ¢(y) = o

et si ¢(y) est qucleconque:

o= (t) [ Viewtond) () u

Comme ¢ doit étre développable suivant les puissances entiéres de y
pour les petites valeurs de y, il est facile de voir quelle valeur il faudra
donner a la constante d'intégration. Si, pour y = o, ¢(y) annule, I'inté-
grale devra s’annuler aussi, de sorte qu'il faudra la prendre entre les li-
mites o et y.
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Que faudrait-il maintenant pour que les courbes BO'B' et A0 A
fussent fermées? Il faudrait que la fonction S restdt finie ainsi que ses
dérivées pour toutes les valeurs de y et fut périodique de période 47
par rapport a y (c'est ce qui arrivait, rappelons-le, pour les fonctions s7
et s dont nous avons parlé un peu ‘plus haut). Comme cela devrait
avoir lien pour toutes les valeurs de e, cela devrait avoir lien de S,
et comme S, est égal & cosz multiplié par la partie réelle de ¢, plus
sinz multiplié par la partie imaginaire de ¢, cela devrait avoir lieu de ¢.

Don¢ pour les valeurs dé y voisines de 27, ¢ devrait étre dévelop-
pable suivant les puissances entiéres de y — 2z. Mais il n'en est pas

ainsi de (tg Z) . Donc Tintégrale:

2
J = f \/’%s&(y)(sin%’)”l(tg%)—ady
;

devrait étre nulle. Calculons cette intégrale en supposant ¢(y) = siny.

Posons tg% = ¢, il viendra:
— [t — 1Y) dE
7= v [
0

2 L r'd t
; est la dérivée de TR’

Intégrons pas parties en remarquant que (-‘——“*[I _:tz)

1l viendra:

t—-adt
J= 4a@ Tﬁ.
0

Faisons {* = %, on aura:

o

_atl _
J = — w2 du __27ma \/2/1 — 8m
= 2a,/2p T e -

€os — , " Vaa
. > e e Ve

Done J n'est pas nul; donc les courbes BO'B' et AO'A’ ne sont pas
fermées; donc les séries s, et s, ne sont pas convergentes, non plus que
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les séries définies dans les §§ 14 et 18 ainsi que je l'avais annoncé dans
ces paragraphes.

La distance des deux points B et B’ n'est donc pas nulle, mais elle
jouit de la propriété suivante. Non seulement BB’ tend vers o, quand

1

# tend vers o, mais le rapport —B—f— tend également vers o quelque grand
2

14
que soit p.

En effet la courbe pointillée a pour équation
¥ =0 Ty = s7(0, Ya) T, = 53(0, ¥,)
et la courbe en trait plein a pour équation:

Yy =0, T, = f;(O ’ 3/,), Ty = f;(o ’ ya)’

D’aprés ce que nous avons vu plus haut les séries s, et s, représentent
asymptotiquement les fonctions f; et f,, ce qui veut dire que l'on a:

4

limﬂ——ziz":limf’w; = o0 (pour g =o0).

I I

k-]

Donc le rapport & gx® de la distance de B & la courbe pointillée tendra

L

vers o et il en sera de méme du rapport & p® de la distance de B’ &
cette courbe pointillée. On a donc:
I BB
m —- = O.
Pe
C. Q F. D.

En d’autres termes, si on regarde p comme un infiniment petit du

premier ordre, la distance BB, sans étre nulle, est un infiniment petit
1

d'ordre infini. C'est ainsi que la fonction e * est un infiniment petit
d’ordre infini sans étre nulle.

Dans l'exemple particulier que nous avons traité plus haut, la di-
stance BB’ est du méme ordre de grandeur que l'intégrale J, cest &

~

dire que e Vi.
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Une seconde question & traiter est celle de savoir si les deux courbes
OB et O'B prolongées se coupent. S'il en est ainsi en effet, la tra-
jectoire qui passera par le point d’intersection appartiendra & la fois aux
deux nappes de la surface asymptotique. Ce sera une trajéctoire double-
ment asymptotique. Soit C la trajectoire fermée qui passe par le point
O et qui représente la solution périodique. La trajectoire doublement
asymptotique différe trés peu de C, lorsque ¢ est négatif et trés grand,
elle s'en éloigne asymptotiquement, s'en écarte beaucoup d’abord, puis
s'en rapproche de nouveau asymptotiquement, de fagon a différer trés
peu de C, lorsque ¢ est positif et trés grand.

Je me propose d'établir qu’il existe une infinité de trajectoires double-
ment asymptotiques.

Je commence par observer que la courbe OB, quelque loin qu’on
la prolonge, ne pourra jamais se recouper elle-méme, c’est & dire que
cette courbe O'B prolongée mn'a pas de point double. En effet d’aprés
la définition de cette courbe les "antécédents des divers points de O'B
sont eux-mémes sur cette courbe O'B; de sorte que l'antécédente de la
courbe O'B est une portion de cette courbe. De méme la seconde, la
troisiéme etc.; la n® antécédente de O'B sont des portions de plus en
plus petites de cette courbe, limitées par le point O’ d’une part et un
point D de plus en plus rapproché de O’ d’autre part. |

Si la courbe OB avait un point double, il en devrait étre de méme
de toutes ses antécédentes, et par conséquent de tout arc O'D si petit
qu’il soit, faisant partie de O’B. Or les principes du § 13 nous permet-
tent de construire la portion de OB voisine de O' et de constater que
cette portion de courbe n'a pas de point double. Il en est donc de
méme de la courbe entiére quelque loin qu'on la prolonge.

D'aprés la définition des deux nappes de la surface asymptotique et
des courbes BO'A’, B'O'A4, 'une de ces courbes (par exemple la courbe
B0’ 4') est telle que le n° antécédent d’un point de cette courbe se rapproche
indéfiniment de 0’, quand » augmente; pour l'autre courbe B'0’'A, clest
le n° conséquent qui se rapproche indéfiniment de (. Ce que nous
venons de dire s'applique donc également & la courbe OB, pourvu qu'on
remplace partout le mot antécédent par le mot conséquent. Donc la
courbe O'B’ quelque loin qu'on la prolonge ne se recoupera pas elle-méme

et il est clair qu'il en sera de méme des courbes O’'A et 0’4’
Acto mathematica. 13, Imprimé le 14 octobre 1890. 29
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Je dis maintenant que la courbure des courbes O'B et O’'B’ est finie,
je veux dire qu'elle ne croit pas indéfiniment quand g tend vers o.

En cffet nous avons vu que non seulement les séries s, et s, repré-
senfent asymptotiquement les deux fonctions £, et f,, mais que les séries

d’s, d’s, , . a4, axf,
dy: et m representent asymptothuement (7?7;; et a .

On en conclut que si p est regardé comme un infiniment petit, la
courbure de la courbe en trait plein au point B différera infiniment peu
de la courbure de la courbe pointillée au point le plus rapproché; or
cette derniére courbure est finie, donc il en cst de méme de la courbure
de la courbe en trait plein.

Soit maintenant B, le conséquent du point B et B; celui du point
B. La distance BB, est du méme ordre de grandeur que . et il en
est de méme de la distance B’'Bj, les arcs BB, et B'B; sont donc treés
petits si g est trés petit et leur courbure est finie; d’autre part les

’ 7

distances BB, B, B; de méme que les rapports % , % tendent vers o
1 1
quand s tend vers o; enfin il existe un invariant intégral positif.

Nous nous trouvons donc dans les conditions du théoréme III du § 8.
Nous "en conclurons que les arcs BB, et B'B; se coupent, c'est a dire
que la courbe O'B’ coupe la courbe O'B prolongée et par conséquent
qu'il existe au moins une trajectoirc doublement asymptotique.

Je dis maintenant qu’il en existe au moins deux.

En effet la figure a été construite de fagon que les points B et B’
soient sur la courbe

Yy, =Y, = O.

Mais lorigine des y, est restée arbitraire; je puis supposer quon la
choisisse de telle sorte qu'au point d'intersection des deux courbes O’B
et OB, on ait y, = o0. En ce cas les points B et B’ coincident. Il
doit donc en étre de méme de leurs conséquents B, et B;. Les deux
arcs BB, et B'B; ont alors mémes extrémités, mais cela ne suffit pas
pour satisfaire au théoréme III que je viens d’appliquer (il faut en effet
pour satisfairc a ce théoréme que l'aire limitée par ces deux arcs ne soit
pas convexe), il faut encore qu'ils se coupent en un autre point N.

Par ce point passera une trajectoire doublement asymptotique qui
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ne se confondra pas avec celle qui passe en B. Il y a donc au moins
deux trajectoires doublement asymptotiques. '

Je suppose toujours que les points B et B’ se confondent. Soit
BMN la portion de la courbe (’B comprise entre les points B et N;
soit de méme BPN la portion de la courbe O'B’ comprise entre le point
B =D et le point N. Ces deux arcs BMN et BPN limiteront une
certaine aire que jappelle a.

> Nous avons vu que dans le cas particulier du probléme des trois
corps qui nous occupe on peut appliquer le théoréme 1 du § 8. 1l
existera donc des trajectoires qui traverseront une infinité de fois I'aire a.

Donc parmi les conséquentes de laire «, il y en aura une infinité
qui auront une partie commune avec a.

Si donc on considére la courbe fermée BMNPB qui limite lairc «,
et les conséquentes de cette courbe, il y aura une infinité de ces consé-
quentes qui couperont la courbe BMNPB elle-méme.

Comment cela peut-il se faire? ‘

L'arc BMN ne peut couper aucun de ses conséquents; car l'arc
BMN et ses conséquents appartiennent a la courbe O'B et la courbe O'B
ne peut se recouper elle-méme. :

Pour la méme raison I'arc BPN ne peut couper aucun de ses
conséquents. :

I1 faut donc, ou bien que V'arc BMN coupe un des consequents de
BPN, ou que T'arc BPN coupe un des conséquents de BMN (dans les
hypothéses ol nous nous sommes placés, c’est le second cas qui se pré-
sentera). Dans 'un comme dans l'autre cas la courbe O'B ou son pro-
longement coupera la courbe O'B’ ou son prolongement.

Ces deux courbes se coupent donc en une infinité de pomtq et une
infinité de ces points ‘d'intersection se trouveront sur les arcs BMN ou
BPN. Par ces points d'intersection passeront une infinité de trajectoires
doublement asymptotiques.

On démontrerait de la méme maniére que la surface asymptotique
qui coupe la surface y, = o suivant la courbe 0’4 contient une infinité
de trajectoires doublement asymptotiques.
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CHAPITRE III.

Resultats divers.
§ 20. Solutions périodiques du 2° genre.

Dans le chapitre précédent et en particulier dans les §§ 17 et 18
nous avons construit nos séries en supposant que l'on donne a C, une
valeur tantot supérieure tantdt égale & — ¢,.

Supposons maintenant qu'on ait donné & C, une valeur < —¢,.

Alors
= \/— ]+ C)

n'est pas toujours réel. Supposons par exemple que, pour la valeur
choisie de (), x; reste réel quand y, varie depuis 3, jusqu'a 7. dJe
vais considérer une valeur 7, de y, comprise entre », et »,:

s <7 <7

et je vais chercher a définir les zf pour toutes les valeurs de y, com-
prises entre », et 7,.

J’observe d’'abord que 2} est susceptible de deux valeurs égales et
de signe contraire, a cause du double signe du radical; donnons d’abord
par exemple a ce radical le signe 4.

Imaginons que l'on ait calculé successivement

1 2 i3
Ty, Tyyeooy Xy 7y
1,2 12
wh,a, ..., 2k

L’équation (7) du § 18 nous donne:

zi{xy '] = 60(y,) + Ciys

6(y,) étant une fonction entiérement connue de y, ct C,_, une constante.
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Nous déterminerons cette constante par la condition
0(%;) + Cy = 0.
Alors bien que z; s'annule pour y, = 7,, la fonction

[w;-—l] 6(y,) — (7]5)
2

reste finie pour y, = ¥,.

Nous avons donc complétement déterminé les fonctions «f pour
7, < Y, <%, et nous appellerons z;, les fonctions de y, ainsi déterminées.

Supposons que l'on recommence le calcul en donnant au radical le
signe —. On trouvera pour les fonctions #; de nouvelles valeurs que
j’appelle xt; et qui seront d’ailleurs la continuation analytique des pre-
mieres.

Imaginons ensuite que I'on remplace C, par une constantc nouvelle
C; trés voisine de C,.

Alors le radical:

V2 + )

sera réel toutes les fois que y, sera compris entre 7, et une certaine
‘valeur y, trés voisine de 7,.

Cela posé, nous allons par le procédé exposé ci-dessus calculer les
fonctions 2}  pour les valeurs de y, comprises entre 7, et 7, d’abord en

faisant:
= +VIw)+ 0

(nous appellerons 3, les fonctions ainsi calculées), puis en faisant

d=—\ 2o

(nous appellerons x5, les fonctions ainsi calculées).
Nous allons ensuite construire les quatre branches de courbes:

Ié- Y =0, z, = ?o.i(y‘z)’ Ty = 500.2(.%)

que nous prolongerons depuis y, =y, & y, = y,.
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2°, Y, = O, xy, = @;,(¥s), Ty = ¢14(Y2)

que nous prolongerons également depuis y, = 3, jusqua y, = 7,.
3" =0, T =gu(lh) T = ¢u()

que nous prolongerons depuis y, = 7, jusqu'a y, = ,.
4°. Y, = 0O, @y = ¢4,(Ys), Ty = ¢34(Ys)

. . . 9" .
que nous prolongerons également depuis y, = », jusqu'a y, = %,.
Dans ces formules nous avons posé:

k
Cra(te) =ap, + 2}y + .o+ 2k pt

La premiére et la seconde de ces courbes se raccorderont et seront
tangentes en un méme point a la courbe y, = ;.

La troisiéme et la quatriéme courbes se raccorderont également et
seront tangentes en un méme point a la courbe y, = 7.

Fig. 8.

Cest ce qu'indique la figure 8 ol les trois arcs pointillés repré-
sentent les trois courbes

Yo = M55 N1 P>

ou Yarc AB représente la 1°° de nos quatre branches de courbe, I'arc
AD' la seconde, I'arc B'C la 3™ et l'arc DC la quatriéme.

Nous regarderons C, comme une donnée, mais Cj est resté jusqu'ici
arbitraire. Nous déterminerons C; par la condition que la 1° et la 3™
courbes se raccordent et que les points B et B’ se confondent, ce qui
g'exprime analytiquement par les conditions:

(I) 500.1(777) = ?2.1(771): ¢0.2(777) = 592.2(771)«
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Ces deux équations ne sont d’ailleurs pas distinctes et se raménent
a une seule.

En nous appuyant sur le théoréme III du § 8 nous pourrions dé-
montrer que si €] est déterminé par les équations (1), les équations

(I') 5”1.1(777) = 503‘1(771): 501.2(777) == 553.2(777)

E+1
seront aussi satisfaites aux quantités prés de P'ordre de p * ; cest & dire

que la 2% et la 4™ courbes se raccorderont aux quantités prés de cet

ordre, ou que la distance DI’ est un infiniment petit de méme ordre
41

que p*.

Mais je dois faire ici la méme observation que plus haut; les séries
auxquelles on parvient de la sorte ne sont pas convergentes bien qu’elles
puissent rendre des services si on les manie avec précaution.

Il existe donc des régions, o, au moins pendant un certain temps,
¥, (dans le cas ou l'on suppose #, = 0) on n,y, — n,y, (dans le cas général)
conservent des valeurs finies. Clest ce fait que les astronomes expriment
d’ordinaire en disant qu'il y a libration. On peut se demander si ces
régions de libration sont sillonnées de solutions périodiques.

On peut s'en rendre compte par les considérations suivantes.

Ecrivons les équations:

T = x(I) + /,fo,
0 - 2 9
5y = o3+ Vi 2] + §) + put.

Ces équations sont & des quantités pres de I'ordre p celles de surfaces
que nous avons construites (voir figure 8); elles satisfont donc approxima-
tivement aux équations (3) du § 17. Quant & u) c'est une fonction de
y, et de y, qui ne différe de x; que par une fonction de y, de telle
sorte que

(2)

dul  da}
dy,  dy,
Cette fonction ) doit d’ailleurs rester toujours finie.
Je me propose de modifier la forme de la fonction #' qui entre

dans nos équations différentielles de facon que ces équations (2) satis-
fassent ewactement aux équations (3) du § 17.
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Je cherche donc une fonction F* telle que les équations:

de, _ dF* de,  dAF*
) . dy,’ dt — dy,’
3 g

dy, _ __ 4+ dy, __ dF”

dt — dx’ dt ~—  dr

2

admettent des surfaces trajectoires représentées précisément par ces équa-
tions (2).

Voici comment nous déterminerons cette fonction F™.

Observons d’abord que 2} et x) sont déterminés par les deux équa-

tions simultanées

ar
Fy(x), z5) = C, M" = O.

On peut tirer de ces deux équations z} et z; en fonctions de C.
Nous regarderons donc désormais z} et zj comme des fonctions connues de C.

D’autre part [F,] est une fonction de y,, de z{ et dc z3, ce qui
nous permet de le regarder comme une fonction connue de y, et de C.

Les équations (2) nous donneront par conséquent z, et 2, en fonc-
tions de y,, de y,, de C et de C,.

Remarquons que si #, et z, sont définis par ces équations

x, dy, + r,dy, = dS

est une différentielle exacte, de sorte que:

dy,  dy,
Résolvons maintenant les équations (2) par rapport & C et C,, il

viendra
C = p(xl,xvyl’yg)’

01 = @(xl s Zoy Y1 y?)'

La fonction F* est ainsi définie et on aura en employant la nota-

tion de Jacosr:
[I'*, &*] = o,
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ce qui signific que
* = const,

est une intégrale des équations (3).
La solution la plus générale de ces équations (3) s'écrit alors:

s s as as ,
(a) '@——xl, @“———ﬂ')?, C'Z—O—O—I-t, d—o—:—-—-ol,
(' et C] étant deux nouvelles constantes d’intégration.

Cherchons a former effectivement F* ou du moins 4 nous rendre

compte de lordre de grandeur de la différence:
F— F*
Or #} est défini par la condition suivante:
F@ + pot, 22 + Jagd) — C

doit étre une quantité de méme ordre que gy . (Cf § 17.)

Donc comme aF, est nul, la fonction

dzy
Flat + pa, o} + Vo + ) — O

sera encore de méme ordre que p\/u, quelle que soit la fonction uj].
D’ailleurs on a identiquement:

F*(a + pat, a8 + yjuah + i) = C.

Donc la différence

regardéec comme fonction de g, de C, de C,, de y, et de y, est de I'ordre
de p\/p.
Posons maintenant:
52 \/I—l = Xy — xg .

Des deux équations (1) on tirera facilement C, et C en fonctions
de z,,&,,y,,y, et u; on voit alors sans peine que C et C, peuvent étre
développés suivant les puissances positives de ., les coefficients étant

des fonctions finies de z,, de &,, de y, et de y,.
Acta mathematica. 13, Imprimé le 14 octobre 1890. 30



234 H. Poincaré. § 20,

Nous venons de voir que F— F* est une fonction de g, de y,, de y,,
de C et de C, dont le développement suivant les puissances de p com-
mence par un terme en py/u; si nous y remplagons C et C) par leurs
valeurs en fonctions de g, de z,, de &, de y, et de y,, nous verrons que
cette différence F'— F* est une fonction développée suivant les puis-
sances de p, dont les coefficients dépendent de z,, &,,y, et y, et qui
commence par un terme en g /.

Par conséquent la fonction:

I — F*
1
ne devient pas infinie pour p = o.

Par le changement de variable que nous venons de faire les équa-
tions (3) deviennent:

=F(p,x ., &0, 0)

de, ({F* dy, (@
( dt Zl‘l/: ’ e de, ’
3) € A dy, oAb
&ty T iy,
De méme les équations proposées:
de; dF dy; t_lﬁ'
dt LT;/—,’ dt de;
doivent se réduire a:
de, ar dy, dF
at dy, ’ dt de, ’
(4) i,  ar dy,  dF
At \pdy, Veedé,

Nous formerons en outre les équations suivantes:

de, d v dy, d . 1 T

J—@(F*-I-J’), d7~—"j;1(F + <),
(5) d& d dy d

= (F* 4 1), =2 e (F* - eI,

dt udy,

qui se réduisent & (3') pour ¢ = 0 ct & (4) pour e = pypu.

dt veds,
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D’aprés ce que nous avons vu plus haut, les équations (3) et par
conséquent les équations (3’) peuvent s'intégrer exactement; nous en avons
donné par les équations (a) la solution générale.

Si Ton discute cette solution générale et si on cherche a la con-
struire en conservant le méme mode de représentation géométrique que
dans les paragraphes précédents, on verra qu’il existe une infinité de
surfaces trajectoires fermées.

Ces surfaces qui ont pour équation:

; ., G Vi \/ 5 UL+ €+ s
6) z, ®] + pal

différent peu des surfaces que nous avons construites dans le § 17 et dont
Péquation s'écrivait:

i/ A LARN

&y

(7)

] )w&

1

Elles ont méme forme générale que les surfaces définies par 1'équation
(7). Si donc nous faisons les mémes hypothéses que dans le § 17 au
sujet des maxima et des minima de [F], deux de nos surfaces (6) seront
des surfaces fermées a courbe double; ce scront celles qui correspondent
aux valeurs — ¢, et — ¢, de la constante C,. Les autres sc composent,
de une ou deux nappes fermées. '

La surface fermée & courbe double sera pour nos équations (3')
une surface asymptotique et elle partagera I'espace en trois régions comme
nous l'avons dit plus haut.

Parmi ces régions, je distingue la région R, comprise entre les deux
nappes, qui est une région dite de libration et je me propose de montrer
que dans cette région, on peut tracer une infinité de trajectoires fermées
correspondant & des solutions périodiques.

Revenons en effet aux équations (a) qui nous font connaitre la so-
lution générale des équations (3) et (3'). D’aprés la forme des équations
(2), nous pouvons écrire:

S = a, + b, + 0, 0) + /% [FTF G
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a et b étant des fonctions de C et de C, sculcment et 4(y, , y,) une fonc-
tion réelle et périodique de ¥, et de y,.

" On en déduit:

, 48  da db a6 \/Z dy,
01 —ja:_;layl-'-:l—é:y?-l—dcl + ZN\/'\/WT‘CT).

Nous donnerons & €, une valeur déterminée qui devra étre plus
petite que — ¢, puisque nous nous supposons placés dans la région R,.

La surface fermée qui correspond a cctte valeur de C; présentant
les mémes connexions que le tore, nous pouvons en faire le tour de deux
maniéres différentes: 1° en regardant y, comme constant; 2° en regardant
¥, comme constant.

Quand on aura fait le tour de la surface en regardant y, comme

; as ;
constant, g, aura augmenté de 27 ct g0 ura augmenté de
1

S

Quand on aura fait le tour de la surface en regardant y, comme
constant, y, sera revenu & la méme valeur, mais l'intégrale

dy,
V(F] +C)

aura augmenté d’une certaine période » définie comme il suit:
Supposons que les valeurs de y, pour lesquelles le radical \/([F|] + C,)
est réel soient les valeurs comprises entre 7, et 7, on aura:

f dy,
V=2 —
; V(F,] + C)

. as
Quand notre intégrale augmentcra de v, A augmentera de
4 1

7

’Vaxe
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Pour que la solution qui correspond a cette valeur de C, soit pé-
riodique, il faut donc et il suffit que ces deux quantités:

da "
750 ¢ *Viw

solent commensurables entre elles.

Cette condition sera évidemment satistaite pour une infinité de va-
leurs de C[; notre région R, contient donc unc infinité de trajectoires.
fermées, représentant des solutions périodiques.

Ainsi si K est un nombre commensurable quelconque, I'équation:

da ! 't
8 P K el
(8) T30 vV aw

1

(qui contient C, parce que et v sont des fonctions de C,) nous don-

42
dac,
nera une valeur de C, correspondant & une solution périodique.

Pour discuter cette équation, il me faut chercher ce que c’est que

da
.
11 me suffit pour cela de rappeler que:
a =z + pla}]
et que:

FO(.CL‘? -]— /J..%"f ’ wg + \/ITUU;) + /,LFI(QZ?, xg s W )\?/2)

doit se réduirc & C aux quantités prés de lordre de py/z. On en conclut:

N
— 1,7 _‘2‘(5‘7;)2 + F\(x1, Ty Yy yz) == 0

d'on
—un[a]—C—[F]+[F]=o0
et:
da J7
ac, ~ "~ m,’
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da_
ac,
tion (8) peut s'éerire

est donc unc constante, indépendante de C,, de sorte que I'équa-

v
(8" — == const.
v
Pour discuter cette équation nouvelle, il convient de chercher com-
ment varic v quand on fait varier ¢ depuis ¢, jusqu'a ¢
» - st oinfini: € vari . ; g
Pour C, = —¢,, v est infini; C, variant depuis — ¢, jusqu'a —¢,,

v décroit d’abord jusqu'a un certain minimum, pour croitre cnsuite de
nouveau jusqu'a linfini.

Pour C, < — ¢,, v peut admettre deux valeurs correspondant aux
deux nappes de la surface ¢t que l'on peut envisager séparément. (Cf.
figure 7.)

La premicre nappe de la surface reste réclle quand C) cst compris
entre —¢, et —¢,; la valeur correspondante de v décroit depuis l'in-
fini jusqu'a un certain minimum quand C, décroit depuis — ¢, jusqu'a — ¢, .

La scconde nappe de la surface reste réelle quand C) est compris
entre — ¢, et — ¢, la valeur correspondante de v décroit depuis l'infini
jusqu'a un certain minimum qguand €, décroit depnis — ¢, jusqu'a —¢,.

Ainsi v admet trois minima au moins ct reste toujours supéricur a
une certaine limite positive.

Si donc nous regardons I'équation (8”) comme définissant C; en fonc-
tion de g, C, sera fonction continue de g, mais nous pourrons prendre
p assez petit pour que cette équation n’admette aucune racine.

Ainsi il est certain qu'il existe toujours une infinité de solutions
périodiques; mais quand on fera décroitre u, toutes ccs solutions dispa-
raitront I'une apres lautre.

Il résulte de ce qui précéde que les équations (5) admcttent pour
e = o une infinit¢ de solutions périodiques; les principes du chapitre III
(1% partie) nous permettent d’affirmer qu'il y en a encore une infinité
pour les valeurs suffisamment petites de . Comme g est trés petit, il
semble trés probable qu'il existera une infinité de solutions périodiques
pour & = py/u, c'est a dire pour les équations (4) qui sont déduites par
un changement de variable trés simple des équations proposées.

Par conséquent, si nous revenons a ces équations proposécs, nous
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voyons que dans la région de libration R, il y a une infinité de trajec-
toires fermées représentant des solutions périodiques. Nous allons d’ailleurs
I'établir rigoureusement par une voie toute différente.

Mais si faisant décroitre pu d’'une maniére continue, on suit une de
ces trajectoires fermées, on la verra se déformer aussi d'une facon con-
tinue ot disparaitre ensuite pour une certaine valeur de g. Ainsi pour
¢ = O toutes les solutions périodiques de la région R, auront disparu
Pune aprés lautre. Ce n'est pas ainsi que se comportaient les solutions
périodiques étudides dans le chapitre III (1*° partie) et qui subsistaient
encore pour g = o.

On peut démontrer que dans le voisinage d’'unc trajectoire fermée
représentant une solution périodique, soit stable, soit instable, il passe
une infinité d’autres trajectoires fermées. Cela npe suffit pas, en toute
rigueur, pour conclure que toute région de lespace, si petite qu'elle soit,
est traversée par une infinité de trajectoires fermées, mais cela suffit
pour donner a cette hypothése un haut caractére de vraisemblance.

Ainsi que je viens de le dire, Iaper¢u qui précéde ne suffirait pas
pour établir rigoureusement l'existence des solutions périodiques du 2°
genre. Voici comment nous y parviendrons.

Reprenons nos équations différentielles

de; dF dy; dF
d_t=dyi’ ?t—z_:lz

et envisageons une solution périodique du 1°* genre de période I'; quand
¢ augmentera de I',y, et y, augmenteront de n, 1 et de n,T; je sup-
poserai comme plus haut:

1l = 27, Hy = O.

Cela posé, de I'équation
F=20C

nous pouvons tirer z, en fonction de x,, 9, et 7,; en remplacant z, par
la valeur ainsi obtenue, on trouve;

de, dF dy,  dF dy, ar

dt  dy,) At dw,” At dw,’

! Les travaux récents de M. CANTOR nous ont appris en effet (pour employer le

langage de ce savant géomdtre) quun ensemble peut &tre parfait, sans étre continu.
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les seconds membres pouvant étre regardés comme des fonctions connues
de z,, ¥, et y,. Enfin en éliminant d¢ il viendra:

de, dy,
(9) dT/;_ ’ E.'_/:—Y’

X et Y étant des fonctions connues de x,, y, et y,, périodiques de période
27 par rapport a ¥,.
Soit:
Z, = ¢1(4)s Y2 = ¢2(4)

la solution périodique considérée qui sera de période 27 par rapport &
%; je suppose que cette solution périodique soit celle que nous avons
définie plus haut et qui était représentée approximativement sur la figure
du § 17 par la courbe fermée isolée dc la surface C; = — ¢,. Ce sera
donc une solution périodique stable, clle admettra deux exposants carac-
téristiques a et — a égaux et de signe contraire et dont le carré sera
réel négatif.
Soit maintenant

Ty = 551(?/1) + &, Y, = ¢2(y1) + &

unc solution peu différente de la premiére. Soient conformément aux
notations du chapitre IIT (1™ partie) B, ct B, les valeurs initiales de
& et de & pour y, =o0, et 5, + ¢1, B + ¢ les valeurs de & et de &, pour
¥, = 2kx (k entier). La solution sera périodique de période 2k si I'on a:

(Io) ¢, = ¢, = o.

On sait que ¢, et ¢, pourront se développer suivant les puissances de
p. et B, et que ces fonctions dépendront en outre de pu.

Si on regarde un instant B, f, et p comme les coordonnées d'un
point dans Dlespace, les équations (10) représentent une certaine courbe
gauche et a chaque point de cette courbe gauche correspond une solu-
tion périodique. Il est clair que ¢, et ¢, Sannulent avec 3, et f,; en
effet si Ton fait & = 0, & = o, on obtient, d’aprés la définition de &
et de &, une solution périodique de période 27 qui peut aussi étre
regardée comme périodique de période 2kr.

La courbe (1o) comprend donc d’abord l'axe des p tout entier. Je
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me propose de démontrer que si, pour g = pu,, ka est multiple de 2ix,
il existera une autre branche de la courbe (10) qui passera par le point

2= o pL = o, p.=o0
et par conséquent que pour les valeurs de p voisines de p, il existe
d’autres solutions périodiques que &, = &, = o.

Posons p— p, = A et cherchons & développer ¢, et ¢, suivant les
puissances de 3, de 5, et de A.

Calculons d’abord les termes du 1° degré par rapport a f, et a f,.

Je dis d'abord que pour A = o, c’est a dire pour g = g, tous ces
termes sont nuls. A

En effet supposons que les & soient assez petits pour qu'on en puisse
négliger les carrés. Nous avons vu dans la 1®° partie que dans ce cas,
les & satisfont & un systétme de deux équations différentielles linéaires,
que nous avons appelées équations aux variations des équations (9).
Nous avons vu également que ces équations linéaires admettent deux
solutions remarquables; que la premiére de ces solutions est multipliée
par ¢ quand y, augmente de 27, et que l'autre est multipliée par e=**".

Pour 2 =0, ka est un multiple de 2ix de sorte que € et ¢~
sont deux racines £ de l'unité. Donc nos deux solutions se reproduisent
quand y, augmente de 2kz. Comme. I'équation est linéaire, la solution
générale est une combinaison linéaire de ces deux solutions remarquables,
et elle ne change pas non plus quand y, augmente de 2kr.

Comme ¢, et ¢, sont précisément les accroissements que subissent £
et &, quand y, passe de la valeur o & la valeur 2kz, ¢, et ¢, doivent
étre nuls; mais cela n'est vrai que quand & et & (ou f, et f3,) sont
assez petits pour qu'on puisse en négliger les carrés; ce seront donc
seulement les termes de ¢, et ¢, qui sont du 1 degré en §, et B, qui
seront nuls.

C. Q. F. D.

Soient:
aBy + 0B, les termes du premier degré de ¢,
cfi + B, les termes du premier degré de (..

Nous venons de voir que pour A = o

a =— b = C = € = Q.
Acta mothematica. 13, Imprimé le 18 octobre 1890, 31
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Soit encore pour A = o:

da 7 db v de de
a- v a=" a-% o<
Je dis que
a' + el — O

En effet I'équation en S
(a— 8)e—8) —bec=o
admet pour racines: (cf. § 12)

S —_ 1 — e?akﬂ’, S: I — e—?ak;r;

pour A = o, ces deux racines sont nulles; si A est assez petit pour qu'on
puisse en négliger le carré, elles seront égales a:

da
=+ ZZ/Z'd—X A.

L’équation en S:
(@@ — S)e¢g —S)— Ve =o0

aura donc pour racines
da

S = j—_zkn’E

et comme ces deux racines sont égales et de signe contraire on aura:

o 4+ ¢ =o.
De plus a’, ¢, )’ et ¢ ne seront pas nuls & la fois en général. En effet
. . . .oda da o, .
cela ne pourrait avoir lieu que si -~ == ctait nul. Or p, est une
A I/L

quantité choisie de telle sorte que a (qui est une fonction de p) soit

. du .
commensurable avee 2ix. Or oo ne pourrait s'annuler pour toutes les
arn
i

a . .
valeurs commensurables de o qu'en sannulant identiquement; alors a
T

serait une constante (qui devrait d'ailleurs étre nulle puisque a = o pour
pt = 0) ce qui n'a pas lieu en géneral.
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Nous avons vu que pour A= o les termes du 1 degré de ¢, et
de ¢, sannulent identiquement. Supposons qu’il en soit de méme des
termes du 2% degré, du 3° degré, etc, du m — 1° degré, mais que les
termes du m° degré ne gannulent pas identiquement dans ¢, et dans ¢,
pour A= o0. Soit @, l'ensemble des termes du m° degré de ¢, pour
A= 0; soit #, I'ensemble des termes du m° degré de ¢, pour A = o.
Ainsi 0, et 0, sont deux polyndmes homogénes du m° degré en B, et B,
et de ces deux polynémes I'un au moins ne s'annule pas identiquement.

Posons:

901 =a 191 + b’)ﬁﬁz + 6, + o),
S[’2 = C’Aﬁl — “11ﬁ2 + 0, + w,.

Alors o, et w, seront un ensemble de termes qui seront: ou bien du
(m + 1)° degré au moins par rapport aux 3, ou bien du second degré
au moins par rapport aux 5 et du 1% degré au moins par rapport a 2,
ou bien du 1% degré au moins par rapport aux 8 et du 2° degré au
moins par rapport a A.

Je me propose de démontrer que l'on peut tirer des équations (10)
: 1

pi et B, en séries ordonnées suivant les puissances de ™1 et dont tous
les termes ne sont pas nuls. '
Mais il faut d’abord que je démontre que l'on a identiquement:
que ) q q

a6, . db,

1

1 —2 =0

g, dp,

En effet il existe un invariant intégral positif. Nous en concluons qu'il
existe une intégrale

[0, &)dade,

qui a la méme valeur pour une aire quelconque appartenant a la portion
de surface sans contact y, = o et pour toutes ses conséquentes. |

De plus la fonction @ est positive. Donc @(o, o) nest pas nul;
en multipliant la fonction @ par un facteur convenable, nous pourrons
donc toujours supposer:

&0, 0)=1.
Mais le point:

£ = ﬂl + Sbu & = ﬂ2 + ¢, = 2kz
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est le k° conséquent du point:

& = f §2=ﬂ21 Y, = 0.

On aura donc pour une aire quelconque:

S OB+ ¢, B + ENAB + d)dB, + ddy) = [[ OB, B)ddp,

d’ou lidentité:

d 3 I’ldr!+/2 d(l+/l)d(1+/’2
(1) OB + ¢, B + M[ (ﬂd;l-s) (ﬁdﬂ,w_ ﬂd& ¢ ﬂdﬁ, ¢ )]

= 0(p, B

Nous supposerons A = o, nous aurons donc:

¢'1=01+w17 (/’2202—]—(02.

Les 6 ne contiennent alors que des termes du m° degré et les @ que des
termes du (m -4 1)° degré ou de degré supéricur.
Il résulte de la que la différence:

¢(ﬁ1 + S[’1 ’ ,32 + ¢2) - Q(ﬁl ’ ﬂ2)

ne contient que des termes du m° degré au moins par rapport a g, et a
p»- Si Ton convient de négliger les termes du m° degré et de degré
supérieur, on pourra écrire:

OB+ &1y B+ ¢) = P(B1, Bo).

On aura, en négligeant toujours les termes du m® degré:

d(B, + &) dé, a3, + ) de,
dﬂl T + W% ’ d/?z S + dﬂ? ’
a(p, +¢,) _ do, d(B, + ¢,) _ db,
a8, ~ dg,’ A ~dp,
et
af, +¢)A(B + ¢) B+ S)AB, + ) L4 aé, + ad,
dﬂl dﬂ! dﬂ’ dﬂl B dﬂl dﬂi ’
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~de sorte qu’en identifiant dans l'identité (11) tous les termes de degré
inférieur 4 m, on arrive 4 la relation:

o6, p35 + 52) = o

Dans le premier membre cette relation, nous ne devons conserver que
les termes de degré m — 1 au plus de sorte qu'il reste:
a6, , dé,
1 4 2 = 0.
7 T,
‘ C. Q. F. D.

Pogons:
A=+, B = rnv, P = 1%

on voit que 6, et #, deviennent divisibles par 5™ et o, et w, par 7™+, de
sorte qu'on peut poser:

+ m+1 .7

1,7 —
Wi, Wy = 7" Wy,

=70, G=70"0, o,=7"
d’out:
= £ "0+ V) 4 70+ g e,
¢ = £ Cn— )+ 970 + " o),
de sorte que nos équations (10) peuvent étre remplacées par les suivantes:
* (@7 + Up) + 6+ yoi = o,
* (€7 — a7 + 6; + yo; = o.

(12)

Je dis quon peut tirer de ces équations p; et y, en séries ordonnées
suivant les puissances de 7 et sans que ces séries soient identiquement
nulles. ’ :
En vertu du théoréme 1V, § 2, il nous suffit pour cela d’établir:
1°. Que les équations (12), quand on y fait y = o, admettent au
moins un systéme de solutions réelles:

0 0

= 71y T2 = T
2°.  Que si Pon fait:

0 _ 0

7=20 1 = 1 T2 = I
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le déterminant fonctionnel des premicrs membres des deux équations (12)
par rapport a y, et y, n'est pas nul.

Cela revient a dire que, pour les équations (12) réduites par la sup-
position de » = o, la solution

n=n  r=7r
doit étre une solution simple.

Mais en vertu des théorémes V et VI du § 2 et de leurs corollaires,
on peut encore développer r, et y, suivant les puissances de 7, quand
méme cette solution serait multiple, pourvu que l'ordre de multiplicité
soit impair.

Nous sommes donc conduits & envisager les équations:

+ (¢/y, + Up,) + 6, = o,

(13)
tn—anr) +6:=o0

et nous devons chercher 4 démontrer que ces équations admettent au
moins une solution réelle d’ordre impair.
De ces équations nous pouvons tirer la suivante:

(14) @7 + V)0 — (¢ — a')f = o

qui est homogéne et dont on pourra par conséquent tirer le rapport .

2

Il est clair que 6, et @, sont formés avec y, et y, comme 6, et 6,
avec B3, et f3,; on aura donc:

an, b _
dr, dy,

Cela prouve qu'il existe un polynéme f homogcne et de degré m + 1
en r, et y, et qui est tel que:

?

. df , A1
A

2

De méme si nous posons:

fi = ;I‘:(b'fg + 2ann— )
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il vient:
’ ’ d ’ ’ dl
arl+brz=g’;—‘, crl——wr2=—g§
2 1

r

de sorte que l'équation (14) peut g'écrire:
Considérons l'expression:

Elle est homogéne et de degré o _par rapport & r, et p,; elle ne dépend

donc que du rapport /T:l Je dis que le dénominateur f; ne peut jamais
2

g'annuler.
En effet I'équation:

(@ — S)(e — &) —Vc = o
doit avoir ses deux racines imaginaires, d’ou:
alel . bICI — dl? - blcl <0
d’ou:
ar2 + blcl > O,
ce qui prouve que la forme quadratique f; est définie. L’expression H

ne peut donc jamais devenir infinie. Elle admettra donc au moins un
maximum. Pour ce maximum on devra avoir:

Ainsi I'équation (14) admet au moins une racine réelle. ~Elle sera en
général simple. En tout cas, elle sera toujours d’ordre impair, car un
maximum ne peut correspondre qu’a une racine d’ordre impair.

Nous avons tiré de 1'équation (14) le rapport :7’:‘; nous pouvons donc
2

poser:
' a A
71 = o4, Je = 0O U,

0, et 0, étant des quantités connues.
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Il nous reste maintenant &4 déterminer u. Pour cela dans la pre-
miére des équations (13) je remplace y, et j, par 6,u et dyu, il vient:

0, = um0y, 0, = u”™ -
gy étant formé avec J, et ¢, comme 6] avec y, et y,; d'ou:

(15) + (@6, + b'6,) + 674" = o.

Cette équation doit déterminer w; si m est pair elle aura une racine réelle;
si m est impair (et c’est d’ailleurs ce qui arrivera en général) elle aura
" deux racines réelles, ou pas de racine réelle; elle aura deux racines
réelles si @) et + (a’d, + 0'd,) sont de signe contraire; mais on peut
toujours grice au double signe +, sarranger pour qu’il en soit ainsi.

I’équation (15) admet donc au moins une racine réelle. De plus
cette racine est simple. Il n’y aurait d’exception que si

ao, + bVo,=0 ou 60 =o.

Mais dans ce cas on remplacerait I'équation (15) par la suivante:

+ (6, — a'd,) + 0;u™" = o.
Il n’y aurait donc plus de difficulté que si on avait & la fois:

@6, + V6, = ¢'6, — ', — 0
ou bien
# = 0, = o.
La premiére circonstance ne peut pas se produire, & cause de l'inégalité:
a4 le > o.

La seconde circonstance pourrait au contraire se présenter. Il peut se
faire que l'équation (14) admette unc racine telle que §; = 6, = o. Mais
je dis que dans ce cas I'équation (14) admettra encore au moins une
racine pour laquelle cette circonstance ne se produira pas.

En effet on a identiquement:

mf = 1,60, — 11 6,.
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Si donce:

on aura f= 0 et puisque f, n’est jamais nul
H = o.

Il peut se faire en effet que I'expression H admette 0 comme maximum
ou comme minimum. Mais cette expression n’est pas identiquement nulle
puisque 6; et 6, ne sont pas tous deux identiquement nuls; de plus elle
reste toujours finie; elle devient donc soit positive, soit négative; si elle
devient positive, elle aura un maximum positif et différent de o; si elle
devient négative elle aura un minimum négatif et différent de o.

Ainsi Péquation (14) admet toujours au moins une racine réelle
d’'ordre impair telle que #; et #,’ ne s'annulent pas & la fois.

Donc les équations (13) ont au moins une solution réelle d’ordre
impair.

Donc on peut trouver des séries qui ne sont pas identiquement nulles,
qui sont développables suivant les puissances fractionnaires positives de
p— p, et qui satisfont aux équations (10) quand on les substitue & g
et 8, )

Donc il existe un systéme de solutions périodiques de période 2kz
qui pour g = g, se confondent avec la solution

Ty = Sﬂl(yl)’ Ly = 502(.%)-

Ce sont les solutions périodiques du 2°'genre.

§ 21. Divergence des séries de M. Lindstedt.

Je voudrais terminer l'exposé des résultats généraux de ce mémoire
en appelant particuliérement 'attention sur les conclusions négatives qui
en découlent. Ces conclusions sont pleines d’intérét, non seulement parce
queelles font mieux ressortir I'étrangeté des résultats obtenus, mais parce
qu'elles peuvent, en vertu précisément de leur nature négative, s'étendre
immédiatement aux cas plus généraux, tandis que les conclusions positives

ne peuvent se généraliser sans une démonstration spéciale.
Acta, mathematicn. 13, Imprimé le 21 octobre 1890. 32
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Je me propose d’'abord de démontrer que les séries proposées par
M. LixpsTEDT ne sont pas convergentes; mais je veux auparavant rappeler
en quoi consiste la méthode de M. Linpstepnt. Je Pexposeral, il est vrai,
avec des notations différentes de celles qu’avait adoptées ce savant astro-
nome, car je désire, pour plus de clarté, conserver celles dont j'ai fait
usage plus haut.

Mettons les équations de la dynamique sous la méme forme que
dans la seconde partie du présent mémoire et écrivons:

de, _dF de, dF dy, _dF . dy, _ dF

e  dy,’ dt — dy,’ dt de,’ dt dw,”
F sera une fonction donnée des quatre variables z,, z,, y, et y, et nous
aurons:

F=F, + pF,.

F, sera une fonction de z, ct de z,, indépendante de y, et de y,; u sera
un coefficient trés petit, de sorte que pl, sera la fonction perturbatrice.
C'est en effet sous cette forme que se présentent les problémes de
la dynamique et en particulier les problemes de la mécanique céleste.
Si g était nul, x, et x, seraient des constantes. Si g n'est pas nul
mais trés petit, et qu'on appelle & et & les valeurs initiales de z; et
de z,, les différences 2, — & et z, — &, seront du méme ordre de gran-
deur que pu.
ar ar,

Si done nous appelons n, et n, les valeurs de _E:TO et de — ™

1 2
pour z, = &, 2, = &, les différences:

4z, et ——i‘lﬂ’—n
2

—
de, t dz,

seront du méme ordre de grandeur que p, ce qui nous permettra de

poser:
dF
—_ Py = #591(51;1 ’ (132),
dF,
—am Ny = #?2(931 s 1172),
2

¢, et ¢, étant des fonctions de z, et de x, qui ne sont pas trés grandes.
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Les équations du mouvement s'écrivent alors:

dw,  dF, de,  dF,
a ~ @ T Fay

dy,

ar, dy,
a n; + ﬂ(fpl )

. dF,
. E‘;”z‘i'ﬂ(?z—%;)'

Supposons maintenant que z,, %,, ¥, , ¥ au lieu d'étre regardés di-
rectement comme des fonctions de ¢ solent regardés comme des fonctions
de deux variables:

w; et w,
et que 'on pose:

1/01 = Alt + (T,l, w2 - lgt + (—1-)2.

@, et @, seront des constantes d’intégration arbitraires; A, et A, seront
des constantes que la suite du calcul déterminera complétement.
Les équations du mouvement deviennent alors:

dF,

ldw+12dw ll'd—yl=0’

dF,
lzw+azdw ‘udz_o,

28 dy, aF

TR RS ) J

d7 dy ’ dF

2 nlt i) o
Posons maintenant:

m = o} + pumy + plel 4 opled 4.
@, = 3 + pry + o'y + piel + ...,

(2) hh—wy=py e ,
2

Yo—Wy=pufy + pYys -+ ... ,

A=+ +p 84 ..o, ,

=4 ps+ %+ o
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Je suppose que les coefficients Af sont des constantes et que les
coefficients #* et 2% sont des séries trigonométriques ordonnées suivant
les sinus et les cosinus des multiples de w, et de w,.

Je supposerai d’ailleurs comme je I'ai toujours fait jusqu'ici que F,
est une série trigonométrique dépendant des sinus et cosinus des multiples
de y, et de y, et que les coefficients de cette série sont des fonctions
holomorphes de z;, et de z,.

Dans ces conditions, si dans les premiers membres des. équations (1)
je substitue & la place de A, A, ¥, ¥, %, et x, leurs valeurs (2), j'aurai
quatre fonctions développées suivant les puissances croissantes de p et il
est clair que les coefficients des diverses puissances de u seront des séries
ordonnées suivant les lignes trigonométriques des multiples de w, et w,.

J'appelle:

O, &, & et &
ces quatre fonctions.

Cela posé, le théoréme de M. LinpsTEDT consiste en ceci:

Il est possible, quelque grand que soit ¢, de déterminer les 2q 4 2
constantes

0 1 q
1 17"‘7Al’
0 1 q
29 27""12?

et les 49 séries trigonomeétriques:

0 q
Tygeoos Tiy
0 q
XLpyeery Ty,
1 q
Yis - Y1

1
‘ Yo ooy Yoy
de facon & annuler dans

0,0, 0, et &

les termes indépendants de p et les coefficients des g premieres puis-
sances de g, de facon, en d'autres termes, a satisfaire aux équations du
mouvement aux quantités prés de Vordre de p'*'.

On trouve d’abord:

y = n,, g = n,, a2 = & + o, ry =& + o,
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0, et ®, étant des constantes d'intégration que nous supposerons de
lordre de p.
Supposons que l'on ait déterminé par un caleul préalable:

A’L?’ :""’Ag—l’
x(i)’x} Yooy x?_l7
y} AR 'I?—l’
et que l'on se propose de déterminer
Ay A5, al, @, 01,5 Ui

Pour cela, écrivons que le coefficient de p? est nul dans @,, @, et @7, @;.
Il vient:

da? da?
My + Ny = X
ldwl + 2dw2 19
dxl dat
", — + n,— = X
ldw1 + 2d,w2 22

dyi dyt .
' du, + ”2@;‘}‘11 = Y,
dy; dys .

Inl dwl +,n2 d’w2 + A2 - Y27

X,,X,, Y, et ¥, étant des fonctions connues.
X,,X,, Y, et Y, sont des séries trigonométriques en w,; et w,.
Pour que lintégration des équations (3) soit possible, il faut:
Y

Ny

1° que le rapport -t soit incommensurable, ce qu’il est toujours per-

mis de supposer.

2° que dans les séries trigonométriques X; et X,, les termes tout
connus soient nuls, Il en est effectivement ainsi, mais la démonstration
de ce fait important est délicate et ne saurait trouver place ici; je me
borne & dire quelle doit étre fondée sur 'emploi des invariants intégraux.

3° que dans les séries trigonométriques Y, et ¥, les termes tout
connus se réduisent a A et A; comme A] ct A sont deux inconnues, nous
déterminerons ces inconnues par cette condition.
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L'intégration des équations (3) est alors possible. Leur intégration
introduira quatre constantes arbitraires. A chaque approximation nouvelle,
nous aurons ainsi quatre constantes d’intégration de plus; nous leur don-
nerons des valeurs quelconques et nous ne conserverons d’autres constantes
arbitraires que w,, w,, &, ¢t @,.

~ Ainsi les séries de M. LixpstepT sont des séries trigonométriques en
w, et w,; elles sont développées suivant les puissances de g ct aussi
suivant les puissances des deux constantes w, et ,.

Ces séries d’aprés le théoréme de M. Lixpsrepr, satisfont formelle-
ment aux équations du mouvement. Si donc elles étaient uniformément
convergentes, elles nous donneraient l'intégrale générale de ces équations.

Je dis que cela n'est pas possible.

En effet supposons qu’il en soit ainsi et que nos séries convergent
uniformément pour toutes les valeurs du temps et pour les valeurs suffi-
samment petites de p, de o, et de w,.

Il est clair que A et 2, sont aussi des séries ordonnées suivant les
puissances de g, w, et w,. Pour certaines valeurs de w; et w, le rapport

2 . . .\ . ’ .
S est commensurable. Les solutions particuliéres qui répondent a ces
1

valeurs des constantes d’intégration sont alors des solutions périodiques.

Nous avons vu plus haut que toute solution périodique admet un
certain nombre d'exposants caractéristiques. Voyons comment on peut
calculer ces cxposants quand on posséde l'intégrale générale des équa-
tions données.

Soit:
x1:¢1(t’w1aw2,51152)7 x2=¢2(t,wl,w2,&')1,6)2),
h = Sl’;(t; W, Wy, O, (7)2)1 Yo == ‘;/";(t; W, , Wy, O, E’a)

cette intégrale générale.

Supposons qu'en donnant & @, , w,, @, et &, des valeurs déterminées
o}, 0, @), @), les fonctions ¢, , ¢y, &), ¢; deviennent périodiques en ¢.
Pour avoir les exposants caractéristiques de la solution périodique ainsi
obtenue, nous formerons les seize dérivées particlles:
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de, dv, dy, dy,
do,’ do,’ do,’ do,’

dz da, % dy,

i@, d,’ e, da,’

do, dw, dy, - dy,
do,’ do,’ dv,’ do,’
de, dw, dy, dy,

T g ) I~ 9 g4
de,’ da, ’ dao,’ do,

et-nous y ferons ensuite

— (U — (1 — =0 — =D
w; = Wi, Wy = Wy, W, = W, Wy = W;.

Alors

d .
d:: par exemple prendra la forme suivante:
1

les « étant-des constantes et les # des fonctions périodiques.
Les a sont alors les exposants caractéristiques cherchés.
Appliquons cette régle au cas qui nous occupe. Nous avons:

Xy = 501((01’ Wy, W, w?)a

¢, étant périodique en w, et en w,.
Il vient alors:

do, _dg,  dm _ dg, | (44 dg, | d, dﬁ),f
dw,  dw,’ do, do, do,dw, ' do, dw,)
Les trois fonctions:

I, dg o A dp , g,
dw,’ do, =~ do,dw, ' deo,dw,

sont périodiques en w, et w, et par conséquent en ¢.

. dx de .
On trouverait pour - et d——‘ des expressions analogues.
[0}

da, .
Cela prouve que les exposants caractéristiques sont nuls.
Donc, si les séries de M. Lindstedt étaient convergemtes, tout les
posants caractéristiques seraient nuls.

o
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Dans quel cas en est-il ainsi?

Nous avons vu plus haut la maniére de calculer les exposants ca-
ractéristiques (§§ 10 et 12).

Dans ce dernier paragraphe nous avons vu que les exposants ca-
ractéristiques relatifs aux équations:

dﬂ!i

__dF, dy; dF, dF,
a =y T ar

dF _ dF,
dy" ’ dt - _(—i-@—, /l dw,-

pouvaient se développer suivant les puissances de u; nous avons appris
a former l'équation qui donne le coefficient a, de \u.

Rappelons comment se forme cette équation:

Nous avions posé dans le paragraphe cité

p &5 » _ 4F,
i dzidz; ’ ® T dyidye

Dans ces dérivées secondes on suppose z, et z, remplacés par z) et 3,
pendant que y, ct y, sont remplacés par n ¢+ @,,nt + @,." Cj est
donc une constante et Bj une fonction périodique de ¢. J'appelle b, le
terme tout connu de cette fonction périodique.

Posons ensuite:

ey = b, 0 + 0, Gy, en = b, Oy + 0,03y,
e = 0, CYy + 0,0, € = by Oy + 0, O
L’équation qui nous donne a, s'écrira alors:
ey — a €12
€ €3 — A

Pour que cette équation ait toutes ses racines nulles, il faudrait que
Von eut:
€y F €y =0

! Inutile de rappeler ici que ces valeurs de ], ), %, , n, sont celles qui corres-
pondent 3 la solution périodique étudiée; ce ne sont pas celles dont nous avons fait usage

, ) B n

plus haut dans 'exposé de la méthode de M. LINDSTEDT. Le rapport 7—2,_1 est donc com-
2

mensurable.
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et

(4) 0,C + 26,,CY + 5,C, = 0.
Or on a comme je I'ai démontré dans le paragraphe cité
By by + by = 0,0y + nybyy = 0.
Il faut donc pour que l'identité (4) ait lieu ou bien que:
(s) by = o
ou bien que:
(6) o n2 0% — 2mym, 0% + n2C%, = o.

Occupons-nous d’abord de la relation (5). Si nous faisons dans la
fonction perturbatrice F,
T = 27, T, = Xy, Yo = mt + &, Yo = 1yt + @,
F, deviendra une fonction périodique de #. Supposons cette fonction
périodique développée en série trigonométrique, et soit ¢ le terme tout

connu; ¢ sera une fonction périodique de @, et @, et il viendra:

bik = &y

T doday,

Nous devrons done avoir:

() o

da;

Nous pourrons toujours supposer que l'origine du temps a été choisi
de telle sorte que @, soit nul et que ¢ soit fonction périodique de @
seulement. ' , ,

De plus la relation (7) devrait étre (si les séries de M. LinpsTEDT
convergeaient) satisfaite identiquement. Et en effet si I'on admettait la
convergence de ces séries, il y aurait une infinité de solutions périodiques

1

correspondant & chaque valeur commensurable du rapport %
2
Si la relation (7) est une identité et si ¢ est une fonction périodique,

cette fonction devra se réduire & une constante.
Acta mathematica, 13, Imprimé le 18 octobre 1890. 33
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Voyons ce que cela veut dire:
La fonction perturbatrice F, étant périodique par rapport & y, et a
y, pourra s'écrire:

F = ZAm,m2 cos (m,y, + Mmyy,) + zBm,m2 sin (m,y, + m,¥,),

les m, et les m, étant des entiers, pendant que A, et B,, sont des
fonctions données de z, et de z,.
On aura alors

g = SA‘,ﬁ,.,,,,_, cos (m, @, + m,d,) + SB‘,’,W sin(m, @, + m,d,),

la sommation représentée par le signe S ¢étendant i tous les termes
tels que
nymy, + nym, = O,

et 4, ., et B; , représentant ce que deviennent A4, et B, quand on
y remplace z, et z, par 20 et zj.
Comme les termes périodiques doivent disparaitre de ¢, on aura

0 o j—
A"‘x"‘z - B?"x"'z = 0.

Ainsi les coefficients 4,,, et B,, du développement de la fonction
perturbatrice doivent s'annuler quand on y donne & z, et & x, des va-
leurs telles que:

n,m; + nymy = O.
Ou bien encore on doit pouvoir donner au rapport % des valeurs com-
2
mensurables sans introduire dans la fonction perturbatrice F; des termes
séculaires.

Il est clair qu'il n’en est pas ainsi dans le cas particulier du probléme
des trois corps que nous avons examiné et quon n’y peut donner au
rapport des moyens mouvements une valeur commensurable sans intro-
duire dans la fonction perturbatrice des termes séculaires.

Passons maintenant &4 la condition (6) qui peut s’écrire

<dFo)’ A°F, dF, dF, d'F, <dFo>’ @F, _

de,) “da: dz, dz, dzdz, de, ) da3
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Elle exprime que la courbe
Fy(x, , 2,) = const.

a un point d'inflexion au point z;, = 2%, x, = 3.
Comme cette condition doit étre remplie pour toutes les valeurs de

. Iy n
z] et de x5 qui correspondent & un rapport = commensurable, la courbe

2
Fy(x, , %) = const. devra se réduire a un systéme de droites.

C'est un cas particulier que nous laisserons de coté; car il est
évident que rien de pareil n’arrive dans le probléme des trois corps.

Ainsi, dans le cas particulier du probléme des trois corps que nous
avons étudié et par conséquent aussi dans le cas général, les séries de
M. Lindstedt ne convergent pas uniformément pour toutes les valeurs  des
constantes arbitraires dintégration qu’elles contiennent.

§ 22. Non-existence des intégrales uniformes.
Reprenons nos équations de la dynamique avec deux degrés de liberté:

i =y - (i=1,2)

at ~ dm

Ces équations admettent une intégrale:
F = const.

Cette intégrale F' est une fonction analytique et uniforme de x,, z,,¥,,y,
et p; périodique de période 2z par rapport & y, et & y,.

Je me propose de démontrer qu'il n'existe pas d'autre intégrale
jouissant des mémes propriétés.

Soit en effet:
@ = const.

une autre intégrale analytique uniforme par rapport aux z, aux y et a
p et périodique par rapport aux y.
Soit: ‘
2 = ¢,(2), z, = ¢y(1), Y1 = ¢5(?), Yo = ¢u(?)
une solution périodique (de période T) de nos équations différentielles.



260 H. Poincaré. § 22.
Soit:

Ty = ¢1(t) 4+, Ty = ¢2(t) + &, = 553(’5) + & = ¢4(t) + &

Soit f; la valeur de & pour ¢= o; soit 5 + ¢, la valeur de & pour
t = T; nous savons que les ¢ sont développables suivant les puissances
croissantes des 5. Considérons I'équation en §:

Y_g W W@

A s, da, a8,

Y, A, g WA

ap, a3, a8, Wl
g, A W g A

B, B, B, B,

g, Ay A g

4B, B, a3, B,

Les racines de cette équation sont égales &

aT

e — 1,

les a étant les exposants caractéristiques; deux de ces racines sont donc
nulles, et dans le cas particulier du probléme des trois corps que nous
traitons, les deux autres racines doivent étre différentes de o.

Je remarque d’abord que nous avons:

ardy, | A dg, | AFdY, AR

- Jwydp, " du,df; T dy,df T Iy, dp aen
a0dy, | d0dg,  A0dy, | d0H, _
dx, d3; de, dF; dy, d3; dy, df;

Dans les dérivées de F et de @, z,, x,, ¥, et y, doivent étre remplacées

par ¢u(T), ¢:(T), ¢(T) , 9u(T)-
On peut en conclure ou bien que I'on a:

dF dF dF dF

do, _dv, _dy, _ dy,
) 46 =30 =10~ do
de, de, dy, dy,
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ou bien que le déterminant fonctionnel des ¢ par rapport aux f est nul
ainsi que tous ses mineurs du 1% ordre.
D’autre part on a, en désignant pas ¢;(¢) la dérivée de ¢(t):

d (3 d k3 d 3 1, , X
(3) 9} ( ) + d; ¢3(0) + d; ¢3(0) + dﬂ (0) = O, (i=1,2,3,4)
ar
1()+dm¢2() d‘/¢3()+dy¢4()_—o’

(4)

a0 ad
dw fpl( )+dw ¢2( >+dy 503( )+dy 504(0) = 0.

De ces équations on peut conclure par un calcul trés simple dont on
trouvera plus loin le détail que si les équations (2) ne sont pas satisfaites:
ou bien on aura:

(5) ¢1(0) = ¢,(0) = ¢3(0) = ¢i(0) = 03

ou bien I'équation en S aura trois racines nulles (les quatre racines
devraient méme étre nulles, puisque les exposants caractéristiques sont
deux & deux égaux et de signe contraire).

Or nous savoms que l'équation en S n'a que deux racines nulles,
d’autre part les équations (5) ne peuvent étre satisfaites que pour certaines
solutions périodiques trés particuliéres (je veux dire pour celles qui sont
étudiées dans la Mécanique céleste de Laplace, livre X, chapitre VI) et
ol le troisiéme corps décrit comme les deux premiers une circonférence.

Les équations (2) devront donc étre satisfaites. Elle devront 1'étre
pour:

z, = ¢(T), wy = ¢u(T), 1= ¢s(T, ¥ = ¢u(T).
Mais comme Lorigine du temps est restée arbitraire, elles devront I'étre
également quel que soit ¢ pour:
x, = ¢,(¢), T, = ¢a(1), ¥ = ¢s(?), Ys = @u(2)-
En d’autres termes, elles le seront pour tous les points de toutes les so-

lutions périodiques. Je dis maintenant que ces équations sont satisfaites
identiquement. Posons par exemple:

d@dF do@dF
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Il est clair quc f scra encore une fonction analytique et uniforme; on
aura = o pour tous les points de toutes les solutions périodiques. Je
veux établir que f est identiquement nul; pour cela je vais montrer que
Pon a identiquement pour p == o0:

ar _&f
(l/,c— dp? o

o= f=

EETIT I

En effet considérons une solution périodique quelconque du 1° genre; soit:

z = ¢, M), T, = ¢u(t, p), nh = 553(5 ) 1), Yo == @it pt)

cette solution; les fonctions ¢ seront développables suivant les puissances
de p et quand p tendra vers o, elles tendront respectiverment vers:

0 0 — —
), Ty, nt + @, Nyt + @,.

(x} et zy étant des constantes telles que % soit commensurable et @, et
3

@, les quantités définies dans le § 11). Tant que p n'est pas nul on aura:

et 1), ealt, )5 st )5 @ult, )] = o

Mais la fonction f étant analytique et par conséquent continue, on aura
encore pour g = o (bien que pour p = 0 les exposants caractéristiques

s'annulent):
f(x(l)ﬁxg7nlt + ‘7)17"2t + (7’2) = 0.

Mais si l'on considére un systéme quelconque de valeurs de z, et de z,
on pourra toujours trouver un systéme zj et x; qui en différera aussi
peu que l'on voudra et qui correspondra 4 une valeur commensurable de

%1 Soit alors:

2

|

>u|_>v

’

S 2

), et A, étant deux entiers premiers entre eux. Nous choisirons ¢ de
fagon que:
mt + @ =y, + 2km (k entier)
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On aura alors:
2
1yt 4 @, =f‘(?/x + 2kx — @) + @,.

Si nous posons:

nt + @, =y + 2k'w (¥ entier)
on devra avoir:

f(x(l)’ mg,yg,:’/g) = 0.

- Etant donnée une valeur quelconque de y,, on peut choisir les entiers %
et &' de telle facon que la différence y, — y; soit plus petite en valeur

27 . . -
absolue que 5 Mais nous pouvons toujours choisir #] et 3 de fagon
1

que ce systéme de valeurs différe aussi peu que l'on veut de z, et de z,,

et que le rapport ! tout en étant commensurable soit tel que le nombre
2

entier A, soit aussi grand que lon veut. Par conséquent, étant donné
un systéme quelconque de valeurs de z,,%,,y, et y, on pourra trouver
un systéme de valeurs qui en différera aussi peu qu'on voudra et pour
lequel f sera nul. Comme la fonction f est analytique elle devra donc
étre identiquement nulle pour g = o.

Cela posé, comme

flot, W] =o

quels que soient ¢ et gp; il vient, pour tous les points de la solution
périodique:
4, df do, fdso, af dg, | df do, _
+dw dp + . do, d + dy, du dy, dpp
Cette relation sera vraie en particulier pour

p =0, r, = i, T, = Ty, %= mt + &, Yo = Myl + @,.
Mais, quand s est nul, f est identiquement nulle, par conséquent ses
dérivées par rapport aux z et aux y sont nulles. On a donc:

af

dy=o

pour p =0,z =,y = nt+ @; et on en conclurait comme plus
d . .
haut que 572 est identiquement nul pour p = o.
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On démontrerait de la méme maniére que g;;,, et les autres dérivées
de f par rapport a u sont nulles pour g = o.

Donc la fonction f est identiquement nulle et les équations (2) sont
des identités.

Maijs, ¢'il en est ainsi, cela veut dire que @ est une fonction de F,
et que les deux intégrales @ et F ne sont pas distinctes. '

Nos équations ne comportent donc pas d’autre intégrale analytique
et ubiforme que ¥ = const.

Quand je dis que ces équations n’admettent pas d'intégrale uniforme,
je ne veux pas dire seulement qu’elles n'ont pas d’intégrale qui reste
analytique et uniforme pour toutes les valeurs de z, de y et de p.

Je veux dire qu'en dehors de l'intégrale F', ces équations n'admettent
pas d’'intégrale qui reste analytique, uniforme (et périodique de y, et y,)
pour toutes les valeurs de y, et de y, et pour les valeurs suffisamment
petites de g, quand x, et x, parcourent un domaine quelconque, si petit
d’ailleurs que soit ce domaine.

On sait que Bruxs a démontré qu’en dehors des intégrales connues,
le probléme des trois corps n'admet pas d'intégrale algébrique. Ce ré-
sultat se trouve donc conformé par une voie entiérement différente.

J’ai annoncé plus haut que les équations (1), (3) et (4) entrainent
forcément une des trois conséquences suivantes: ou bien les équations (2)
sont satisfaites, ou bien ce sont les équations (5), ou bien I'équation en
S a au moins trois racines nulles.

En effet formons la matrice suivante & 4 lignes et 5 colonnes

df ddi A ddi i=1,2,3,
(6) “Eﬁfﬁ;@zdﬂ""() : (i=1,2,3,4)

Si les équations (1) et (4) sont satisfaites sans que les équations (2) le
soient, nous devons conclure que tous les déterminants obtenus en suppri-
mant dans cette matrice deux colonnes et une ligne sont nuls.

Si maintenant 'on fait subir & x,, x,,y, et y, un changement liné-
aire de variables, les ¢ et les B subiront ce méme changement linéaire
et lIa matrice (6) pourra étre simplifice.

On peut toujours supposer qu'on a choisi ce changement linéaire de
telle sorte que
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dds _ .
a5 = ° pour ¢ <k.

Alors les produits trois & trois des quatre, quantités

d¢l d¢z dSbs d¢4
dp,’ ap,’ ap,’ 4B,

sont tous nuls, d’ot1 il suit que deux au moins de ces quantités sont
nulles. On peut toujours supposer que le changement linéaire a été

/
choisi de telle sorte que ce soient Ay ot e qui soient nuls.
g, ~ dp,
. d¢ d¢
Si en outre une des deux quantités dlg‘ et d;’ est encore nulle,
2

Iéquation en S aura trois racines nulles.
Si au contraire aucune de ces deux quantités n'est nulle, les équa-
tions (3) permettent de conclure que

91(0) = ¢3(0) = o.

En supprimant dans la matrice (6) la 3° et la 4° colonne et la 3° ligne,
ou bien la 3° et la 4° colonne et la 4° ligne, il vient:

dsbx dsbz ( ) __5_!__ d¢2
ap, a, ¥ af, d

¢i(0) =05
ce qui ne peut avoir lien que si

¢1(0) = ¢3(0) = ¢3(0) = ¢i(0) = o,
c'est a dire si les équations (5) sont satisfaites; ou bien si

a¢,

=5 =0 ou

a8,

a¢,
s,

c’est & dire -si V'équation en S a trois racines nulles.

=0’

C. Q F. D.

Acta mathematica. 13. Imprimé le 21 octobre 1890, 34
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CHAPITRE 1V.

Tentatives de généralisation.

§ 23. Probléme des n corps.

Est-il permis d’espérer qu’on puisse étendre les résultats précédents
aux cas ou les équations de la dynamique comportent plus de deux
degrés de liberté et par conséquent au cas général du probléme des n
corps?

C'est possible, mais ce ne sera pas sans un nouvel effort.

Je croyais, en commengant ce travail, que la solution du probléme,
une fois trouvée pour le cas particulier que jai traité, se généraliserait
immédiatement sans qu'on ait & vaincre aucune difficulté nouvelle en
dehors de celles qui sont dues au nombre plus grand des variables et a
Vimpossibilité d’une représentation géométrique. Je me trompais.

Aussi crois-je devoir insister un peu ici sur la nature des obstacles
qui s’opposent a cette généralisation.

Sil y a p degrés de liberté, la situation du systéme peut étre re-
présentée par la position d'un point dans I'espace a 2p — 1 dimensions.
La plupart des conclusions de la premiére partie sont encore vraies et
n'ont & subir aucun changement. Il existe donc une infinité de solutions
périodiques représentées par des trajectoires fermées et se classant en
stables et en instables, ou méme en catégories plus nombreuses, d’aprés
la nature de leurs exposants caractéristiques. Il existe aussi ume infinité
de solutions asymptotiques.

J'ai cherché également & étendre au cas général le calcul du § 17
en laissant de c6té la question de convergence. Les séries quon obtient
de la sorte peuvent en effet, méme lorsquelles divergent, étre utiles dans
certains cas aux astronomes et peut-étre guider les géomeétres vers la so-
lution définitive. '
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Supposons trois degrés de liberté et reprenons les équations (1) du
§ 11 en faisant les mémes hypothéses que dans ce paragraphe.
Cherchons ensuite trois fonctions de ¥, ,y,, y;:

2 = O (Y1, Y5 ¥)s

%y = Oy 5 Ya s Ys)

s = O(Y: 5 Y2 5 Y
satisfaisant aux équations:

dw‘ dF dz, dF | de, dF
dy, dz, +0lys de, +dy ©;

de, dF da, dF de, dF dF
3y, do, T By, dw, Ty, dmy, T Ay,

dax, dF+dw dF+dw ar dF =0
dy1 do, ' dy,de, ' dy, dw3 dys ’

ou, ce qui revient au méme, aux équations:

do, de, dz, de, do, _ da,

F=0C = #-x @

2 1

Nous supposerons que z,, x,, z, peuvent se développer suivant les
puissances de g ou de u et que pour g = o, elles se réduisent & des

constantes z, x5, x3.
Nous poserons ensuite comme plus haut:

aF, dF, dF,

[} _— 0
== = — N = ns.

n
da’ 1’ dx} td dxg

Si entre m,,n,,n, il n'y a aucune relation linéaire a coefficients
entiers, on peut développer z,,x, et x, suivant les puissances de p;
chaque terme est périodique a la fois par rapport a y,, a ¥, ct a y,.

*
Mais il s'introduit de petits diviseurs.
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Si entre n,,n, et m, il y a une relation linéaire et une seule a
coefficients entiers:
mn, + m,n, 4 m,n, = O,

les calculs peuvent se poursuivre absolument comme dans le § 18. Les
trois fonctions r,, », et x, se développent suivant les puissances de u
et elles sont au moins doublement périodiques, je veux dire qu’elles ne
changent pas quand y,, y, ct y, augmentent d’'un multiple de 27 de telle
fagon que my, 4 m,y, + m,y, ne change pas; il y a encore de petits
diviseurs.

Il reste un troisiéme cas, le plus intéressant de tous, qui est celui
ou il y a entre n,,n,,n, deux relations linéaires & coefficients entiers:

myn, + myn, + nign; = 0,

miny + myn, + myng = o.

On peut alors développer #,, z, et x, suivant les puissances de u et de
fagon que ces fonctions soient périodiques, je veux dire qu'elles ne
changent pas quand y,,y, et y, augmentent d’'un multiple de 27 et de
telle sorte que my, -+ myy, + myy; et miy, + myy, + myy, ne changent
pas. Il n'y a plus de petits diviseurs, mais le calcul de ces fonctions
n'est pas sans certaines difficultés.

En premiére approximation, la détermination de ces fonctions dépend
de lintégration d'un systéme d’équations différentielles qui ont la forme
canonique des équations de la dynamique, mais avec deuw degrés de liberté
seulement. Dans presque toutes les applications, ces équations dépendront
d’un parameétre trés petit par rapport auquel on pourra développer, de
maniére qu'on pourra leur appliquer les conclusions des chapitres I et II
(1% partie).

Dans les approximations suivantes, on n'aura plus a effectuer que
des quadratures.

Ce n'est pas tout; le probléme des » corps présente des difficultés
spéciales qu'on ne rencontre pas dans le cas général. Sans doute ces
difficultés ne sont pas aussi essentielles que celles dont jai signalé plus
haut l'existence, et un peu d’attention doit permettre d’en triompher.

Mais jen dois dire ici quelques mots.
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Dans le probléme des n corps, F, ne dépend pas de toutes les va-
riables linéaires #;; par conséquent, non seulement le hessien de F, par
rapport aux variables #; est nul, mais le hessien d’'une fonction arbitraire
de F, est encore nul. (Cf. page 121.) Cela vient du fait suivant: si
/=0, cest & dire dans le mouvement Képlerien, les périhélies sont fixes.

Cette difficulté n’existait pas dans le cas que nous avons traité (1*
exemple, § 15) parce que nous avions pris pour variable, non pas g longi-
tude du périhélie, mais g — ¢. LElle n'existerait pas non plus avec une
loi d’attraction autre que la newtonienne.

Voici quelles en sont les étranges conséquences:

, Nous avons vu qu'il y a deux sortes de solutions périodiques: les
solutions du 1 genre, dont nous avons parlé dans le chapitre 1L (1°°
partie) et qui subsistent quelque petit que soit p, et les solutions du 2°
genre dont nous avons parlé dans le § 20 et qui disparaissent l'une aprés
lautre quand on fait décroitre p.

Dans le cas du probléme des trois corps, si l'on fait u = o, les
orbites des deux petits corps se réduisent a deux ellipses Képleriennes.
Que deviennent alors les solutions périodiques du 1% genre quand on
fait g = o0? En dautres termes quelles sont les solutions périodiques
des équations du mouvement Képlerien? Les unes correspondent au cas
ol les deux moyens mouvements sont commensurables. Mais il en est
d’autres qu'il est plus 1malaisé d’apercevoir et sur lesquelles je dois
insister. '

Si p =0, cest que les masses des deux planétes sont infiniment
petites et qu'elles ne peuvent agir l'une sur l'autre d’une maniére sen-
sible, ¢ moins d'étre & une distance infiniment petite U'une de Uautre. Mais
si ces planctes passent infiniment prés I'une de I'autre, leurs orbites vont
étre brusquement modifiées comme si elles s'étaient choquées. On peut
disposer des conditions initiales de telle facon que ces chocs se produi-
sent périodiquement et on obtient ainsi des solutions discontinues qui
sont de véritables solutions périodiques du probléme du mouvement Kép-
lerien et que nous w'avons pas le droit de laisser de cité.

Telles sont les raisons pour lesquelles jai renoncé, au moins momen-
tanément, & étendre au cas général les résultats obtenus. Non seulement
le temps me fait défaut, mais je crois gu'une pareille tentative serait
prématurée.
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En effet, je n’ai pu faire encore du cas particulier méme auquel je
me suis restreint une étude suffisanmuinent approfondie. Ce n’est qu'aprés
bien des recherches et des efforts que les géométres connaitront compléte-
ment ce domaine, ot je n'ai pu faire qu'une simple reconnaissance, et
qu’ils y trouveront un terrain solide d’ou ils puissent s'élancer a de nou-

velles ‘conquétes.
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