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R6sum6
Les AtithnAiques de Diophante est l,un des ou\rages qui ont eu le plus d'influence dans I'histoile des

mathdmatiques. iest par exemple daos la marge de son ddilion de Diophante que Piene de Fermat, un jour

"nt " 
fOZf l* t665, Crionga son-demier th6ordmi, qui ne flt demontr6 qu€ bien.plus tard. Mais F€rmat n'ebit

o"ii. oremier a tirer son inspirarion de ta collecrion de probldmes alg€briques/arithmetiques de Diophanle : les

f.be;;ent tild profit de ieur lec're des ,{ril hrnetiques deDiophang quand ils d€veloppcrcnt l'agebre en tant

que asciptine matternatique. Il n'ctait pas noD plus le demier : a Ia fiD de cel_alticle. nous prdsentons l'exemple

d'une thtse de mathdmatiques de 1998 diredement inspiree d'un problAme de Diophanle

Mais malgd toute l influence qu,eut c€t auteur sru divers math€maticiens d difr€rentes 6Poques' nous ne

ruuons pt""q,ie ri"n ae tui, et mcm; le Exte des ,4 tithmdtiques ne ftvale que peu de choses de ce que Diophante

savait r€ellement, ou ce qu'il ignorait.

Nous Drdsenlerons d'abord les poinrs de \'lle de divers historiens qui ont speculC sur la peNonne de

oiophanrcl puis ddcrirons quelques rraits marquanb des At hniuques. pour arriver d un suwol d.? princip?les

lecnlresdifferentesquienonlclddonndesaulildessi.cles:d,aborddanslemonclearabedesl^el.-l
.i!"f".. ,rl. Dendant la Renaissanc€ byzantine (du XI"' au XIIII" siCcle) ; €nslite pendant les XVI"' €t

XVUd siCcle; en Europe (Viele. Fermal). jusqu'au regard du xtr' siacle sur Diophante'

Avant-Propos
Alasuited'unpetitcoursdeDEAdstrasbowg,j'aidonndle29mai1998uneconfdrence

clans le cadre de li Euler-Vorlesung annuelle, dans le vieux th6atre de Sans-souci d Postdam,

nilile l|'er war Diophant ? (Qui efu Diophante ?)' Un article til€ de cette confdrence est

paru peu de temps aprCs da$s les Mqthemqlische Semesterberichte 4512 (1998)' 141-156 I.a
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publication en dtait faite en allemard puisque la confdrence avait dtd Feparee en allemand
pour un public allemand.

Pendant mon sdjour en Inde, de decembre 1999 d janvier 2000, j'dtais en residenc€ au fata
Inslitute de Mumbai, mais passai une semaine au Chemqi Mqthemqticql Institute, pe\da\t
laquelle le professew Seshadri me demanda de parler €galement de Diophante d Madras. Cette
confdrence et une autre similaire que j'ai donnde plus tard d Bombay fiuent I'occasion de
ddiger la pr€sente version (anglaise [d I'odgine, NdT]) de mon article. Ce n'est pas une
traduction, mais une rddcliture du texte original avec pas mal de modifications. Par exemple, j'ai
dvite certaines allusions (comme d Karl May) qui ne pouvaient CtIe comprises de quiconque
n'est pas empreint de culture germanique, D'autle pad, j'ai tenu compte de quelques critiques
que j'avais regues aprds la publication ; je suis par exemple heureux d'avoir pu coniger ma
rneconnaissance initiale de la contribution d'Otto Neugebauer d la ddtermination de l'6poque de
la vie de H€ron d'Alexandrie, qui m'a dt€ obligeamment soulignee par plusieus lecteurs. J'ai
aussi ddvelopp€ le contenu gd et ld.

l. La question de la datation
Deux onvrages nous sont parvenus sous le nom d'auteur de Diophante d'Alexqndrie : vr

ensemble tds dtendu de probldmes rdsolus, ir]/rinlJe Les Arithmitr4aes, et rm court traitd, plus
thdorique, sur les nombres polygonaux, qui est d'un style plus euclidienr. Les Arithmetiques
sont essentiellement autosuffisants : pour autant que nous les connaissions, ils ne contieluent
aucune rCf€rence explicite ir d'autes auteurs mathdmaticiens2.

D'aute part, nous ne connaissons qu'un auteur de l'dre prd-ambique et prd-byzantine qui
fasse referencc ax I rithmitiques de Diophante : Th6on d'Alexandries, le pCre d'Hypatie, la
plus cdldbrre femme scientifique de I'Antiquite (tardive), qui cependant doit une grarde part de
sa cdldbrite au fait qu'elle a 6te sauvagement assassin€e par les bandes de l'Ev6que Cyril, I'un
des premiers Pires de I'EgIise, en 41 5 ap. J.C.4 Thdon est donc du milieu du quatridme siecle
de notre dre, ce qui nous dome une bome supdriewe pour la datation des Arithudtiques et de
leur auteur prdsum6, Diophante.

Si nous admettons que le meme Diophante est aussi l'auteur du traitd sur les nombres
polygonaux, nous obtenons une bome inf€rieure, car il y a dans cet oul,nrge une rdfdrence d
Hypsicles, qw ivatt ven 150 av. J.C. (cf. [Tan93/95], vol. l,470 (27)).

Les curres connues de Diophante nous donnent donc un intervalle de 500 ans en ce qui
conceme leur composition, et c'e$ e peu pres tout ce dont nous pouvons €tre certains lorsqu'il

I Pour le traitd sur les nombres polygonaux, voyez I'idition greco-latine [Tan93/95], vol. I, 450-481. tes
nombres polygonaux sont ; les nombres triangulaires, i.e. ceux qui peuvent eEe disposd selon une forme
triangulaire, comme l, 3, 6, 10, 15, 21..., Ies carrds parfaits, Ies nombres pentagonaux comme 1,5, 12, 22, 35,
..., eta. PIus gdnCralemetrt. la sCrie des nollbr€s d-gonaux est donnde par n/212+(n-l)(e-2\1, pott n=1,2,3...
' A Fois endroits, tous siru€s dans le livre "v" de la tradition byzantine (voir plus loin pour la num€rotation des
lirres) le texte fait refgrence A desporirner (cf. [Tan93/95], vol. I, 316 (6), 320 (2), et 358 (5)). On tre sait pas
si ces dsultats faisaient partie d'un autre liwe des Arithmdtiques qui serait perdu, ou s'ils se rdferent a un au!:e
traite (de Diophante, ou seulement connu des lecteurs suppos€s de Diophante ?) dont aucune Face ne nous est
parvenue. Cf Dotre discussion sur les formulations gdnemles dans les,{ ithnatiques an t 4. ci-dessoos.
'Voyez [Tan 1893/951 vol. ll. 35 (p. 9-l l), cf. vol. l, 8 (p. l3-15).
' L'ann6e 415 est incontestde. Les opinions divergent cependant a propos de l'ag€ auquel H)?atie connut sa mort
tre€ique. Voyez par exemple [Dzi95].
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s'agit d'estimer I'dpoque d laquetle vivait Diophante d Alexandrie. Nous ne disposons d'aucune

information s4rieuse sur 1ui5.

Le grand savant frangais Paul Tannery (1843-1904), auquel nous devons' pami d'autres

ourragis de riference de l'dpoque (voyez par exempl€ son 6dition de Fermat [Fer9l]), la

monumentale ddition critique des six livres des Arithmitiques qur nous viennent de la tradition

byzantine, a ddcouvert d la bibliothdque de I'Escurial une lettre de I'intellectuel byzantin

Nlichael Psellos6, qu'il a utitisde pour situer Diophante plus precisement ([Tan93/95]' vol II,
37-42). Dars ""tt" 

l"ttte, Psellos mentiorme un tavail sur I'aritbmdtique (la mdthode

dgptienne des nombres, ainsi quil l'appelle) dddi6 ri Diophante par un certain Anatolios

(tTin93/951, vol. II, 38 (22) - 39 (l)) Pour Tannery, cet auter{ est le philosophe attestd

Anatolius d'Alexanclrie, dveque de Laodicie (ancienne ville de I'actuelle c6te syrienne) vers

270/280 de note Crc, dgalement auteur d'un taitd sur I'aithmdtique dont il nous leste des

fragrnents. En supposantqu'un taitd ne Peut CtIe d€did d une p€rsonne que de son vivant, cela

situerait Diophante au troisidme sidcle ap. J.C.

Mais si I'on considdre cette demidr€ date et la nature de la source de Psellos (la phrase qui

mentiorme la dddicace est ldgdrement abimee darls le texte) on pourait rester sceptique face d

ces conclusions. Il semble riellement que Tarurery se soit quelque peu emportd d propos de

cette lettre quil avait ddcouverte ; sur cette seule base, il corrigea la plus importante

spdcification m€thod ologique des Arithmdtiques , pat laqu/elle Diophante inftoduit son symbole

poru Ia seule et unique iiconnue qu'il manipule dans sa notatiod.

Finalement, inddpendamment de la lettre de Psellos, le fait qu'avant Th€on p€Isonne, autant

que nous le sachions, n'ait mentionnd Diophante, mais dgalement que les probldmes des

)r hmdliques soient assez inhabituels dans les mathdmatiques grecques classiques rendent

probable que Diophante a €crit son ouwage d la hn de I'intervalle des 500 ans De nosjours, on

ilt 
"n 

g,hC*l qutt u vecu vers 250, comme 9a I'est sugg# par l'argument de Tamery' Il y a

aussi ui papyrus mathdmatique du troisidme sidcle en grec, non dcrit par Diophante, mais qui

utilise le mine symbole pour l inconnue que celui que I'on ttouve dans les manuscrits

by zzrtins des Ar i thmi tique s8.

Mais il ne faudrait pas oublier I'incertitude qui 6side dans toutes ces conj€cnres. En fait,

on p€ut dire (et on a dit) beaucoup de choses en faveur d'un lapprochement entre Diophante

et iliron d'Aiexsndrie, auteur de textes encyclopddiques sur des questions de math€matiques,

'Nolez oue si une lelle incenitude sur les dates parait dnorme poul les cullures mediterraldennes ancieMes. des

ini.r"uffi. *.o.. pfut grands soot la rcgle plu_t6t que l'exception dans l'histoire de la culture et de la science

indiennes oar exemple. Pour une itlusFation. voyez IGup95] p. 263f
;i,t.ir".iiors-iosi ?) tut de nombreuses aturees philosophi e h cour de Byzance ; il dcrivit un grard nombre

dLruwaees sur des suiers res varies, depuis la philosophie et la thdologie jusqu'aux sciences et a I'alchimie.

Our" .3n i^po,tunt" ionespondance. ce qui le rendit peut€fe encore plus c€ldbre est tas6rie de ses 6crits su1 la

"i" 
a" Afea"irr" etpo"unit penonnalitis politiques, qui contient une approche.psychologique des personnes

alcritei. li atnait a'se presenier comoe inliuent, bien que lulmeme et ses proches aient perdu leur position

dominante sous le rCgni de Constantin IX en lO54 A cerlains moments, il v6cut comme moine
t tr-silssl rot. L; (3-5). Au lieu de laiss€r cette phmse comme on la.lit .dans.tous 

les manuscrits, i e'

dd;;issant le qr"qyi4 tp{ipq le nonbre non dit, le nombre qui est jusqu? present inconnu, comrne ( ce qui

o u oo"*" a" .". pioi.i&es paiiculidres len question dans les lignes Prdcc-dentes, comme la propridtC d'€tre un

ca*, un cuUe, ai.l inais contient sinpliment une multitude dunitCs )), TalDery veut que nous lisions : ( le

nolnur" qui n," -;-" ae ces caracte;sdques, mais possdde une multitude inddtemin6e d'unitcs, est app€l€

iiii^or'r. *t^i,le derruer mot non rraduit de ta phrase grecque que Tannery a cl€6e signifie simplement

,on6le, rcndrnt l'€nonce au mieux tras maladroit. -ette critique de la correction par Tarmery de la phrase

cruciale'est donn€e ale maniire trds convainrante par Rashed el Allald (voL la note sur le mot arabe "say" pour

l'inconnue dans [Ras84], tone lll, 120-123).
3 

Pap. Michigan 620. Je dois cette refdrence A [Ger84]' p. 143
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en particulier sur les applications des mathdmatiques. Les probldmes que taile H€ron sont
semblables i ceux que traite Diophante, et tous deux se servent d€s memes notations pour le
signe moins. Si l'on suppose une proximitd entre eux, on peut meme se demander, comme le fit
Sir Thomas Heath, si le Diottysius anqvel sont dddides les lrithmefiques n'est pas identique au
dddicataire du lil'I€ de H€ron sur les D€finitions g€omdtriques et de ses Eldments
d'Arithmdtique. Apres un chaud et long d€bat, il semble que ce soit Neugebauer qui a dtab[ les
dat€s de Hdron en datant prdcisdment une 6clipse de lune suwenue e Rom€, et mentionnde par
Hdron dans son haite de dioptrique ; selon lui, Hdron €tait vivant en 62e. Cela devnit-il nous
conduire d situer Diophante plus de deu siCcles avant c€ qui est generalement admis de nos
jours ?

Un petit podme math€matique qui prClend €tre I'inscription sur la tombe de Diophante me
parait presque une parodie de note ignorance ; il donne la longueur de la vie rle Diophante, 84
ans, cornrne solution d'une dquation lindairelo. Il y a bien des notices ndcrologiques pour
Bourbaki, ce petit podme ne devrait donc m6me pas nous emp€cher de penser que Diophante
dtait en fait le nom d'un auteur collectif. Mais il n'y a aucune raison positive de nous laisser
aller d de telles speculations, et plus que tout : je ne vois pas comment cela rendrait plus facile
la riponse d ces difficiles questions lides ir Diophante.

2. Sp6culations sur I'origine de Diophante
De m€me que les dates precises de sa vie, I'origine etbnique ou religieuse de Diophante n'est

affairc que de spdculations. Cette possibit€ de spdculer a €td librement utilisde par certains
auteun. Domons quelques exemples ;

Hermarm Hankel, clans son oulrage sur les mathdmatiques antiques et mididvalesll, adopte
un ton presque poetique quand il en vient d Diophante :

Ld, dans le desert fiste et stdrile des recherches grecques sur l'arithmitique, apparatt
soudain un homme d l'dneryie juydnile : Diophante. D'o vient-il, o va-t-il ? Qui etuient
ses priddcesseurs, qui seront ses successeurs ? Nous ne Ie savons pas, Tout celq est une
grande inigme. Il yiyait d Alexandrie. Si l'on wulait me pe nettre me conjecture, je
dirais qu' n'etuit pas grec ; ,.. si ses 

'crits 
n'itqient pqs en grec, personne n'aurait

jamak pensi qu'ils sont issus de la cdtwe grecque.

A peu prCs d la m€me Cpoque, l'historien des mathdmatiques allernand Moritz Cantorr2
avouait que, pour lui,

'Pour la question des relations entre Hdron et Diophante, voyez [Hea2l], p. 306, note l, ainsi que la longue
nore 149 dan! [Kle92], 244-248. L'argument de Neugebauer a dtC publiC €n 1938, apres Healh et aprCs I'original
allematrd du livre de Klein. Cf. [Neu75l p. 846.
'' [Tan98/95]. vol. II, p. 60. L'enlance de Diophante d*a le sitiime de sa vie ; la barbe lai clitt q)rls un
dotzidne en plus. Il se maria aprAs un septiAme en plus ; un fls lui naquit cirrq a^, plut tatd ; ce f s tdcTlt la
noitid de I'Age de son pQye et k pare mourut quatte ans opfts soh ils. [N.d.T. : dbprds I'idition frantais€ de
Ver Frckel Ce podme provient de l'Anrhologie Palatine de probDmes mathCmatiques sous forme pogtique.
Uinterpr€tation dorurde par Hoder ([HaI9s], p. 267), qui aboutit a une valeur de 65+l/3 plut6t que 84, est
comp.tible avec la traduction allemande du texte qu'il utilise, mais pas avec l'origitral grec.
" [Han?4], p. 157. En ce qui conceme les comm€ntaires originaux en allemald, voyez aussi la versioD publide
de sa coDfar€nce dans Mathenatische Senesterbetichte, 45,2. Hankel est, bien enteDdu, connu @nrme
oathdmaticien, par exemple pour son intggrale de la fonction gamma (Habilitationsschift, L€ipzig 1863), et ses
Untersuchungen llber unendlich oft oscillierend€ und unstetige Funktionen, Math. Annalen 20,18E2.
'' [Cano7]. p. 396. La premiare edition de l'ouvrage de Cantor e$ de 1880.
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Diophante, dont le nom est friquent en Grice, etuft un authentique Grec' disciple de la

scienc) grecque, mEme s'il s'ileva bien au4essus de ses contemPorains ll ftt Grec dans

ce qu'il rialisa, atusi bien que dans ce qu'il fut incapable d'qccomplir' Mqis il ne faut pas

ouilier que la science grecque, en conquerant l'Est d'Alexandrie , rqmena de nowelles

idies de ces cqmPqgnes, que les mathAmqfiques glecques en lanl que telles n'ont jamais

cessd de ramasser 9d et ld tout ce qu'elles jugeqient digne d'Ctre pris'

Paul Tannery lui-m€me ne spdculait pas sur I'origine ethnique de Diophante Cependant, il
pensait quil etait possible diidentifier Dionysius, le dddicataire des ArithmAtiques, avec
'oi"wti"l, E"eq* i'Alexandrie, et en diduisit que Diophante dtait ckdtienrr'

Pour Oswald Spengler, I'auteur de Der untetgang des Abendlandes (le Ddclin de

I'Occident, un best-sellei allemard des anndes 20 dont I'influence politique a eG terrifiante),

Diophante est un indicateur crucial du changement de cultue qui, selon lui, esl survenue dans

t,entiquite brdive. Tout corrne Toynbee aprds tui, spengler en$eprit une description

cyclique et en paralldle des grandes civilisations de l'histoirc mondiale, dzns chacune desquelles

il prdtendait reconnaitre lJs m€mes ddveloppements morphologiques. Spengler combattait

t,ide a'une mathdmatique universelle. Pour lui, les mathdmatiques crdes par une certaine

civilisation sont un indicateur trds pallant de ce type de civilisation. L'Antiquitd tardive ne

faisait pour lui plus partie de la cultue classique, mais appartenait d€jd d la culture arabe,

laquelle, selon lui, fu't caracterisde par le mogisches lkltgefihl, I'apprdhersion magrqtre du

moncle,'Cette culture touverait dans I'Islam sa funue religion. Spengler a par exernple taxd le

Panthdon de Rome d e plus ancienne de toutes les mosquies '

Les Arithmetiques de Diophant€ sont remarquables par leur traitement algdbrique plut6t

qu" geornettiqu" i"t quantites, ce qui amene Spengler A commenterla :

Ce n'est ividemmenl pas un enrichissement, mais une negation comPlite du

Wellgefr*l de l'Antiquift. ee sinple fait aurait sufii it prouver que Diophante ne fait plus

partii de la culttr; classique. un nowequ Zal engeffihl une notnelle tation du
'nombre.,. 

est d I'ouvrage avec lui. Ce que sont un nombre ind€termin6 comme 4 un

nombre non nomm€ comme 3, tous dew ni quantit4, ni mesure, ni segment' un Grec

n'qurait pas tti capable de le dire . Diophante vicut vers 250 AD' c'est-d-dire qu

troisiime siicle de l(r civilisalion arabe.

Spengler, qui devait avoir sa propre fagon de reconnaitre les authentiques grands owrages

sans CtIe derang€ Par un examen math€matique minutieut, avait sa vision personnelle des

oualitds mathC;iques de Diophante : il ne se serait pas laissd impressionner par une serie de

ietits probldmes qui n'ont fait qu'inspirer des dcrivabs ultdrieurs'''

Il est sdr que Diophante n'itait pas un grand mathimaticien' Lo.plupart des choses

po* irqi"tt"t ton iom est resti cilibre ne sont pas de lui' et ce qui.l'est n'e sarement
'poi iii".t"t de sa propre invention' Son importqnce accidenlelle tient au lail que'

'oioi q* ,o^ t" ,aciiotu' c'est dans ses euvres que I'on reconnait de maniire clqire

pour li premiire fois le noweau Zahlengefflhl'

Diophante €tant donc un reprdsentant de cette nouvelle c-u ufe magique, sper, ler va

j6;;A;;.,h"ider ncialement avec ce r6le. Alors qu il qualifiait le philosophe Spinoza

'r vok [Tarl2], pp. 527-539.

'1 [spe23], pp. 96-97

" [spe23]. p. 98-99
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de ( dernier reprdsentant du Weltgefihl magique, en fait un retardataire > pour la simple raison
qu'il < venait du ghetto ), i.e. puisqu'il €tait juif6, il retoume cet argument dans le cas de
Diophante, qu'il avait d6jd pr€sent€ comme premier reprdsentant du hhlgefihl tn$qq
oubliant m€me qu'il avait affImd auparavant que Diophante n'6tait pas un gmnd
math€maticienlT :

Combien parmi les grands Alexandrins peuvent qyoir iti des Grecs seulement au
sens magique ? Peut-effe Plotin et Diophenk Atuient-ils dbrigine juive ou chaldaenne ?

David M. Burton. L'affrmation la plus abswde que j'ai trouv€e au sujet de l'origine de
Diophante confond des dpoques historiques diffdrentes et transpose d des catCgories ethniques
I'influence souvent conjecturee des probldmes babyloniens sur ceux que I'on touve dans les
Arithmdtiques. Darts l'Histoire des Malhimqtiques &Bvrtan (1991), on peut lirel8 :

Diophante itait certainement un Babylonien hellinisi.

3. Et le texte ?

Tous ces commentateurs profitent de l'absence de renseignement biographique pour filer
des metaphorcs catdgoriques sur les lr imefiques e\ specl.]Jarft sur l'origine de leur auteur. Je
prdtends que le m€me phdnomdne que celui que l'on voit ici d propos de la biographie de
Diophante se letrouve au sujet de ses mathdmatiques. Les ArithnAtiques sont presque aussi
insaisissables que leur auteu. La fagon dont, p€ndant des sidcles, Ies math€maticiens ont lu et
lui;ilise les Arithmiliqass €st toujours une expression trds s0re de leurs propres id€es ; mais
nous ne pouvons jamais €tre si[s de ce que ces lectures nous disent sur le texte lui-m€me. Les
Arithm4fiques soriprobablement l'exemple le plus fiappant de texte mathdmatique qui, d'une
part, a inspirc et continue d'inspirer des gdndrations de math€maticiens d diff&ents moments
de I'histoirc de l'algCbre et de la theorie des nombres, mais qui, d'autre part et pour ce qu€ nous
en savons, n'a jamais a6 ddveloppd en tant que tel.

L€s malhdmaticiens ont au minimum une tendance d difficilement admettre cela. Nous
somrnes convaincus, que si nous dtudions le texte suffisarunent attentivement, nous pouvons
pratiquement le lire en regardant par-dessus I'dpaule de Diophante, n'est-ce pas ? Mais ce
texte, avec l'histoire unique de ses diffdrentes lectures au long des sidcles, nous donne une
bonne illustation des probldmes causds par cette attitude mathdmatique d'un optimisme nalf.

Je parcourrai donc succinctement quatre moments historiques majeures au cours desquels
un groupe de mathdmaticiens ou d'drudits a reddcouvert les Arithmatiques. En fait, puisque
nous n'avons aucun fragment original du texte, pas plus qu'une quelconque connaissance
directe de ce qui lui est anivC entre sa premidre redaction et le newidme sidcle, tout ce dont
nous pourrons parler sont les /ed6couvertes d'un texte tombd dans I'oubli. Une telle
reddcouverte peut €tre appelde lenaissqnce de Diophaae pour I'ipoque et le lieu orj elle
survient. Je sugg&e qu il y a eu quatre telles renaissances majeures de Diophante jusqu'e
prdsent, ou, plus prdcisement, deu fois derpr. Tous les fragments des Arithmdtiques en notre

Lql_p*lt,p. 391. Voyez le magnifique commentaire Lonique de L€onald Nelson sur toul celq dans
LNeDll, p. I l5-l I7.
'' [Spc23l, p. ??0. La dynastie ChaldCeme, derniere des dynasties babyloniennes (626 av. J.C.). 6tair composde
de hmilles arruhCerues. Rdndralemmr respeclees en tant que penonnes irudites.
'' tguotl, p. zz:.
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possession aujourd'hui ne rcmontent pas plus tald que h premidre double renaissance, dont

ies deux dpisodes eurent lieu d Bagdad et d Byzance, entre le neuvidme et le treizieme siCcles.

La seconde double renaissance comprend I'appropriat\o\ des Arithmdtiqres par I'Europe et le

monde occidental depuis le seiziCme siCcle.

4. Quelques remarques sur le texte des
Arithmitiqaes

Avant de nous toumer vers la premidre renaissance et ses derx chapitres, essayons de jeter

un brefcoup d'ceil au texte lui-meme. Bien sir, d proprement parle!, c'est impossible ll n'y a

aucun textJoriginal de Diophante qui ne soit pass€ e travers la premidre double renaissance. Et

selon la thCse pincipale que je ddfends ici, il est clait que je n'ai pas la moindre illusion sur la

faisabilitd ct'une sizp le leittne du textete .

Ceci dtant dit, il faut bien str aller regarder le texte. Et le lecteur de Diophante se retlouve

un peu dans la situation de Hardy et Littlewood quand ils examinaient les manuscdts de

Ramanujan qu'on lew avait envoyds d'lnde20. Les textes montrent claircment deux auteurs

virtuosei, capables de r6soudre des problimes do certaiff' dans le cas de Diophante' sont

dif8ciles d resoudre aujourd'hui pour, par exemple, un €tudiant en mathimatiques de premiire

ann€e d'universitd. En ce qui conceme Ramanujaq le niveau est bien s0r encore plus haut'

Mais les deux textes sont €crits d'une rnanidre ftCs diftErente de c'elle d laquelle nous sommes

habibds, et, par-dessus tout, on sait bien qu'ils contiennent trds peu d'indications sur les

m6thodes gdnerales sous-jacentes que I'auteur a employ6es pour houver ses solutions Cela

rend exGmement difficile la d€tennination explicite de ce qu'il savait.

Mais m€ttons bri€vement en dvidence quelques propddtds des Arithmitiques qu'il est bon

d'avoir d I'esprit lorsque I'on regarde le pdriple de ce texte a traveis l'histoire.

Prenons un exemple tds facile.

Probldme 1.28. Trower detoc nombres dont la somme el lq somme des carrds sont

donnis.

Le contexte rcvdle que par nombre Diophante entend toujours : nombre ratiomel positif'

Avant de rdsoudre 
"" 

-p.oblc.", 
Diophante dtablit une condition ndcessaire : dettx fok la

somme des cqrr^s moins le carri de la somme des deux nombres doit ate un carr6 (cnlul d'rxt

nombre rationnel positif.)

De nos jours, avec les notations algibriques et des connaissances qui rernontent au moins

u,, ,"i"ie-J ,ie"i", notre reconsuuction de ce probl€me ressemblerait probablement d ceci : On

;;;;-i;; "kli=i "r 
* *f=t ceci implique dvidernrnent que 2b-d: (x-# soit

un carr6. Et de nos jours, un moment de reflexion nous montre que cette condition est aussi

sufftsante. Car Y=a-X transforme, en divisant par 2, I'dquadon l+12=D en l'6quation

qua&atique :

r, N6re7 ta facon subtile don! An&€ weil semble implicitement reconnaiEe ce probldme dans son livre

t*"ilii,'r. itli.u"i"ii* oLpr'-r. ..r r. crt"pite l. "i'rotohistoire" ($x' pp 24-29 ) ce qui lui p€rmet de

ta#"ir;;;;i. ;ss;il"ir.In.ni a run"" les diveN regards sw les A thmitiques Ponds d panir des

d6veloboemenb uldrieurs de la th€orie des nombres
)o 

Je suis redevable de cetle betle compamison e Don Zagier'
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xt -ox *o'-b =o2-
2b-a2

de drscnmmant 

- 

.
4

Si I'on veut, on peut alors trouver les deux solutions rationnelles de cette €quation s)(primee
en fonction de a et D d partir de la formule apprise d l'6cole.

Diophante n'avait pas de telle notation, il n'y avait pas non plus de notion g6ndrale ou de
thdorie des dquations du second degri qu'il aurait pu apprendre d I'dcole. En fait, on ne sait pas
non plus claircment s'il entendait sa condition ndcessaire (clairement explicit€e aomme telle)
comme ndcessaire et suflisante pour la resolubilitd du probldme2r. Tout c€ qu'il fait, c'est
rdsoudre le probldme, et voild ce que signifie risoudre le probhme pour lui : il choisit d'abord
la valeur 20 pour ce que nous avons nomme q, puis la valeur 208 pour ce que nous avons
appeld 6. (Notez au passage que 2x208-20!4r est un carre parfait, de sorte que la condition
necessaire est respect6e.)

Ensuite, Diophante travaille en utilisant son unique notation pour I'inconnuez (une seule
inconnue d la fois). A la manidre de Tannery, notons r cette unique inconnue que Diophante
peut manipuler sous sa forme notationnelle. Il icrit la differenc€ entre les derx nombres 0e
plus grand moins le plus petit) sous la forme 2r. En d'autes termes, r+10 sera le plus grand, et
l0-x le plus petit des deiD( nombres que nous cherchons. Ensuite, en dcrivant explicitement
que l0 est la moitid de la premiere des sommes donnees, il obtient I'dquation zuivante23 :

208:(I+ I 0f +( I 0-t)2=Zi +ZOO.

Notez que d'une manidre tout e fait appropriie, I'iquation ne contient pas de terme lin€aire,
et par consfuuent mCne dircctem€nt e b solution l= 4, i.e. t:2, puisque seules les solutions
positives sont permises par Diophante. Les nornbres recherch€s sont donc 12 et 8,

Une lectu€ de cette solution, d la fagon d'un math€maticien gdn€reDq semit de dire que
Diophante y montre une m€thode ginirale de taitement des dquations du second degd, et que
c'est seulement sa notation resteinte qui ne lui permet pas d'exprimer les choses dans leur
gdudralitd. Il est ainsi conduit d choisir des valeurs plus ou moins gdneriques pour les
constantes, et aussi pour les inconnues qui ne sont pas ddsigndes par la lettre x.

Il est vrai que Diophante mdne la technique de choix des valeurs numdriques d sa
perfectioq ne perdant jamais de ure, m€me dans les probldmes les plus compliqu€s, quels
choix ont 6te faits d quelle dtape de I'argumentation, et n'hesitant pas d revenir en arridre pour
coriger un tel choix s'il devient clair qu'il le mdnerait e une solution nigative ou irationnelle
pour le probldme principal, ou I'un des probldmes auxiliaires rencontrds en chemin.

Pourtant, on ne sait pas clairement si Diophante dtait conscient, par exemple, de la notion
ge'ne[ale d'dquation du second degr6. Il indique de temps a auhe, dans les demiers livres, des

'?l Les conditions n6cessailes posdes pour dauhes probldmes des ArithmCtiques t€ndent d ete ndc€ssaires et
sumsantes pour assu€r la rdsolubilit€ gendrale du probleme en nombres mtiomels positifs. Mais parfois, la
divergince e re gCn€mlitd de l'6nonci et particularitd de Ia solutioD doM6e rendenr b ;ituation plus cdmpliquee.
Un tel exemple appar:aft pou! la premidrc fois au probleme L2l, elle a ddja dte remarqude en tant que rclle pa.
Bacbet. Voyez dgalement la note 34, ci-aprCs._ 

D'aprCs l'hypothese gdneralement admise de Healh. son signe pour l inconnue dtait probablemenr a l.origine la
contraction de o{r. les deux premieres lettres du mot gr'ec signifiant ,orrbre : aptoIoq._ Pour CEe plus pr€cis. pour Diophanle. c€ que nous €crivons - el - ne repose pas sur les memes bases : il
traite les additions de termes par simple juxtaposition et, d6[s chzLque expresiion, ious les termes pr6cldds d,uD
signe - sont rassernblCs a la fm.
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rccettes plus ou moins generales pour traiter diffdrents types d'dquations quadntiques24. Mais

le seul principe fondamental qu'il semble avoir d cceur est le classem€nt des expressions

suivant les espices, i.e. essentiellement selon les puissances de x quils contiennent' ave{ un

regard paniculier sur la tansformation des iquations e portde de main de sorte que I'on

oblenne furalement urre dquation entre derx multiples de la m€me puissance de x (voyez les

explications dans l'introduction des liwes I et IV25).

Mais on commence i soupgonner plus serieusement quil peut y avoir plus dans ces c/roir

gdndriques de valeurs numdriques que ce que notle comprihension, avec sa gdndralitd

anti"ip6", noor faisait deviner d premidre vue, lorsque l'on en vient a ce que nous appelons

problimes inddterminds, i.e. probldmes qui, contairement arlx premiers, n'ont pas de solution

unique en nombr€ rutiornel positif. En fait, dans la plupan des cas, il n'y a rien dans les

ptocddds habitu"lt que Diophante utilise pour les probldmes inddtemin€s qui montre une

quelconque diff€rence par npport au cas ddtermind. Dds qu'une simple solution en nombre

iationnei positifest trouvde, Diophante considdre le probldme rdsolu et passe au suivant.

Prenons comme exemple le fameux probldme I1.8, dans la marye tlop dftoit€ duquel Femat

€crivit l'dnonc€ (mais pas sa prdtendue merveilleuse preuve) de c'e que I'on app€llera plus tard

demier th6ordme de Fermaf6. Le probldme s'6nonce :

Probldme 11.8. Pqrtitionner un cari donnd en deux cqrrds.

DioDhanlo Drend la valeur 16 pour le can€ donn€, et dcrit I pour le premier carre cherche'

ll a donc d transformer 16-l en iarre, que nous potlrriolls ecrire f en notation modeme Pour

cel4 Diophante utllise l'Ansatz : y=2x4. Cela fonctiorure bien, car ainsi l+l=16 devient

5/=16x,1.e., x=16/5, et nous avons dcrit l6 corune somme des deux car6s 256125 er 144125'

c,est une assez borure description de la manidre dont Diophante lfrarle habituellement les

probldmes ind6termin6s, en donnant une solution PafiiculiCre qui d6pend de ahoix numdliques

it de specialisations effectuds en chemin. p fait que d'autes substitutions lindaires 5/w-4
auraienl mend d d'autes solutions du probldme original n'est pas mentionn6. Rien ne monte

non plus qu'il ait dtd conscient de l interF€tation gdomdtrique de ce probldme ou de probldmes

simiiaires, comrne recherchc de points rationnels sur un cercle de rayon ratiormel, ainsi que de

tar opttutio* 
"oa-e 

intersection du cer cle avec la droite y=2x421 '

Cependant, il y a dans le cas particulier exceptionnel du probldme II 8 une phrase qui, pour

une fois, exprirne une plus grande g€ndralitd : avant la substitutiot de 2x4 d la place de la

racine du second carre , onlil . Prenons le carrd de quelque multiPle de x moins le nombre dont

le card donne 16. En d'autres t€rmes, il est sugg€re que toute substitution de la forme

,. Vovez en oremier lieu "w".39 [Tan93i95l. vol. l. 304. (5H10). Pour un exemple de 6r-c-cx':. De mdne

"vi'ii. 
"i--"*i""i", tTan93/951, vol. l. 402, (l4Hl6). pour un exemple & at+bx=c Cf isalernent la

remaroue da.ns "V1".22-lTan93/9j1. vol l. 444. (23H24) sur une dquarion du type br= ar'-c
iii, iln a" f ir""O"",ioo du liwe'l, [Tan9]/951, vol. l, 14, (l I sqq.), qui esr reprise dans l'inboduction du liwe

fV. iiusSat. t. fff. pp. Z-3 ; voyez le iommenoLe sur le teme "espdces" darls [Ras84], t III' pp 10+105

^it r-""iii"i a nneralirer nutlon n infinitum ultra qndratum potestalem in duos eiusde noninis fas
|r,Iriiri iir* *i\"nonstrotionen nhabilem sane deteti. Honc matgirlis eaiguitas non caPeret. C'est'd'

alt" , o Oft"r un cutre en deux cutres, ou un bicard en deux bicarr€s, ou en g€n€ml, jusqud l'infini, toute

iui."rn"" ,uodri"*e au ..rte en deux puissances du m€me ordle est impossible. De ceci, j'ai fouv6 une 
_prcuve

i*i a i"liil*"tai""ite. La marge est trop exigue pour ta contenir ) Dans I'un des hanuscrits, qui date du

;;;;;"i;;E iat 
" "ussi, 

dan-s la marge du mCme probldme ll E, une note d'un lecleur malheuteu\ qui

;;ait Dioohante pour la dimculte de son texte (ci [Tan93/95]' vol I, 84, et vol ll, 260)'
if 6"i'*"Jii"r ai ;roblemes inddlermines des ArilhnAtiques que Diophante traite de manidre ir les rendrt

ddtermir:ds se trouvent dant Ie goup€ de problame 11 21.22.23 el25
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k;-146 pour y donnera rme solution. Et il semble que nous soyons renvoyds d cette
obsewation quand nous lisons plus loin, dans le problime III.19 :

Nous avons appris commenl ddcomposer le carrd donnd en dets carris d'une infinitt
de fagonls.
Il vaut la peine de s'an€ter un peu sur ce probldme UI.l9. En fait, dans tout le texte des

AfithmAfiques, poul- autant que nous le possddions aujourd'hui, III.19 est le passage le plus
explicite en allusions aux faits mathdmatiques g€ndraux concemant la d€composition de carrds
en deux carrds. Mais il n'est pas th€orique au sens d'un traitd gdneral systdmatique. Il nous
liappe plutot en tant que solution particulidre virtuose, surprenante ct dense, qui est parsemde
d allusions d des id€es g6ndrales, une vraie apothdose parmi les probldmes des Arithmdtiques.
Nous pourrions supposer avec Tarnery que III.19 marquait la fin, et bien s0r le summum des
tois premiers liues des ArithmAtiques, qui fait pawenir I'art de Diophante jusqu'aux dquations
contenant le carrd de l'inconnue2g.

Le probldme III.l9 en lui-m€me demande la satisfaction simultanee de huit conditions :

Problime III.19. Ttouyer quqte nombres tels que Ie carri de tous les quatre, plus ou
moins l'un quelconque d'entre eux, soil un cqri.
Le ddbut de la solution que dorure Diophante ir ce probldme est une observation gdnerale

qui, pour une fois, n'est pas une condition n6cessaire mais prdsente un probldme prdliminaire
auquel le probldme dormd sera ramend :

Puisque Ie carri de I'hypotinuse de tout lriangle rectangle, ougmenft ou diminui de
dew fois Ie produit des dew c6fts de l'angle dtoit, est un carrd, je cherche d'abord
qu4tre triangles reclangles qlqnt la mame hwotdnuse .

Dans la terminologie modeme, Diophante propose de chercher quatre solutions diffdrentes
(positives et mtionnelles) de I'dquation :

a? +bl =c2 (i = |,2,3,4)

Carilauraalors,pourt=l,2,3,4lapropridtdque c2 !2a,b, = (a, !b,)2 est un cand.

Ayant etabli ce prcbleme auxiliate en termes de triangles rectangles, Diophante poursuit en
remarquant immddiatement que c'est exactement la m€me chose que ce que le lecteur est censd
savoir, par exemple par le lI.8 :

?' 
[Tan93/95], vol. I, I E4 (3-4). A cet endroit et dans la discussion qui suit au sujet de III. I 9, je (N.d. T. : c,est

pas moi, c'est lui) !-aduis ou paraphras€ dirctement de I'ddition Tannery. Not€z que Diopharte ne donJle ici
auqme dfdrerce explicite a un pmbleme antCrieur, pas plus qu'il ne prcnd le temps de reelkment Fouver que
des choix infiniment dilfdrents de ce que nous avons appel€ ,( dans notre discussion du probldme IL8 rnenent a
une inflnile de Danitions diffdrenres du carre donne.

'" voir ltaneliesl vot. l. p. 187. nore de bas de page, oi il suggere que les deux problcmes suivants, II.20 e
lll.2l, qui marquent la fin du liwe III dans les manuscrits, sont des additions ult6deures. Si nous discutons
III.I9 en ddtail, nous le faisons en supposant, au moins pour la salvegard€ de l'argument, que c€ probldme et sa
solution font partie du taxte ottgmal des Ar hmAiques .

(^)
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C'est h m,me chose que de dicomposer un carrd donni en deux carrds [de quatre

fagonsl, et nous avons appris d ddcomposer le carrd donni en deux carrds d'une infnift
de faconlo .

Cette phrase, el la fagon dont elle est insdrd€ ici dans la solution de Ill.l9, sont un peu d

part ; nous y€rTons commelrt Diophante arrive riellement d trouver une solution concrdte au

probldme auxiliaire sans invoquer directement la mdthode du II.8. Cela veut-il dirc que

biophante ne pawient pas si facilement d rendre explicite les solutions infiniment nombreuses

doni nous sommes a"sures de l'existence, ou au moins qu'il trouve trop difncile d'.n point da

lrre pedagogique de suilre cette apprcche ? Ou est-ce plutOt la surabondance d'id€es du

virnrose q.ui l'oblige ri resoudre le probldme auxiliaire d'rme autre fagon ?

Quoi qu'il en soit, aples avoir fait ses observations gin6rales, Diophante rdsout son

probldme auxitaire de la rnanidre suivante :

Soient maintewnt dete triangles rcctangles sur de trCs petits nombres, c'est'd'dire
(3,4,5), O,I2,l3), et multiplions tous les c6tis de chaque triqngle par I'h1'ptinuse tu
i'autre ; le premier triangle devient alors (39,52,65), et le second (25'60'65) Cesont des

[triqngles]-rectangles qyanl Ia m'me hwoftnuse. Mqis 65 est naturellement divisi en

carrds de deux faqons ; comme 16 plus 49, el comme 64 plus 1. Il en est ainsi porce que

65 est le produit de 13 par 5, et que chacun de cet$-ci peut ilre dicomposd en detu

carrds. Ji prends alors les rqcines des deux nombres susdits 49 et 1 6, i e 7 et 4' el

forme le iiangle reclangle d partir des nombres 7 et 4 : (33,56,65) De mime 64 et l
-ont 

pour rqci;es I el I : je lome donc de not|eau d partir de ces nombres un lriqngle

rectangle, dont les c6tis sont (16'63'65)

Diophant€ utilise ou fait allusion d plusieurs faits gdneraux dans ce passage Tout d'abord,

il sait iabriquer syst€matiquement des triangles rcctangles dont les c6t€s sont entiers Plus

prdcisement, des entiels positifs itant donnes (avec tros notations, p>4), il sait, selon son

expressioa, former les triangles rectangles d Pqni: de ces.nonbres, c'est-a-dirc, avec nos

noltionr, qull sait ecrirc le tiangle r€ctanSle Qtt, 2pq. t*tl (ou avec les derx premiers

c6t€s intervertis), et dgalement les multiples (@k'?)^, 2pQ\ d+qz1)''1 vrc l'€lle formation

de triangles rectangles d partir de deux nombres est ce qui €st uaite de nos jours sous le nom de

triplets-pythagoriciezs, apparemment comme un echo lointain d'une remarque historique faite

au cinquieme"siecle par Eoclus. Cette technique de base est utilisee par Diophante d de

nomh€ux endroits, in particulier dans les probldmes du livre M II n'est pas du tout

surprenant de trouver ihez Diophante un tel savoir, €tant donn€ que la cdldbrc tablette

ptiiooton 322. qu" I'on pens" 
""nuinem"nt 

ant€rieue e 1600 av J'C', contient ddj'I une list€ de

ouinze triolets pythugoti"i.ot". Mais il faut noter que le texte des Arithmdtiques ne permet

iu, a. .ur"i, a" 
^*iidre 

dvidente si Diophante savait que to6 les triangles rectangles dont les

i6ier *", rationnels p€uvent €tre obienus de cette fagon (chose que nous aimons voir

,i.pt"rent de nos io*, "o*" 
paramdtrisation des points mtioffiels du cercle unite via la

oroi."tion ,tereog-phique depuii un point ratiormel choisi P : Ies-points mtionnels du c€rcle

ili;;l;;-r;"c;;ar'pointi o'i"t rr""tion du cercle avec les lignes de pente rariormelle

p*'.-t p- b. C" atpe d'assertion, tendant vers l'explicitation de toutes les solutions d'un

itoUie-J, ."-Of" 
"n 

fiit dtranger au vdritable style des plobldmes de Diophante'

ro ITan93/951 vol. l. IE4 (I-4) NoEe parcnth'* [de quotre faEo'rj indique que le texte n'est pas tr's sfir' ce

ou'i, J.pelta-t, n"."ur" aucun probleme pour comprendre la phmse

'1 Voyez par exemple [Wei83]' p 8sqq'
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L'autre observation Aappante du texte dont nous disposons est la remarque sur 65 comme
somme de deux carr€s de deux maniCres diffdrentes, en tant qu'il est le produit des derx entiers
5 et 13, chacun €tant la sorrune de deux carrds. Cela indique une cormaissance sur la
multipliaativitd de la propri€td de d6composabilite en detD( carris. c'est-ddire quelque chose
que nous indiquerions par cene formuler2 :

(d + b\(? + 3)= @c4 O 
2 + 1ad+ b c1 

2=1b c--ad1 2 +(b d+ ac) 2

Une telle connaissance chez Diophante parait plus remarquable que celle de la construction
des tsiangles rectangles.

Dans tous les cas, continuant son jeu ingdnieux avec diffdrents triangles rectangles,
Diophante dispose maintenant, comrne il le dit, de quate triangles rectangles o)lant la meme

hypotinuse. Ou, darLs les m€mes termes que ce que nous avons appele (A) :

652 = 3 32 + S 62 = | 62 + 632 =392 + 522:2 52 + 602.

Ainsi, il peut continuer :

Retournons donc au problame de diparl Je fais la somme des quatre nombres igale
d 65x, et chac'un individuellement igal d I lois quatre fois l'aire des tiangles.

Traduisons ceci dans nos termes g&Eraux : supposons que nous ayons touvd c et les

quatre couples (ar, r) satisfaisant d (A). Notons au passage que I'expression diophantierme
quatre fois I'aire du fiiangle rectangle (ab 6i, c) est prdcisement ta quantitd 2tibi l?qlvelle,
lorsqu'on I'additionne ou la sousAail de l, donne d chaque fois un carre. Mais il n'y a aucune
raison de supposer que nous aurons aussi c:2a1b;2a2b2+2qb3+2aaba, comme nous
pourrions le souhaiter de fagon d rdsoudre le probldme de ddpafi. Non, Diophante derunde
que nous adaptions la taille des quatre triangles, en multipliant ai, bi, et c par le meme facteur r
et nous aurons encore quafte solutions de l'€quation homogdne (A). Ensuite, tout ce qui nous
reste dr faire est de choisir;r en sorte que (2atbi2n2b2+2ajh+2a4bi;=cx. On termine en
prenant la valeur rationrrelle rc/2(aft1a2b2+a3fu+aaba), qw donne une solution au probldme
de dCpart.

C'est c€ que Diophante fait avec ses valeurs numdriques33, La solution quil foumit ainsi
finalement au problCme original est donnde par les quatre nombres m, ffi, ffi
- 8517600sr Grorr8r,4 '

Pour resumer : la disparitd entre la formulation gdndrale des probldmes et certaines
conditions restrictives, aussi bien que quelques tres rares commentaires gindrar.D( d,une part, et
la particularitC des solutions prdsentdcs d'autre part, rendent difficile si c€ n'est impossible
d'apprecier avec quelque prdcision que ce soit la connaissance aigdbrique th1orique qtJe
Diophante pouvait avoir d disposition. Il n'y a dgalement janais d,affirmation menant au fait
que tolteJ les solutions d'un probldme ont Ctd trouvdes3a.

r! Voyez dgalemenr [Wei83], p. 24 sqq.
" V,oyez la fn de cene solution au problame III.19 [Tan93/95], vol. l, 186 (l) - (9). Notez que les conections
par l€diteur de quelques.uDs uns des nombres de ce passage final de lll.l9 sembleni dvidentes. 

-

" Balhakova- qui esr toujours pr€le a aFibuer e Diopha're Ie savoh avancd dont il ny a pas rrace dans le texte,
glessr une liste de solurions plus gCn€rales des probLmes des A thndrques tBa574l, 40_ 42. Mis a part leIlI.l9, juste chd, elle mentionne quatre problemes du rivrc "rv", qui soni a resoudre in indeterminato(€v.(D ooproro) : "IV".19, "IV".33, Iemme, "IV".34, lernme, "1V,,.i5, lemme. Nous [ouvons ici bien sor
que le text€ donne des familles de solutions a un pa.ramdtre, mais une analyse atteotive du texte delrait tenter de
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Si l'on recherche juste les affimations ou les mdthodes g€ndrales decrites en tant que telles

daosles ArithmitiqueJ, on p€ut eD trouver quelques-unes dans les introductions des lil'res I et

IV. Par exemple, Diophafte donne la regle abstraite pour I'opdration moizs (letyrg) : dans

notre notation, (-).(-)=+35. En outre, e l'intdrieur des probldmes, il dorure des noms

particutiers a des approches plus ou moins gdnerales ; par exemple, la double dquation

(8rnlotoorng). avec notre notations6 :

x+b:f

oi Diopharre tente d'€cire q-b=i-l=pt=1ry)' -lT'i
Grosso modo, 15 % des quelque 300 probldmes des Arithmdtiques que nous connaissons

contiennent ce que I'on appelle des diorismes, c'est-i-dirc des conditions ndcessaires, comme

celle que nous avons rencontr6e dans notre premier exemple II.8 ci-dessus-(2bf doit Ctre un

carre). Leur gen€nlitd tend A etre proche de celle de l'€nonce du probldme3T. Parmi eux, il y a
les six probldmes dans les conditions ndcessaircs desquels nous lisons que Ceci e'tl

tl,copcnxov (plasmatikon). En lisant caci, Ie mathdmaticien modeme pense atD( remarques

d! gqre ceci esl tlivtal, mais qui sait c€ que ce mot voulait dile pour Diophante ? Beaucoup

d'encre a could d propos de cette question. La rdponse pourrait s'avdrer impossible".

Finalemen! il y a un fameux diorisme dans lequel Diophante pounait avoir consignd qu'un

nombre impair (non can€) ne peut CtIe ddcompos€ cornme somme de deux carrds que s'il n'a

r6Dondrc a h ouestion : pourquoi ici et pas ailleurs ? Enfm, Balmakova cite le livr€ "VI", qui traite au ddpafi &
oroblAmes im;liouant des tri_aneles rectangles rationnels, un domaine dans lequel nous avons ddja vu que les

Atithnitique; contiennmr des affumatioru qui vont au-delA des solutions particulieres a des probldrnes

inaer"r-iier. o'oto.o. .lle Jintcresse au "vl'. i I , second l€mme, qui est une prcposition sur I'infinite, r€duite a

celles oui sonr enum€raes aupamvatt. Puis elle mentioime le /ertme pdc6dant le probleme "V1" 15, lequel, selon

.ik. p*."nt" * carcaire ieaucoup plus ganetut qre les auEes mentionn6s. Mais en fait, Diophante le traite

comme dtEbitude par spdcialisalion, concluant dds qu'une solution paniculiCre a dt6 trouv6e'

" tTan9385l, 'ol. 
t., 12 (19-21).

'o Voyez parixemple le probleme l.l I dans [Tan93/95] vol l.96 (E-14)'
v 

Je ;en; aux 46;roblgmes strivants, dontje mets enge crochets ceux que sesiano, dans sa liste [ses82], 461

- l8i, ne rcconnaii pas comrne problAmes t diorism€s : I 5' 1.6, I.E, I.9, I 14, 1.16, l'17,l'19, L2l' 127' 128'
r 10 : Il-6- Il.7- rlli.l6l. fltl.lgi lvovez la discussion ci-dessusl ; w.17' Iv.l6' Iv.19, lv 20,lv 2l,lv 22 ;

v.t. v.r, v.q, v.ro, V.ir. v.li :ivl.2l), vIL6, (vII.16), (VlI.l7), (vlll8); ("N".7)' CTV'.14)' 1v".34'

',tlii'.35 1"y';.: Ipo;hrnel), ("V".5 fporisroe]), ("v".6, 2 lemme), ("v".?), C'V".8), "V".9, "V".1l' 'V'16
lporismel ; "v1".I l, 2. lemmel[i.".;i o-ttetnes soul1.2?. 1.28, l.3O ; tv.l7,IV.19 ;V T Les diverses Eaductions qui ont 6td Proposdes a,

fit des sidltes dosnenr d6ie une id€e des difficult6s : de Xylander (15?5) "eflictum aliunde", et Nesselnarm

iiSqit ;au" Hgt ri"n 
"U"r"bewerksrelligen", 

en passant par Tannery (1893) "hoc est formativum', Healh (1910)
;ffrii i. of tfr. narure ofa fo.mula (;asily obtained)", Ver Eecke (1959) "chose qui est figurative", Sesiano

r idiii;"o*truaiUt" '. te spectre Darcouru !'6tend jusqu'a wertheim (1E90) "und man karm immer solche zahlen

li. n.n"t.n aunehmen. daB diese Bedingung erftlllt ist". ou Rashed (1984) "Ceci esl un probleme

.on"i"-utf"r*i aet.*in6." Le plu5 grand obstaile ar la rdsolution du problAme ftside probablemml dans le fail

o,-r""".ot. oo son equivalent arabe; n'apparait que six fois dans les AtilhnAiques (el le texte de la premi6re

occurrence arabe est dgalement probldmatique), et qu'il n'apparalt pas avec beaucoup de diorismes h oi nous

i"*lo* utt"ooo. suiianr les interprdtations donntes par Rashed ([Ras84], tome Iu, 133-138) ou Sesiano

ifS".ta, iSZj. Ver F""k" (wer59l, p. 37, note de bae de page) peosait qu. ces mots sont des annotations de

iicieurs'oostUeurs a Oiophante (mai; il ne pouvait avot eu connaissance des trois occllrences des livres W et

V- 
".n"in*. 

O-r la traiuction a'"be dec;uverte dans les annees ?O ; et cene traduction est basde sur une

tradirion du texte des A thnitiTles diff6rente de c€lle qui a conduit aux manusctits grecs que nous

""-"i"""r.1 
bans [Cav97], 38i-393, l'exPression gr€cque esl utilis€e d'autre part cornme prcuve d'un

iood"-"ni giorenlqir. de ltlgdbre de Diophante. Mais d€ seri€ux dlutes subsislent pour savoir si le jargon

dun mathd;aticien ;u Favail est accessible a h subtile philologi€ de CaveinS
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aucun facteur de la forme 4z-1. Mais il est dvident que le texte des rnanuscrits est coEompu.
Jacobi a essayd de le coniger (en admettant, bien €videmment, la proposition que nous
voudrions bien porter au crddit de Diophante), et il est touchant de voir comment il tente de
r€constuire la fagon dont le texte original peut avok €td diform€ par d€s copistes incapables
de comprendre sa significatiofe.

5. La premiire renaissance de Diophante
Elle prit place dans le monde islamique, corunengant probablement dans les amdes 70 du

neuviime siecle. Qusta Ibn Luqa, un ckdtien Grec que sa mdre avait probablernent appeld
Kostas, travailla la meilleure partie de sa vie cornme traducteur et conmentateur d la cour de
Bagdad, et traduisit ainsi Diophante du grec en ambe (il dcrivit aussi un commentairc que nous
n'avons pas), probablement les sept premiers liwes des Arithmdtiqres. Les livres fV a VII de
sa tradudion rdapparurent vers l97l d la Bibliothdque Astan Quds de Meshed (Iran) dans rme
copie de 1198 ap. J.C.ao Il n'6tait pas refdrencd sous le nom de Diophante, mais sous celui de

Qusta lbn Loqa, car le cons€ryat€ur n'avait apparemment pas dt€ capable de lirc la ligne
principale de la page de couverture, oir le nom de Diophante apparait en calligraphie
geomdtrique Kufi.

La ddcouverte, et les dditions et traductions qui en ont rdsultd, cwres de Roshdi Rashed et
Jacques Sesiano, ont substantiellement changd notre vison des Arithmitiques. Aupanvant, les
six livres des lritlzdtiques qtirlotJs ebient parvenus par les copies byzantines (voir plus loin
La seconde renaissance de Diophante) avaient dt6 prises pour les six premiers livres de
l'ourrage.ar Maintenant, il nous faut les compter ainsi : I, II, III, 'TV', 'V', "V1". Les sept
premiers livres deslr hmetiques sonr:. les trois premie$ liwes I, iI, I, des souces grecques,
puis les lirres IV d VII dont nous avons Ia txaduction ambe. Les lirres grecs restants "IV", "V"
et "VI" viennent quelque part ente VIII et XIII, mais nous ne savons pas oir.

La traduction de Qusla Ibn Loqa a 6td faite environ un demi-sidcle aprds la crdation,
egalement d Bagdad, de lalgdbre comme discipline mathdmatique par Al-Khwarizmi dans son
cdldbre livre. Ir lirre d'Al-Klwarizni est l'exact oppo sE des Arithmitiques de Diophante en
ceci qu'il est d'un c6td plus €l€mentaire, traitant seulement d'€quations lindaires et quadmtiques
td oir Diophante tmite de nombreux probldmes contenant des cubes, et oi apparaissent
d'autres puissances jusqu'd re. Mais la nouveautd (et une autre difftrence avec Diophante)

" lrobteme 'V'.e 1Tan93l95l, vol,I,332 (17) - 334 (2). Voir [Jar47l. La version c.orrigCe qu,il propose esr la
suivatrte :

6€t 6tt tov 6t6opevov pqre ftepooov evq4lqte o dtolaoutv aotoo rar po a pe(av e74
Woo Et pam ltt rewaq ,aqpq Ev q I!". C'est-e-diE : "Il cst ndcessaire que la quantit€ donnde ne soit
pas irnpaile, et qu'une quelconque partie de deux fois la quantitd donnd€ plus un ne puisse etre mesude comme
quadruple et un" Selon Jacobi, cela €st dit pour exprimer une condition ndcassairc pour que "deux fois la
quatrtit€ donn€e plus un" soit une somme de deux car6s. Jacobi prouve €galement cette condition n6cessair€ A h
fin, dune fagon dont il pgnse qu'elle 6tait accessible e Diophante. Tannery reconstruit cene phrase difficile dans
le sens de la condition (Euivalente) qu'aucun divisel]r p premiet de "deux fois la quantitd doDnCe plus un', ne
doit €tr€ tel que 4 divisep + l. Cela a I'avantage d€ laisser l€ mot "nombre premiet", qui appardit, intact, dans
certains danuscrits. La ftCme lecture, saDs l'aDalyse philologique, avait dejd 6t6 avancde par Femat sur des
considCrarions maftdmatiques - voir [FeOll, tome Il, p. 230 sqq.
" Voir IRas84], et [SesE2l.
'' Voyez par exemple [Ver59]. p. XII - XV, pour un panorama des opinions de divers auteurs conccmant Ia part
que les six livrcs grcca Ctaient supposds occuper dans la totalitd des ,t/rrrmAtques, avatri' la daaarverle des livres
m arabe, Ver Eecke essaie meme de convaincre Ie lecteur qu aucun Iiwe auFe que ceux connus en grEc n'a existd
dzns une faduction arabe : p. XIV sqq.
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d'Al-Klwarizrni r€side dans son traitement extremement syst€matique, ayant pour but une

classification gdndrale des dquations lindaires et quadrutiques, et des mdthodes g€ndrales de

r6solution qui sont dtablies pa! des ddmonstrations. Ainsi, en traduisant les Arithm4tiques,

QusF Ibn Luqa les greffa dans un contexte scientifique actif marqud par le d6veloppement

systdmatique de cetto jeune discipline qu'dtait l'algcbre.

Cela signifie que non seulement l'ouwage de Diophante €tait de temps en temps appele Arl
de l'Algibre, et que QusF lbn Ltrqa utilisa la nouvelle teminologie algdbrique pour sa

traduction, mais que la taduction dtait lue et utilisee comme source d'inspiration par des

mathdmaticiens en activitd qui avaient leus propres notions mathdmatiques. Ainsi Abo-Kamil

au Caire, par exemple, dcrivit, d peine dix ans aprds la traduction de Qusla Ibn Luqa, un liwe

sur I'algdbre dans lequel il discute l'existence d'un nombrc infrni de solutions d'6quations que

nous reconnaissons comme d€lurissant des sections coniques, d condition qu'elles admettent au

moins une solution rationnellea2.

Une autre ligne de recherche commenp d €tre cultivde par les marh€maticiens du monde de

l'Islam pcndant la seconde moitid du dixidme sidcle' ligne pour laquelle les probldmes de

Diophante etaient intdressants, en tant qu'ils el,iient a priori conqus diffdremment : je verx

parie, du mouvement de lq thiorie des nombres dans l'algibre araDe sur lequel Rashed a en

particulier attirc l'aftention et qu'il a analysd. Il est ddcrit d'ordinaire comme la discipline qui

iemande des solutions entiCres Gositives) plut6t que, comme chez Diophante, en nombres

rationnels (positifs), d,dquations polynomiales d deur ou plusieurs variables. cette description

est un peu malaclroite, en c.e sens que les solutions ratiorurelles d'une dquation donnde d n

variables (menons.t'+y'=I) conespondent arx solutions entidres de I'dquation homogdne d

/rr I variables d+f=l). Il vaut donc mierx ddcrire autrement la diff6rence entre les lignes de

recherche algebrique et arithmdtique. ce qui nous frappe dans I'arithmdtique du dixidme sidcle,

contrairement aux,4 rithmafiques de Diophante, est la nowelle notion d'irfasolubilitd qui fait

son apparition.

Tous les probleme s des Arithmdtiques sont non seulement resolubles mais reellement

rdsolus. Diopiante rencontre des diflicultes dans la resolubilird en rationnels positifs, ce qui

arrive natureilement au cours du travail, quand une dquation menelait soit ir une solution non

positive soit d une solution irrationnelle. ces difficultds sont syst€matiquement dvitdes par

des retours en arridre et des choix d'autres valeurs numdriques pour les donndes du probldme'

De m€me quil ne discute jamais /orles les solutions d'un probldme dorur6, il ne propose jamais

de probldme qui n a pas de solution en nombres ratiornels positifs

Mais vers 940, Al-Klazin rdfuta un argument qu'avait proposd abu-M Al-L'hujandr pour

monher que I'dquation (avec nos notationg l+y'=/ n'a pas de solutiorr en entiers positifs' et

cette discussionse poursuivit, impliquant dgalement Abdallah ben Alfr' Ce fut Al-Khdzin' et

"or 
Oi"pn-", qui formula le pioUiCme qui est devenu depuis 15 ans parmi les €xperts de

gi"-Ati'" aggUif* arithmdtique un des sujets pref€rds de conf€rence grand public :

Le problame des nombr€s congruents

Dicider si un entier non cqrri donni est I'aife d'un triqngle rectangle de c6t6s fationnels'

o? Nous suivons ici les exPlications que donne Rsshed dans le chapiFe Anolyse.-combinatoire' analyse

,iiri"i,'),.tyri aiiiniii,"nne er riiorie des nombres dans [Ras97], et paniculierement les pp. 72 85.

v.vez;rssi la litterature mentionnde la'

'l ioir [Anb79]. p l36 sqq i cflRa579l lRas97j' 80-85
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Ce probldme n'est toujours pas rdsolu, quoique nous ayons aujourd'hui une r€ponse
conjecturale tlds simple qui d€coule de la cdlCbre conjecture de Birch et Swinnerton-Dyer pour
certaines courbes elliptiques sur Q. Pour €te prdcis, si la conjecture de Birch-Swinnerton-
Dyer est admise pour toutes les courbes elliptiques \ : lg?=f-x, pour & variant sur
I'ensemble des entiers positifs sans facteur cand, il s'ensuit qu\rn tel nombre & est un nombre
congnrent (i.e., est I'aire d'un triangle rectangle de c6tds ratiormels), si et seulemont si
>(-lf=o, oil la solrune est prise pou toutes les manietes possibles d'dcrire t sous la forme
P+2m2+8n2 (si & est impair), resp. pour toutes les manidres possibles d'ecrire t/2 sous la
form'- P+m2+8n2 (si t est pair), avec des entiers non-ndgatifs I z, z. La preuve de cette
implication fait un usage s€rieux de prog€s trds r€cents de la g€omdtie arithmdtique
algdbriquea.

A premidre vue, le probldme des nombres congruents semble demander des solutions
rationnelles pour des dquations du mCme type exactement que celles que nous trouyons
discutdes dans les AfthmAfiques : /c est un nombre congruent si et seulement s'il edste des
nombres ratiomels (positifs) a, D, c, satisfaisant la relation l+02=l et tels qte Fab/2. Mais
cela requiert en realiti une sorte d€ technique assez diffdtente, parce que le probldme est
FCcis€ment la risolubiliti de ces dquations. Cela apparait clairement dans le premier cas
particulier : le th€oreme qui dit que I n'esr pas un nombre congruent- Ce qui dquivaut d dire
que l'aire d'un tiangle rcctangle de cdtds rationnels ne peut jamais €tre un carr6, ou que
l'lqualior' xa +ya = 2a n'a pas de solution en entiers positifs, de telle sorte qu'il contient le cas
particulier re4 de ce qu'on appelle Demiq Th€ordme de Fermat. Ce demier fut le premier e
ddmonter que I n'est pas un nombre congruent, ayec sacdtdbre mdthode de de scente infnieas.

On trouve un lointain echo, dans la premidre moitie du XIII'mc siecle, de cette recherche en
thdorie des nombres du monde de I'Islam, dans les travaux de Ldonard de Pise, plus connu sous
le nom de Fibonacci, qui profita des dchanges dtects avec le monde arabisant, comme le fit la
cour sicilienne de Freddric II oir il tmvaillait. Ces echanges ne rendirent pas Diophante
dircctement accessible d l'Occident. Mais ils contribuirent d faire connaitre dans l'Ouest le
probldme des nombres congruents.

6. La seconde renaissance de Diophante
La seconde renaissance, plus prdcisdment le second chapitre de la premidre renaissance, eut

lieu pendant le renouveau intellectuel de I'Empire byzantin entre le XI... et le XIII... siecle.
Elle est liee au premier chapitre dans la mesure oi c'est en grande panie l,int&et du monde
islamique pour les anciers manuscrits grecs qui a provoqud celui des Byzantins pour leur
h€ritage intell€ctuel. C'est e cette conscience byzantine de lheritage que nous devons les
rnanuscrits (copies de copieg des six lirres I, II, III, lV', "V,', ,'VI,, des AfithmAfiques qu
nous sont parvenus en greca6. On pense que les plus anciens de ces manuscrits eux-m6mes

' Le resultat, sous une forme moins ex,plicire, est d0 a J. Tunnel (Inventiones Math. 72 (19E3), 323-334). Son
raffnedent utilisalt uD rdsultat de Waldspuger, a dt6 propose par D. Z,ngier Voyez par exemple 1Sctrtll,fKob84l.
It cefie;rcuve e-sr esquissdc, et constirue la seure esquisse explicile que Dous ayons d une preuve par descenre
chez Femat ; elle est contenue dans une note de Fennat en marge di son edirion oe nioihante par oachet,
suivant quelques problenes de thcorie des nombres que Bachir avait ajoutds i ra fin'du riwe vI dcs
atihneiquer. voyez le livre lcoldgsl qui a d ailleurs inspirc la thase de base de cel anicle. pour la nalure de
I'ddition de Bachet, cl plus bas, la troisigme renaissance.- Voyez la table de [Tan93/95]. vol. Il. p. Xxtlt.
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datent du KII'm" siCcte. L'int€gralitd de la tradition byzantine des textes remonte d wte idition
oigjrnle des Arithmdtiques differefte de celle traduite du grec par QusF Ibn Luqa. La seconde

est plus riche en commentaires des solutions donn€es, et place €galement d la fin de chaque

probldme rdsolu une phrase type qui rdsume la solution obtenue. On s'est demand€ si la copie

de Qusp Ibn Luqa n'dtait pas le Commentoire d'Hypatie sur Diophante, mentioluld dans

l'encyclop6die byzantine Souda (Iou8c)4?.

Si I'interCt byzantin pour Diophante et d'autres manuscrits anciens 6tait essentiellement

motivd par un sens de I'h€ritage culturel, et non par des intdrCts math€matiques actifs comme

ceux des savants du monde arabe, cela ne veut €vidernment pas dire que les savants byzantins

n'dtudiaient pas lew Diophante. L'historien des mathdmatiques Christianidis a rdcerment
proposd une lecture de Diophante d tavers la thdorie des proportions, qui est la gendralisation

directe d'un commentaire de Maxime Planude sur Ie probldme II.8 (voyez au chapitre 4 ci
dessus notrc br€ve discussion de ce probldmea8). Christianidis explique ainsi la manidre de

Planude de reconstruire Diophante : si nous dtendons la notation- qu€ nous avons utilisde au

chapitre 4 pour dcrire le probleme g€n€nl II.8 sous la fonne l+)Ll, il est alors Cvident que

la substitutionlFh--s est €quivalente d I'affirmation que ,t est 6gal A h proportion (arl) : x. Et
Christianidis montre comment on peut donner des reconstructions similaires en temes de

proportions, cohercntes d'un point de rue math€matique, pour les solutions que dorne

Diophante a d'autres probl€mes ind€terminds.

Mais it n'y a aucune pdnurie de reconstructions mathdmatiquement coh€rentes des

m6thodes prdsumies de Diophante ! L'expo# de Balmakova dans [Ba!74] ou son echo dans

h Fesentation de ZAiet ([Z:1g91l), qui dlaborent une classification modeme des probl€mes

selon le gerue de courbes algdbriques, sont d'autres exemples. Christianidis attire notrc

attention sur une vision byzantine de Diophante. Sauf d supposer une renconhe padiculiCrc

entle les grands esprits de Diophante et Planude sur quelque sept siCcles et plus, il n'y a

aucune raison d'accorder plus d'autoritd e cette lecturc qu'a d'autes reconstructions. Mais en

tant que lecture byzantine, elle pourrait bien convenir pour comprendre les padicularitds des

manuscrits byzantins sur lesquels repose notre connaissance des liwes grecs des

Arittmitiques.

7. La troisiime renaissance de Diophante

Ce Femier chapite de la seconde double reuaissance a €td initid par I'humadste Johannes

Mtillei. olus connu sous le nom de Regiomontanus, qui d€couwit d la fin de 1463 un des

-ur,*"rit bvzantins d Veniseao. Giovanna Cifolettiso a montrd que, dans les deux cents ans

n' Cette enute du Souda est contenu€ dats [Tan93/95], vol ll, 36 (2W25) Tamery propose une ldgdre

.oain""tioo du texte dll manuscnt. Le souda est une compilation de compilations datant d'environ 1000

;;.-J;-i-neTy reproduit I'ancienne interpr€tation eFond€ du nom de cette enryclop€die comme nom &
;;;;" 'iu;d;". - Pour la lisle la plus compldte des euvres que I'on pourrait attribuer aujourd'hui a

ir*",i.. 
"o""r 

fcuasll, p.49, et les r€fdrences qui y sont dormces Plus specialement, poul le commentaire sut

ijiiJ",ir". i,i"iiis" ?8i. €salement [Ses82], ?1,?j. Ces b?orhises n propos d'un "commenrairc majeur" qui

*#i-etJ a f" i*i an" taa-ucrion djeusu Ibn Luqa on! dt6 violemment r€jet6es par Rash€d et les siens -
uoit o- 

"i".pf" 
tnuse+I, tome llt, la fllr de la longue note de bas de page n' 63' d Ia page LXII

.' rctiii.li?"ir" 
-urrimin 

vo*i-. ptanode (vers 1255- 1305) esi le savant byzantin auquel remonte la plus

i-l,.irnie classe de manuscrits qrecs des ,{rl,frtiriq,/er que nous ayons aujourd'hui
68"'* oui conceme Reqiornooitanus. voyez lzin68l. cl aussi lMetc6l et IBelSsl Regiomontanlt -f"gnl" 

*
ae*iri=l-if* ."*"t 'sec sur l'algebri dans uni Ieme A Bianchini dat6e du ll fdwier 1464 ll dcrit en
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qui ont suivi, les Ar hmAfiques de Diophante ont dt€ pris par les createurs de la nouvelle

algdbre comme Gosselin, Steviq Pelletier, vieG et d'autres, comme preuve ultime que I'algdbe

ndtait pas une invention arabe, mais avait existd comme sci€nae pure chez les Glecs, alors que

tes Arabes barbares l'avaient ddgrad€e comme discipline apptiqu6e5l. D'autre part, nous

voyons dans cette soisidme renaissance presque une rdpdtition de ce que nous trouvions dans

le monde arabe lors de la premidre renaissance : un ensemble de mouvements de thdorie des

nombres dans lesquels l'approche alg€brique commence e dvalis€r avec les Arfthm4fiques .

Ainsi, la premidre ddition europderme52 des (six lirtes des) Arithmdtiques, traduction latine

realisee en 1575 dBAle par l'humaniste WilheLn Holanann (1532-1576), qui se faisait appeler

d la grecque Xylander, firt bient6t suivie par une autre, en gr€c avec traduction latine, faite

uroec b"uu"oup de soin, de nombreuses remarque-s et additions de probldmes par Bachet de

M'zimrc, cet arnoureux de nombres (Paris 162l)53. C'est cette idition de Diophante qu'€tudia

Fermat et dans laquelle il ecrivit ses cdldbres notes marginales. Comme nous I'avons mentiorule

plus hau! Fermat introduisit la technique de descente infinie comme nouveautd majeure en

adthmdtique. Mais pour qu'un argument de descente (c'est-adir€ la contradiction fnale)

fonclionne, il est essentiel que l'on ait affaire d des solutions (hypothdtiques) mesur€es par des

nombres entiers positifs, et pas seulement par des ratiomels ou autres quantitds non-

disc€tes. C'est pourquoi Fermat ne fut pas heueux des tendances algdbriques de son dpoque,

en particutier les rdussites de Viete, mais dgalement de Diophante, et qu'il essaya de rallier les

soutiens d des recherches numdriques thdodques dans son style En fait, il semble que le

danger, tel qu'il le vi! de la nouvelle algdbre de son temps de quitter des variables entidres pour

des rariables rationnelles, ou m€me pour des quantit€s continues sans avoir d changer de

notation, conduisit Fermat d ne Pas utiliser de notation algdblique mais la prose latine lorsqu il
faisait de la thdorie des nombres, en particulier pour la descente (il n'est pas dtorurant alors que

les marges aient dtd souvent trop dtroites). Mais il Ctait bien sor tout a fait conscient de

I'importance de Diophante comme source d'inspiration pour sa thdorie des nombres et c'es1

pourquoi il lui arriva de sp€culer sur la possibilitd qu'il y ait, sur les 7 liwes des lrithmdtiques
qui lui €taient inconnus un ou plusieus qui auraient truitd les probldmes en recherchant des

solutions entidres plutdt que ratiorulelles. Ceci nous Parait lTaiment tres peu plausible de nos

iours : c'est un meweilleux exemple des nombreuses approches differentes que I'on a eues de

biophante au fil des sidcles5a.

pafiiculier, ce qui est assez camctdristique dun humaniste de l'epoque, qu'il aimerait tmduirc ce texte en latin et

ie publier. mais pas avant d'avoir trouvd les 7 liwes qui m?rnquenl sur les 13.

'" [ciF6l, vol aussi [Mor8l].
" voyez la p€frce aes Z6tatiques de viate [Vau86], p.2'll : "lafi que j€ produis aujourd'hui est un alt
nouveau. ou iu moins tellement degradd par le temps, tellement sali et souilld par les barbares, que j'ai clu

n6cessaire de lui domer une folme entiercmeot treuve."

'1 sans compter lylgable de Bombelli de 1579, qui contient de nombreux probldmes prb chez Diophante.
5r Pour ne'citer qi'un des nombreux commentaires de Bachet, le fameux exemple sut !a possibilit€ de

ddcomposer des nombres en sommes de 2, 3, ou 4 cirr€s parfaits, i l'occasion du probldme- IV.29. Cette

rcmarque a suscit6 I'assertion marginale gdndrale d€ Fermat, que tout nombre est la somme d'au plus 4 nombres

a-polygonaux, qui s€m prouvee plus tard par Lagrange, l-egendrc, Gauss pour les cards (a = 4), et Pour d
ouelconoue oar Cauchv,q voyezlfiotl. n' txxx, second difi de Fetmal alu mathlmaticiehs, f€vrie. 165?,P 334 sqq. (traduit du

latin par N. Sch. N.d.T.) : ( Les questions d'addmdtique pure, pr€sque personne ne les proPose, presque

pelsonne ne les comprend. Est-ce la mison pour laquelle I'Arithm€tique a jusqu'ici dtd traite de manier€
g6om€trique plutot qu'arithmCtique ? C'est ce que montlent de nombreux ouvrages ta:nt anciens que modemes ;

et ce que montre Diophante lui-m€me. Il se tient un peu plus que les autles a l'dcart de la gdomdtrie, cir il
restreint l'Analyse aux seuls nombres ratioNrels, alors qu'elle n'est Pas tolaleme inddpenda e de la Gdomdtrie,
comme le prouvent a saiete bs ZAAiques de Viate, dans lesquels h methode de Diophante est dtendue d Ia
quantitd continue et, par-h, e h Gdom€hi€. Ainsi l'Arithmdtique revendique la theorie [dodriza] des entiers
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Pour donner encore un exemple de la lectue de Diophante dans un cedain co exte

historique, notons la notice de d'Alembert sur Diophante dans la grande Encyclopedie lAle84].
Il y met en dvidence I'utilit€ des mdthodes de Diophante pour la tansformation des integrales

de fonctions algdbriques, et trouve ainsi I'occasion de citer un des articles qrJil avait publi6s en

1746 da sles Berliner Motatsberichte.

8. Diophante au vingtiime siCcle

Et de nos joun ? La renaissance enlane€ Par Regiomontanus, Vidt€ et Fermat a dtd en

quelque sorte menee d sa conclusion par le travail classique d'drudition sur Diophante (aussi

bien que sur Fermat) entrepris au toumant du siecle par Heath et Tannery. Au vingtidme

siecle, j'entevois une nouvelle renaissance de Diophante, qui a commence avant meme la

ddcouv€rte des quate liwes en arabe dans les arndes 70. S'il faut donner une date pour

marquer la transition de la toisiCme d la quatridme renaissance de Diophante, je proposerais le

programme de recherche de Poincard ([Poin0l]), dans lequel il indique comment I'arsenal de

gdometrie birationnelle algibrique, qui avait coruru un formidable progrds au dix-neuvidme

aidcle, devrait €tre systdmatiquem€nt mpporte aux problCmes diophantiens. Le programme de

Poincard suggdre de se toumer vers la thdorie des courbes atgdbriques pour comprendre les

Arithmdtiques; d'utiliser le genre comme invariant de classification pour les problimes de

Diophante ; de voir les coldes et les tangentes l?r oi Diophante choisit des valeurs numdriques.

la gdomdtie algdbrique a donnd le langage modeme qui permet de commentq Diophante.

L'impressionnante J uccess story de la geom€trie algdbrique arithmdtique au vingtidme siecle lui

a dress€ un monument de plus.

Ce queje trouve le plus fascinant dans la situation actuelle est l'€trange convergence de deu<

tendances qui sont reellement opposdes : d prcmidre we, l'approche historico-philologique

semble de nosjours nettement sdparee de l'approche cldative math€malique, comme qa dewait

l'€tre natuellement. Par exemple, si I'on compare I'ddition par Rashed des lirres arabes [Ras84]

avec I'ddition classique par Tannery des liwes grecs ftan93/951, la plus grande diffdrence est

que Rashed et ses collabomteurs sdparent clairement le commentaire mathdmatique de la

traduction pure, littdrale, ld oir Tann€ry mCle traduction et retranscription notationnelle dans

son texte latin, dvitant ainsi un commentaire mathdmatique separ6. On derrait voir cela comme

un progrds naturel, su! les 100 demieres anndes, de soin philologique apPortd arrx textes

scientifiq.,es. Aprcs tout, les archdologues n'imitent plus non plus le comportement d'Evans

lorsqu'il menait au jour le palais de Knossos en crcte, en jetant tout bonnement les nombrcux

ftagments qui ne provenaient pas de la strate classique qtlletudiait Cela pounait €galement

incliquer que notri grille d'interprdtation alg€brico-gdom€trique actuelle pour Diophante est

bien plus loin du texte que celle de Fermat' mCme si les €ditions courartes n'ont pas encore

adoptd le langage des sch€mas de Grothendieck ; Lacbaud, qui a prdpard le commentaire pour

I'gdition cle Rashea, avait fait un compromis avec Ie langage utilisd par Weil en 1946 dans son

orNrage Foundtttions of Algebraic Geometry.

Mais en ddpit de cette nette sdpamtion du texte historique et de l'interpretation modeme,

certains historiins des mathdmatiques essaient de surpasser les math6maticiens en melant une

inspiration modeme aux pensdes supposdes de Diophante. Le pile exemPle de cette tendance

comme Dasnoine uopre ; celle-ci, d€jar bgaremeot esquissde par Elclide dans ses E/dzrenr, mais pas

,"ff,i.-|,* *""ile. par ceux qui ont r,rlui 1i'it n'y en pis par hasard une quantit€ substartielle cach& dans

i;;'i;.,;;-;; oioptrant. qo" l advenird du temps nous i reti*s) derrait €tre ddveloppde ou renovde par les

AproFrlflro)v tral6eq qui l'6tudiert- ))
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ddpounme de rcflexion est donn6 par I'historienne russe des math€matiques Balmakova dans
son lilre sur Diophante [Ba!74]. Pour ne dorurer qu'un exemple rdv€latew, elle pretend que
Diophante utilise aussi les nombres n€gatifs, en dipit de l'€vidence qu'il- n'accepte que les
solutions rationnelles positives, Pour donner du poids d son af,gumentr), elle analyse un
probldme (II.9) en termes de procddds sur les cordes et tangentes, selon lequel Diophante tite
< une ligne passant par le point (2;-3)). Le fait que ni la ligrre ni le point ne soient
mentionnds par Diophante ne semble pas distraire cet auteur de sa confirsion systdmatique
entre sa propre iuterprdtation mathdmatique et le contenu du texte.

Contrairement A I'historien, on ne peut pas demander i un math€maticien de sdparer ses
iddes crdatives du texte. AprCs tout, sa tache n'est pas de faire de lhistoire des mathdmatiques,
mais de se servir de Diophante comrne d'une sorte de colldgue virtuel dans la recherche de
nouveaux probldmes et th€orCmes. Pour conclure, jetons un coup d'ceil sur la thCse qu'a passde
Joseph L. Wetherell d Berkeley en 1998 | Bounding the number of rational points on certqin
cunes of high ran€6. Ce travail ddmarre du probldme VI.l ? du troisidme lirte arabe :

Problime VI.l7. Trower trois nombres cqrrAs kls que si on les additionne il en rdsulte
un carri, et tels que le premier de ces noubres soit igal au c6ti du dewiime et que le
dewiime soit 6gal au c6td du toisi?mesl .

Appelons le premier nombre, qui doit Ctre un can6,l, le second est alors ta et le troisidme
.rE, et nous voulons que l+x4+r8 soit m car€, que nous pourrions icrire f en notation

modeme. Diophante resout c€ probleme en prenant pour y la quantit€ xa+f. Cela donne
2

l'dquation

f+ra+rs :xs+ta+ 1
4

dans laquelle nous pouvons, en accord avec les premiers principes des Arithmdfiques,
simplfier les termes d'ordre igal. Cela dorne

et de 14 (puisque seules sont acceptables les solutions en nombres rationnels positifs) la

solution r=]. Ainsi Ie premier nombre cherche e$ ]. le second (aui doit Cre le carre du24
premier) ( la moitid d'un huitidme ) comme le dit Diophante, et le hoisidme est 1256. Leur
somme est 81256, qui est dvidemrnent un can6. Cela met fut d un des probldmes des
AlthmAnques qi qpartient clairement aux moins compliquds.

Son r6le particulier, lorsqu'on le regarde d travers nos lunettes modemes, vient de
l'observation que, de nos jours, nous substituons instinctivement dans l,Cquation

f=E+/+l
la quantit€ 

''r e / et obtenons ainsi la courb€ hyperelliptique

.l
4

" 1aatze1, p. :0.
'o Je rcmercie Wetherell (jlwetherlaalum.mit.edu ou wetherel@math.usc.€du) de m,avoir envoy6 rapidernent les
fichiers.
" Voir [Ras84], tome IV, 65. Ct [Ses82], p. 149 sq. Ce problgme est simplement omis dans le Conspectus de
tous les problCmes dans I'edition de Rashed ([Ras84], tome IV, p. 129), apparemn€nt parce qu,il ne conespond
e aucun groupe de problames de madare dvidente.
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vl4+f+t
Un dclatement d I'infini tnnsforme cette courbe en une courbe projective lisse de genre 2'

Selon le thdordme de Gerd Faltings de 1983 (l'ancienne conjecture de Mordell), une telle courbe

n€ peut avoir qu'un nombrc fini de points rationnels. Ainsi Wetherell dcrit dans son

intoduction :

( Ce tavail est motivd par un probldme des Arithmitiques de Diophante Dans le

probldme 17 du livre 6 du manuscrit arabe, Dio^phante^ pose un ploblcme qui revient d

chercher les solutions rationnelles positivet 4s f-16+l+I Cette dquation est celle d'une

coufte de genre 2 que nous appellerons C. Diophante dome la solution (1/2, 9/8) et une

question naturelle est de savoir sil y a d'autres solutions rationnelles positives ll est

clair qu'il suffra de trouve! tous les points mtionnels sul C. En plus de la solution

domii par Diophante et des 3 valiations €videntes qbtenues en prenant les oppos6s des

coordonndes t etjt, nous avons les quatre solutions tliviales (0, 1), (0' -1), -* et -- ; ici,

-+ et -- sont les points de Ia courbe non-singulidre qui sont superpos6s au point e

I'infrni dans le moddle hyperelliptique de C

C est fascinant d plus d'un tife. D'abord, il apparait 6tre la seule courbe de gerue

supdrieur d un dans lis dix livres connus des lri&ziti4aes58. Puisque le g€ffe est plus

gmncl que l, nous savons par le thdordme de Faltings que C na qu'un nombre fini de

loints iatiorurels. Cela a donc un sens de se demander si Diophante avait touvd toutes

les solutions rationnelles positives. Erl d'autles temes, les 8 solutions que nous avons

ddcrites sont-elles les seuls points ratiorurels de C ?

Detxidmement, si C a bon nombre de propri6tds ageables, cette courbe est tout de

m€me hors d'atteinte pour les mdthodes ordirnircs de ditermination de I'ensemble des

points rationnels d'une courbe de genre 2. En particulier, C ast recouwement de detx

courbes elliptiques :

E1 :f: y'+ r +l

Pz:f=f+|+t
Si I'une ou l'autre de ces courbes elliptiques n'avait de points rationnels qu'en nombre

hni, un rapide calcul p€rmettrait de touver I'ensemble des points rationnels de C ;

cependant, E1 et E2 sont toutes les detx de rang l. Dans le m€me ordre d'iddes' si -/ =

fuc(q etult i" .artg O, un calcul fini ddterminera C(Q) Si J 6tait de rang l' il serait

portibt" d" Uo-.. l" nombre de points dans C(Q) en utilisant la description €xplicite de
'Flynn 

des calculs de Chabauty sur les courbes de genre 2' Mais 'I est isogBne au produit

E1xE2, et donc Jest de rang 2. >

En utilisant un raffinement et un renforcement de la mdthode de Chabauty' Wetherell

ourui"nr nnale-"nt 
" 

monuer que I'equati ot f : x6+ / +l n'a que les sil solutions (x' y) avec

i ety rationnels qui se ddduisent immddiatement de la solutioq de Diophante'

Il est passiomant de vok comment un probldme vieu de plus de 1700 ans peut engendrer

* auj"t i" t""f,"taite intdressant de nos jou$ Il est clair qu€ notre intdret math€matique pour

tr 
Note de N. Sctt: Ce n'est pas !T ai. ll y a un autre exemPle dans les liwes grecs' sit!6 apres le liwe VII des

Arithmitiques I le probleme "IV" 1 8
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le travail de Wetherell ne vient pas de son rdsultat mais de la mdthode subtile qu'il applique. Et
si nous prenons quelque peu garde a h penpective historique, nous ne dewions pas oublier
que le problCme diophantien ldsolu ici, c'est-d{ire de ddterminer toates les solutions
ratioruelles de l'fuuation donnee, est de cerx que Diophante n'aurait pas dtd capable
d'exprimer.
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