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Die Parametrixmethode in Anwendung auf

hyperbolische Gleichungssysteme
(Mit 1 Abbildung)

{Metoda parametrysy w zastosowaniu do hiperbolicznych ukladéw réwnari)

Von

Myron Mathisson

Die Methode der Parametrix, die ich fir Differentialgleichungen von nor-
malem hyperbolischem Typus entwickelt habe?), kann auf Systeme hyper-
bolischer Differentialgleichungen erweitert werde. Fiir die physikalishen Anwen-
dungen ist eine solche Erweiterung von Wichtigkeit. So stoBt man in der
Relativititsphysik mit ihren allgemein kovarianten Grundgleichungen gerade
auf Gleichungssysteme, anch dort, wo die vorrelativistischen Theorien mit
Gleichungen operierten, in denen die physikalischen Grofen mit separierten
oder leicht separierbaren Komponenten hervortraten. Z. B., ist die Wellenglei-
chung fir das elektronagmetische Potential

o, g, Py, , e .
@ Oe= at,‘—(aw;—;— 9y21+ W’):o (i=0,1,2,3)

in der glteren Maxwellschen Theorie anf eine Skalargleichung fir jede Kom-
ponente des Potentials zurickgefihrt, nicht aber in der allgemeinen Relativi-
titstheorie, wo es die kovariante Differentiation das Varkommen aller Kom-
ponenten in jeder der vier Gleichungen

{n Oe=g**p.ppp.=10
hervorruft.

!) Mathematische Annalen, Bd. 107, 8. 400 und die Berichtigung dazu im selben Bande,
Auf die Formeln aus jener Arbeit werden wir uns ohne weiteres durch
Angabe ihrer Nummer berufen, die Formeln dex vorliegenden Arbeit
werden wir zur Untercheidung mit romischen Zahlen numerieren.

177


GUEST


2 M. Mathisson

Wir wollen im Folgenden die tensorielle Schreibweise und die Bezeich--

nungen der oben angefihrten Arbeit behalten. Die Gleichungen, die wir behan-

deln werden, bilden lineare Systeme von hyperbolischem Typus, das Letate-

will sagen, das man in jedem Punkt der vierdimensionalen Welt (wir werden

uns mit vier unabhingigen Vertinderlichen begntigen) das Koordinatensystem.

so wihlen kann, dab fir jede Tensorkomponente der gesuchten Funktion in
jenem Punkt die zweiten Ableitungen in der Form

92 o3
@ s ot ot )
vorkommen.

Die Fille, die wir erértern werden, sind nur Beispiele, Erweiterungen
auf verwickeltere TensorgréBen (anstatt der Vektorgrofien, mit denen wir uns
begniigen) und auf mehr als 4 Vertinderliche liegen auf der Hand?).

Im ersten Beispiel wird die Parametrixgleichung, tber das eigentliche
Thema hinaus, unter Zugrundelegung einer hestimmten Metrik, wirklieh in-
tegriert.

Erstes Beispiel.
men Fliche.
 Fine Erweiterung auf Systeme von Differentialgleichungen
ergibt sich von selbst, wenn man beachtet, daB in der Reziprozittitsbeziehung (10),
austatt eines Paares skalarer Funktionen ¢, w, zwei Tensoren vorkommen
konnen, Bs gilt z. B,

Pa (04 4) ¢ — 9o (L0 4 4) p* = po w*,
Wi == Pg, qu)m_ Do Vl.pu'

Selbstadjungiertes System auf einer Krum-

1)

Man kann daher die Parametrixmethode auf die entsprechenden tensoriellen
Gleichungen, z B. auf die vektorielle Gleichung

™ Ly=0O+de—=

ohne weiteres tibertragen. In jeder der vier Gleichungen (V) kommen, zufulge
der kovarianten Differentiationen, wie gesagt, alle vier ¢, vor, wenn die g,
keine Konstanten sind: wir haben ein System von Differentialgleichungen vor
uns. Auch auf das etwas allgemeinere System *)

(4 = const)

*) Was den Fall von mehr als 4 Veriinderlichen anlangt, vgl. den letzten Paragraph,
det oben zitiexten Axrbeit,
%) Gleichungen (V) und (VI) sind die elektromagnetmchen bzw. die Gravitationsglei-
gen yauf De Sitterschem Hintergrunde. Vgl. die Arbeit des Verf. ZS8. d. Phys. Bd. 67.
8. 270, 1931,
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1
D) Lu@)=—40vu +a_g W% gix — Yun) = su (= const; ;=1

148t sich unsere Parametrixmethode ohne weiteres ausdehnen, da es die Reai-
prozititsheziehung

P8 Lyp(p) — 9°F Lug (p)=y:w'; w=p"Fp,Pq—
(P{k == Pgs)

P Y Pag

besteht, wobei L, (p) den mit p;, anstatt i, gebildeten Differentialausdruck
‘bedeutet.

Eine Rechnung, die derjenigen von § 4 der am Anfang zitierten Arbeit
-genau entspricht (eine Gleitlinie fur den Scheitelpunkt des Nullkegels & (s),
die Vektorfelder %, o’ werden in derselben Weise eingefithrt), ergibt als Bedin-
gung fur das Verschwinden des Integrals uber den Kegel &(0), im Falle der
‘Gleichung (V), das Gleichungssystem

(VI IL=2ky,p+ (. »)p,=0.

Anstatt der skalaren Parametrix von Gleichung (IX) soll jetzt der Para-
metrixvektor p, bestimmt werden.

Wir wollen die Integration von (VII) fiir den Fall der De Sitterschen
Welt durchfubren. Diese ist als Fliche eines Hyperboloids im fiinfdimen-
sionalen euklidischen Raume gegebent). Es sei die Maflbestimmung dieses
Raumes

(VIII) ad8*=QdX), QX)=0, X' X*
{die Indizes von £,, und X’ lanfen die Werte von O bis 4 durch). Wir setzau
voraus, da$ man durch lineare Transformation

QUEX)=dX" —@X**+dX* L dX" | X4
+

gleichzeitig ftr den ganzen X-Raum erzielen kann. Es sei durch einen ,in
die Zuokunft weisenden* Vektor die Richtung Vergangenhenit — Zukunft fir
alle zeitartige Vektoren des X-Raums [d. h. fir solche, die innerhalb des
Kegels Q (X — X;) =10 liegen, wenn sie durch den Punkt (X;) gehen] fest-
gelegt. Wir wollen nun ein paar Hilfsformeln herleiten.

Ist 3 eine zeitartige Weltlinie im X-Raum mit der MaBbestimmung (VIII),
so wird jedem Punkte 4 (X) dieses Raums durch den in jhm konstruierten
Zukunfskegel ein Punkt O (X,) auf der §-Linie zugeordnet: der Schuittpunks

4) Vgl. H. Weyl, Raum, Zeit, Materie. 6. Aufl. Berlin, Springer, 1923. 8. 292,
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von § mit dem Znkunftskegel (Abb. 1). Zugleich wird jedem Punkte 4(x)
ein Nullvektor des X-Raums, 04 == (I*), zugeordnet. s sei S die von einem
festen Punkt P, in der Zukunftsrichtung

A(X,) gemessene Linge des Bogens P, 0.

/ Jedem Punkte 4 (X) ordnen wir den

/ entsprechenden Skalar § zu. s sei
0(X,) nun in Formel (7) 4 (X) als Punkt 1,
s/ o AAX) O (X,) als Punkt 2 gerechnet, Im
N\ / Punkte 4, der aws A4 (X) durch die

2 N belielige infinitesimale  Verschishung
4(X) d X' enspringt, fuhren wir die Kegel-

konstruktion aus, wie in 4(X), und

finden auf der S-Linie den Punkt 0,

der aus O(X,) durch eine Verschie-

bung 4'(X,)8.S hervorgeht, wobei A’ (Xo) die Geschwindigkeit in 0 (X,) ist:
ax

4'(X,) =35 im Punkte O (X)) (@, 444 =1).

Nehmen wir als ¢/ in Formel (7) den Vektor I, so ist
LOX'— L 4'(X,)885=0.

(Das Herauf- und Heruntersiehen der Indizes ist fir Tensoren des X-Raumes

Abb. 1.

in bemng auf die £, zu verstehen). Da 68:;—%6)(’ ist, 8o bekommen wir

a8

(IX) Fb Jl—:r , wobei N=14'(X,).

Das dem Punkte 4’ zugeordnete U161 labt sich leicht durch ¥ und 6.X
ausdriicken:

Pp 0l — 08X — 1 A (X)6.8 =0,
Daraus folgt, mit Riicksicht auf Ix),

oxr
Das De Sittersche Hyperholoid sei durch die Gleichung

al 4
X) i Q,— ’(‘i_;").lf

QX)=—a? (a == const)

gegehen. Die S-Linie wollen wir als die Gleitlinie auffassen; sie soll also auf
dem Hyperboloid liegen. Es sei 4f (X) derjenige Vektor, der aus A(X,) duxch
Parallelverschiebung auf dem H yperboloid lungs I entsteht [wir setzen
also " varsus, da 4 (X) zum Hyperboloid  gehsrt]. Das Koordinatensystem
180
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spezialisieren wir voriibergehend wie folgt: die X+ Achse sei in der Richtung
des Durchmessers gewihlt, der durch 4 (X) geht, die tibrigen Achsen in der
jenem Durchmesser konjugierten Diametralebene [die zur Tangentialebene des
Hyperboloids in A (X) parallel ist]. Anf dem Hyperboloid fihren wir ein (vier-
dimensionales) Koordinatensystem (%) ein, das im Punkte A (X) geodatisch
ist. In der Umgebung von 4 (X) soll () mit dem System (X*) auf der Tan-
gentialebene (i==10,1, 2, 8) tbereinstimmen. Um die Skalargrofie y, k* zu be-
stimmen, geniigt es, sie im System (z)) fiir den beliebigen Punkt 4 (X) zu
berechnen.

Da 4'(X) in der Tangentislebens liegt ebenso wie die geradlinige Erzeu-
gende des Hyperboloids #, so ist
Zl'

4o 44 = L S
B A4 (X)=0, T T

(i=0,1,2, 3).

Die Komponenten von & im Punkte 4 (X) stimmen mit den entsprechenden
A'(X)-Komponenten tiberein. Fir das 4'(X)-Feld gilt (Parallelverschiebung lings
I*aufdem Hyperboloid)

WA X)
Taxe

Mithin, nach (X),
y a 2 v Y o _laAv(XO) _— v
(XI) sl 47 (0] = 4 (X) 1 [.Q s ) el
und

. SR 2 %) s
(XIbis) p,k =—2m[‘l‘;z@}=—'ﬁ (V=1 4" (X) =1, 4*(X,)]-

a=0

Man ersieht aus (XI), daf
By, Ne= — 1

ist. Statt (VII) haben wir somit auf dem Hyperboloid
1
(X1 3= 5 #y, (Np)=0.

Das heifit aber, dab Np, durch Parallelverschiebung eines Vektors auf dem
Hyperboloid lings der Nullinie I erzeugt wird, Fir alle ¥-Richtungen eines
R(0)-Kegels wollen wir cine gemeinsame AnfangsgroBo wihlen: die Geschwin-
digkeit 4‘(X,) der Gleitlinie im Punkte O (X;), als den Wert von Np, im

*) Diese Bezichung beweist, dab die Formel (27) fiir eine 4-dimensionale Welt kon-
stanter Kriimmung wirklich besteht. Vigl. die Anmerkung in der unter 1) sitierten Berich-
tigung,
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Punkte O(X,). Dann haben wir in funfdimensionaler, von den Koordinatensy-
stemen auf dem Hyperboloid unabhingiger Schreibweise fir p, den Vektor

14
(X1 P (%, X) =20,
Fir (X)— (X;) ist 1/N von der Gestalt 1/r: P’ ist wirklich ein Parametrix-
vektor. Mit A’ (X) zugleich ist er ein Tangentialvektor des Hyperboloids und
lut sich als (vierdimensionaler) p’-Vektor darstellen, sobald ein (verdimensio-
nales) Koordinatensystem auf dem Hyperboloid in bezug auf das (X)-System
testgelegt wird.

In ganz analoger Weise bestimmt man den Parametrixtensor der (lei-
chung (VI), indem man die entsprechende Parametrixgleichung, ebenso wie
die p"-Gleichung, direkt auf dem Hyperboloid integriert. Es ergibt sich fir
die finfdimensionale Darstellung der Parametrix p'*

(XIII bis) 4;@%;1_‘_@9 .

P (X, X) =
Die gefundenen Ausdriicke fir den Parametrixvektor und- tensor sind von
irgendeiner Wahl des 4-dimensionalen Koordinatensystems auf dem Hyperbo-
loid unabhiingig. Triffi man einmal diese Wahl, so wird man jene Ausdrticke
aut das gewihlte Koordinatensystem umrechnen. Unsere koordinatenunabhiin-
gige Behandlungsweise hat den Vorteil, von den Singularititen. der Abbildung
anf die 4 Koordinaten unabhingig und fiir das ganze Hyperboloid durch die-
selbe Formel bestimmt zu sein, Will man das Singulirwerden der Abbildung
an manchen Stellen vermeiden, so muf man wohl darauf gefalt sein, das
Hyperboloid sttickweise auf verschiedene Koordinaten zu beziehen, die sich
teilweise iiberdecken.

Was das eigentliche Ziel der Parametrixmethode, den Ubergang zu Inte-
gralgleichungen, aobetrifft, wollen wir darauf an der Hand des folgenden
Beispiels niher eingehen.

Zweites Beisplel, Ein nicht selbstadjungiertes System mit
geparierbarer Pnramatrlxglexchung

Das eben behandelte Beispiel einer Vektorgleichung ist oin selbstadjun-
glerter Sonderfall (A% == 0) der folgenden Gleichung:

(XIV Ji) = + d*y, v, Bt Y, =T,
Der zu J; () adjungierte Differentialausdruck ist

(XIV bis) G() =14 — v, (4*p) + Biy,,
und die Reziprozititsheziehung, mit

XV) W= PP Y — P Vs Pu -t Ay 0 o,
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lautet

(XV his) Va wh= g J, (¢) — v° G, (9).

Anstott Gleichung (80), werden wir jetzt durch ganz aualoga Rechnungen auf
eine Vektogleichung gefiihrt, die vom Parametrixvektor ¢ erfullt werden soll:
EVD - IL(p) =2k 7o g+ (yu b* — 4, k) ;=0

Durch einen einfachen Ansatz lassen sich die Vektorkomponenten im letztem
Gleichungssystem separieren, so daB in jeder Gleichung nur eine Komponente
vorkommt. Man setze nidmlich

(X VIbis)

(i=0,1,2,3).

(pl' = q) bi,
wo ¥ ein Vektor ist, der am Scheitelpunkt des & (0)-Kegels vorgeschrieben
ist und in jedem Punkt A (x) der Kegelmantelfliche als Resultat der Parallel-

verpfanzung lings der & (0)-Erzeugenden (auf dem Wege 0A) definiert wird.
Dann ist

Py, b=0,

b, kann in (XVI) wie eine Konstante vor das Differentiationszeichen herausge-
holt werden, und man erhalt fir das ¢ in (XVIbis) die Gleichung (30).

Der Parametrizvektor ¢' gestattet den Ubergang zu Integralgleichungen,
der sich in voller Anslogie zum skalaren Fall vollzieht. Anstatt Gleichung
(85) erhalten wir diesmal

VI dn b @)= — [ G lpo0, ] 02 (@) AT+ [0, ) T3 (@) AV.
S8 35

Der Vektor ¥ (x,) im Punkte O (x,) ist ganz beliehig. Da also die Integral-
gleichung das Skalarprodukt , b* von v, mit vier linearunabhingigen Vekto-
&

ern b (£ ==0,1,2,8) in jedem Punkt bestimmt, so kennt man auch * in

jedem Punkt. Mann kann, fach Festlegung des Koordinatensystems, als die
vier Vektoren b" (#,) die kontravarianten Mabvektoren e" wihlen €), mit den

Komponenten
1 fir A=u
Al )= ’
z (o) { 0o, i =‘= .
[Die aus ihnen durch Paralleltbertragung entstehenden Vektoren e" (%) sind,
natirlich, nicht mehr die MaBvektoren in A (x)]. Dann ist
be (a) 5 (%) == W, (0),

*) Vgl. Schouten, Der Ricci-Kalkiil (Berlin 1924) §. 18.
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u_nd (XVII) wird zu einem System von 4 Fredholmschen Gleichungen, mit je
einer Komponente linker Hand (auf der rechten Seite werden, im allgemeinen
alle vier 1, vorkomimen). ‘ 0 '

Drittes Beispiel. Nicht separierbare Param etrixgleichung,
Etwas anders gestaltet sich die Rechuung, wenn es das Gleiéhungssystem

(XVIII) JW) =0t Aryy, -+ Biy, =T,
zur Integration vorliegt. Der adjungierte Ausdruck ist danu

G () =¥ —pa (4 yph) + BLy,,
die Reziprozititsbeziehung

XIX)

mit

Vawt = g*J, (¥) — ¢* & (p)

Wy =P Po — Y 7, o+ A% @, P, .

Rechnungen, .die denjenigen des vorigen Falles purallel laufen, fuhren auf
folgendes Gleichungssystem fir den Parametrixvektor: '

XX) o () = 2% 7, Fo A (74 k) G — 4, W 5, = 0.
Das ergibt fur die GroBe k, §*
(ke §") = 2 7, (ke )+ (7, b* — 4, ) b, = 0.

g
Fol lich kann man tir % [ die F unktlon 12 die 81{&1&'0 5 arametri von
‘Glelchung (80)1 nehmen. ) , .

Wir suchen eine Lgsung von (XX) in der Form

XXT) Fu=fC,,

wo f die Gleichung

p— d

(XXTbis prear=o (&)

erfﬂll?. Es.sei ¢ ein Vektor, der vom Seheitelpunkt O (z,) des 8 (0)-Kegels
aus sich die Kegelerzeugende entlang parallel verpflanzt, Dann ist q* beztiglich

der Operation 4 als eine K i
gy '8 elne Ronstante zu betrachten, mit der man (XX) mul-

tiplizieren und dann verjingen kann, Berticksichti i
. sichtigt man die Gleichun,
XX d . » » gen
gq ui‘l')d:; : (XXT bis), 8o ist (XX) folgender Bestimmungsgleichung fur O,
d (g, C%) IR
) bpadny ST

©
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woher
Y 4y kadr
%C“:gaa“—'%f%tf“e}y G "dr.

Hier ist a® das o* Feld, das im § 1 der am Anfang zitierten Arbeit einge-
fhrt wurde. Da der ¢*Vektor in O(x,) beliebig ist, ktnnen wir aus der
letzten GHleichung die vier Komponenten von C® bestimmen. Die Bedingung
K, @* ist erfullt, denn es ist (¢* =k

r r r
L (A kAdr L A Adr
%/kaA’eiﬁr 4 ldr—-—-efnj AT __ 1,

weher, wegen k a*=-—1
ol = fhy O ft ] A2EET
und das ist eine Losung von (30).
In der Umgebung von O (x,) verhalt sich ' wie ¢’ der Formel (XVIbis),
mit o anstatt 5. Der Ubergang zu einem System von Integralgleichungen,
die zu (XVII) ganz analog sind, liegt auf der Hand.

hl

Streszezenie.

Metoda parametrysy daje sig rozeiggngé na uklady réwpan typu hiperbo-
lieznego. To zostalo zilustrowane na kilku przykladach réwnafi wektorowyeh.
Jeden z przykladéw zawiera efektywne okreslenie parametrysy dla réwnania
falowego na powierzchni De Sittera, a wige daje moznosé efektywnego spro-
wadzenia réwnania hiperbolieznego na powierzehni krzywej stalej krzywizny
do réwnania calkowego Fredholma.
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