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ANV ", WA N A AVWAAY

SOLUTION

D'un Probleme de Probabilité, relatif au Jeu de rencontre;

Par E. CATALAN,

Aucien éleve de I'Ecole Polytechnique.

1. Une urne contient m boules marquées a , b, ¢,d ..., que l'on
tire toutes successivement, pour les remettre ensuite. Quelle est la
probabilité que , dans deux tirages consécutifs , n boules sortiront
dans le méme ordre ?

Supposons que l'on fasse le premier tirage, et qu'a mesure que les
houles sortent de 'urne, on écrive leurs noms sur une méme ligue;
supposons aussi que la méme chose ait lieu pour le second tirage,
et que la seconde ligoe soit écrite au-dessous de la premiére. On ob-
tiendra de la sorte, deux suites composées chacune de m lettres, et
qui seront par exemple :

 urage....... g, a, h, L, i, ¢c,e,d,. ... (1)
ot tivage....... &, L, kg b de, foioo (2

Yappellerai correspondance la rencontre, au méme rang, de deux
lettres semblables : ainsi, les lettres %, e forment deux correspon-
dances. '

La question revient alors a celle-a1 :

Quelle est la probabilité qu'en écrivant au hasard les suites (1) ¢t
(2) composées des mémes lettres , on obticndra n correspondances ?

Ecrivons arbitrairement la premiére ligne; puis, pour former la
seconde,, commencons par faire correspondre 7 lettres ; nous devrons
ensuite écrire les autresm~n lettres, de manicre qu'elles ne présentent

Tome I, — Decemvrr 1837, 6o



B e e

470 JOURNAIL, DE MATHEMATIQUES

aucune correspondauce: je désigne pour un instant par X, _, le nombre
de solutions dont cette question est susceptible.

Nous aurons alors, pour n correspondances désignées , X._. sys-
temes. Et comme les n lettres, au lieu d'étres désignées, sont quel-
conques, le nombre X,,_, doit étre multiplié par le nombre des com-
binaisons de m letires, prises n a n; quantité que je désignerai par
C. .

Ainsi, pour un arrangement quelconque des lettres de la premiére
ligne, ly en a C,, X X,_. des letircs de la seconde, pour les-
quels 7 lettres correspondent. De plus, les lettres de la premiére ligne
pouvant étre disposées d'autant de maniéres que U'indique le nombre
des permutations de m lettres, prises toutes ensemble, il s'ensuit que
l¢c nombre des chances favorables a I'événement demandé, est

P..C.. X, . (3)

Le nombre total des chances est évidemment (P> : donc la probabi-
lité cherchée a pour expression

Coon X
p=mge @
ou bien, en mettant pour G, , et P, leurs valeurs connues,
. X
P = 1.2.3...n.1.2.3...(m— n)’ (5)

2. Déterminons X, _,.

En remplacant m — r par %, la question peut étre posée de cette
maniere :

Les plettresa, b, e, d,.. .k, i étant ccrites sur une méme ligne,
trouver de combien de maniéres Uon peut former une seconde ligne de
ces mémes lettres, avec la condition quiancune delles roccupe le
méme rang dans ces deux lignes. S

Cette quantité sera désignée par Xg.

Supposons cette opération déja effectuée pour les pw— 1 lettres
a, b, c,...h; et considérons I'un quelconque de ces systémes :

(6

4

1“ligne........ a, b, c,...h, }
2 ligne....... g,d, a...c.
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Apportons la w° lettre ¢ & la fin de chaque ligne; puis, dans la se-
cond~, changeons successivement chacune des p — 1 lettres qui y
entrent, en Z, et réciproquement.

Il est visible que nous obtiendrons de la sorte, u—7 systémes,
qui feront partie des X, systémes demandés.

Considérons encore deux lignes de u— 1 lettres, parmi lesquelles il
y ait 1 correspondance ; par exemple :

1* ligne....... 4, b, c, d,...hy) (7)
2 ligne....... a, frdy, by...c. 7

Ecrivons la p lettre i a la fin de chaque ligne; puis, dans la se-
~ conde, changeons i en a3 nous aurons encore un des arrangements
cherchés. Nous pourrons faire la méme chose pour chacune des u—1
lettres @, b, ¢,...h; et comme, pour une lettre qui correspond, il
en reste p-— 2, que Fon peut intervertir d'autant de maniéres gque
I'indique X,._,, il sensuit que

Ko = (= 1) (Xpr + Xpma). (8)

est évident que X, = o, et X,=1. On a ensuite X;=2.1 =2,
X,=3{41)=09, Xs=4(9+ 2)=144. etc.

On voit donc que la suite des termes X,, X,, X;,...Xpen, X,
Xy, .. forme unesérie dans laquelle un terme quelconque est égal a
la somme des deux précédents, multiplie par le rang du terme qui
précéde celui que Lon cherche.

3. On peut transformer la formule (8) en une autre plus simple :

D'abord , pour la sy métrie du calcul, posons X, =1 : cette valeur
satisfait & la loi générale, car alors X, =1 (X, 4+ X,).

Ensuite, en changeant dans la formule ci-dessus, w en u—2,
p~—4,. .. et supposant w pair, nOuUS aurons

= (u— ‘)(Xy-—' + Xn-—ﬂ):

X#—-ﬁ = (p— 3)(XH—3 -+ XF—4) ’
Ceeereraanna Cermiene e .o \9)
X, = 5(X -+ X ),

X, = 1X, 4 1)
60..
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La somme de toutes ces équations est
Xp= (p— )X p—2) X s . . .= 3X 42X 41X ,4-1. (10)
Changeant & en (# — 1), nous aurons, (#— 1) étant impair,
Xpm: = (p—2)X i . .o 3Ky 23X, +1X,; (11)
d'onr
X, =puX, o + 1.
w €tant impair, nous obtiendrions de méme
Xy = puXuo, — 1.
La formule générale est donc
Xy = pXpy £ 1, (12)

en prenant le signe supérieur si u est pair.

On voit donc, que, pour obtenir un terme quelconque , il suffit de
mudtiplier son rang par le terme précedent , et d'ajouter ou de retran-
cher Vunité.

La valeur de X, croit tres rapidement avec w: on a X,=o,
X.=1, Xy=2, X4=9, Xs=44, Xe=265, X7=1854: Xs=l4853,
X =133 496, X,=1334 961, X,,=14684 570, X,,=176 21484,
X,s==2290792 932, X, =32 071 101 049, X,5==481 066 515 734, etc.

4. Déterminons le terme général X, seulement-en fonction de x.
En changeant dans l’équat_ion (12), w en p—1, pt~—2,... nous
obtiendrons les u 4 1 équations,

Xy = puXu—; £ 1,
Xy o=p—)X,Hnx1,

Xs - an — 1, (15)
X, = 2X, 4+ 1,

X, =1X, =1,

X, =1,

WEARERE AP e b woare Wonp e I R LI R R



PURES ET APPLIQUEES. 473

Multipliant alors la 2 équation par p, la 3" par p(p—1), etc.;
il vient, en ajoutant les produits :

X = mpusbp(p—1) FEa(p— ) (p—2)E 1
—u(pu—1).. .3 2p(pu—1)...3.2. 1. §

Donc X, est égal a la différence entre le nombre des permutations de
w lettres prises en nombre pair, et celui des permutations de ces
mémes lettres prises en nombre impair.

5. La valeur de X, peut se mettre sous la forme

H

] I .
X”=I'2'5"'(M_I)ME’—I+T._2_ +.'._.*':—l—2-—3—-l-(—;——— (15).

1.2.8 -1

La série entre parentheses a une analogie remarquable avec le de-
veloppement de la base des logarithmes népériens : on sait que ce dé-

. I\ N L.t
veloppement a pour valeur la limite de (I + ?—’> . De méme, la série
ci-dessus a pour valeur 1a somme des w~ 1 premiers termes du dé-

\" . ’ . . » .
v —- e ny a faitn .
veloppement de (1 n) , aprés qu'on y a fait 22 infim
En négligeant les puissances supérieures a la premiere, on a
1 . . , e . . .
=1 — = il Sensuit qu'en désignant a Pordinaire par ¢ la base
1
1+ -
des logarithmes népériens, la série ci-dessus est le développement de
1 Y . . . .. .
-, limité aux w1 premiers termes. Clest ce qui devient évident si
Ton prend la relation

z

=i S S ()

1.2
et si l'on y pose x=—1I.
11 Sensuit aussi que la valeur limite de X, est

1.2.3.4...(,‘—11)3. ([7)

-4

Comme la série (15) est trés convergente, la valeur (17) est trés ap-



474 JOURNAL DE MATHEMATIOUES

prochée, dés que u dépasse une certaine limite, qui n’est pas élevée,
En faisant le calcul, on trouve que, pour x> 13,

I

s = 0,367 879 441 19.... (18)
Donc aussi, pour u > 13 , '
X, = 0,367 879 441 19 % .23, (s — 1) (rg)

Enfin, si 'on met pour le produit des # premiers nombres naturels,
sa valeur approchée, on aura, i fort peu pres,

¥V f 1
X"——J‘_r I+m7+;§8‘;;+a...) (30)
5. Revenant au probléme qui fait Pobjet de cette note, nous aurons,
en’remplacant X,,_, par sa valeur, dans la formule (5).
I

1 1
P=l.2.3...(n—lﬁ[l T + E—"'d:

1
l.2.3...(m-—n—|)(m—n)]’ (2')

pour P'expression exacte de la probabilité. Lorsque m—n dépasse 13,
la valeur trés approchée est

— 21367899 441 19
p= 1.2.3.. . (2= ° (22)

Prenons pour exemple m=— 20, n=05, m—n=15; les for-
mules (21) ou (22) donnent également

P == 0,003 065 662.

6. Cherchons la probabilité que, dans les deux tirages, aucune
lettre ne sortira au méme rang. Posant n= o dans la formule (21), il
vient pour la probabilité demandée,

1 1 1
P'=l-—;+:;—-....=b (23)

1.2.3...(m—=1)m

Et si m est infini ,

=
Il
L IO

(24)
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Telle est la probabilité que, dans deux séries des mémes événements
indépendants Tes uns des auntres, et en nombre infini, aucun événe-
ment n’arrivera dans le méme ordre.

Si de I'unité nous retranchons p’, nous obtieadrons, pour la pro-
babilité d'au moins une correspondance dans les deux tirages successifs,

e — 1

= (25)

Cette probabilité est celle du jeu de rencontre, qui consiste en
cect : ‘

Deux joueurs ont chacun un jeu de cartes, complet; chacun d’eux
tire successivement une carte de son jeu, jusqu’a ce que la méme carte
sorte en méme temps, des deux cOtés. L'un des joueurs parie quil y
aura rencontre; lautre parie le contraire. En supposant le nombre
des cartes infini, il est clair que la probabilité du premier est p”, et
celle du second, p'. '

Ona

r’ ..—_—: 0,632.... p' = 0,368...;

et comme ces valeurs sont fort approchées lorsque m est plus grand
que 13, il s'ensuit qu'on peut les regarder comme exactes , méme pour
un jeu de 32 cartes (*).

7. Le probléme (1) présente une circonstance assez remarquable :
la valeur (22) ne contient en dénominaleur que la variable 7. Quant
au numérateur, on vient de voir qu'aussitdt que m — n dépasse 15,
il reste, & fort peu preés, constaut. Donc aussi, la probabilité demandée
est, presquc rigourcusement, indépenddunte du nombre de boules que

(*) Le probléme dont je m’occupe ici, m’avait €té proposé, il y a plus de deux
ans, A ’Ecole Polytechnique. Ce n’est qu’apris en avoir envoyé la solution i
M. Liouville, que j’ai appris qu’Euler s’était occupé du probléme des rencontres,
qui est, comme on le voit, un cas trés particulicr du mien,

On trouvera la solution d’Euler dans les Mémoires de I Académie de Berlin,
année 1751. On pourra consulter aussi le Calcul des Probaliliiés de Laplace,
p- 217, etle tome X1l des Annales de Mathématiques. J& 1'ai en connaissance
de tout cela gue depuis peu de temps. ‘
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contient l'uroe : elle dépend seulement de la quantité de boules qui
doivent sortir aux mémes rangs, dans les deux tirages.

8. Dans la formule (22), faisons varier n de o 4 m, et ajoutons
tous les résultats : la somme est évidemment F'unité, qui est le sym-
hole de la certitude. Donc

1 1 t

JE—— —_—— .+ .
— Zlul l+ I-? e l.z.3...(m—n)' (2())
=4 1.2.3...n

Cette équation peut se mettre sous la forme

I 1 i 1 | ¢
1=|(:+1+;_—5+---+m)*;<‘+7+;72+"‘+..z...(m—x)
] 1 1
+50 St ) —

1 1
+ x.z.?:.d,...(m—l)(I +7) == 1.2.3...(m—1)m’

Multipliant les deux membres par 1.2,3...(m —1)m, elle devient.

1.2. 3. (m—1)m=1=m~-m{m—1)4-. . .-m{m—1)(m—2)...3.2. 1]
_'—?[l—l—(nl— VDH(m=1)(m-2)4... - H(m—1) (m—2)...5. 2. 1]

P i s (o2 )om=5) (- 2)-5).. 5.2.1]
FT O s = ()

Si F'on représente par S, la somme des nombres de permutations de
n lettres, prises 02 0, 121, 28 2,... 7# & n, cette équation peut
se mettre sous la forme

1.2.5. (- 1))n=8,—C, .50, 4C, ,.5p_—. =G ST, (28)

I’équation (27) exprime un théoréme sur les nombres, I'équation (28)
un théorecme sur les combinaisons.
9. Je supposerai maintenant qu'au lieu d’extraire toutes les boules



PURES ET APPLIQUEES. 477

de I'urne, on n’en tire qu’un nombre ¢. Le probléme 1 se change en
cet autre, plus général : '

Quelle est la probabilité que , dans deux tirages consécutifs d'une
urne contenant m boules marquées a, b, c,... h, i, dont il en sort
t a chaque tirage, n lettres sortiront dans le méme ordre?

Eun suivant la méme marche que précédemment, on voit que,

" aprés avoir fait correspondre 7 lettres dans un systéme de deux lignes,

il reste & placer dans chacune d'elles, £— n autres fetires, prises
parmi les m —n restantes; et cela, avec la condition qu'il ne se pré-
sente plus aucune correspondance. Supposons pour un inslant que
cette opération a été effectuée de toutes les maniéres possibles, et
désignons par Y,_, .. le nombre des systémes ainsi obtenus.

Actuellement, les n lettres correspondantes pouvant étre quelcon-
ques, et pouvant occuper ¢ places, il s'ensuit que le nombre ci-dessus
doit étre multiplié par C,, .. P, .. Les chances favorablesa I'événement
demandé sont donc en nombre C,..P,..Y,_. ... Le nombre des
chances possibles est (P,,)*. La probabilité cherchée a donc pour
expression

— C'm,m Pt,u- Ym..-. tn

P = (Bm,)? * (29)

10. Déterminons Y, _, (..

En remplagant m — n par s et ¢ —n par 2, la question revient i
ceci

De combien de maniéres peut-on former deux lignes composées de
a lettres, prises parmi p lettres données, avec la condition qu'aucune
lettre n'occupe le méme rang dans les deux lignes? Ce nombre sera
représenté par Y, ..

Soient les ¢ lettres a, b, ¢, d...g, k. Considérons I'un quelcon-
que des systemes de deux lignes formées seulement de & — 1 lettres,
systeme qui n’a aucune correspondance, et qui sera, pour fixer les
idées :

a,f,i,b....e,
griyah oo, d. (30)

A la fin de chacune de ces denx lignes, apportons 'une quelconque
des 4 — (¢ — 1) lettres qui n’y entrent pas: par exemple, g pour la
Tome 11. — Deccurne 1837, 61
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premiére, et ¢ pour la seconde. Nous aurons alors deux lignes de «
lettres ; savoir

a, f,i,b....¢e 8,
g i,a, kh.... d, c (31)

Il est visible que ce systéme sera I'un de ceux demandeés, sauf le cas
ou les deux lettres introduites seraient semblables : nous reviendrons
sur cette circonstance.

En n’en tenant pas compte, nous voyons que, pour un systeme d¢
(a~ 1) lettres, nous en obtenons (x — a -+ 1)* de « lettres. Et
comme le nombre des systémes de « — 1 lettres est représenté par
Y., 2—1, celui des systémes de a lettres le sera par (u—a4-1)*.Y, .,
dont il faut actuellement retrancher le nombre des systemes composes
de lignes terminées par uce méme lettre.

Or, si nous avons placé unc méme lettre a a la fin de deux lignes
de a— 1 letires, c’est parce qu’elle n’y entrait pas encore : ces deux
lignes peuvent donc étre considérées comme composant l'un des
systemes dea — t lettres, prises seulement parmi les p— 1 autres
lettres &, ¢, d, ... k. Donc, parmi les systemes obtenus tout-a-1’heure,
ily enaY,—,«—: terminés par a, a, autant par b, &, etc.; en tout,
t.Y,.— 1, a—, systemes a rejeter. Nous avons donc

Yo,o=(p—at1))Y, er—pu. Yoo, e (32)

11. Avant d’aller plus loin, remarquons que, pour la symétrie des
calculs, on peut supposer Y,,,=Y,—:, 0=:: car alors, en faisant
# =1 dans la formule, il vient

Yo, i=pt—p=p(p—n1).
1l est évident en effet que, si chaque ligne ne contient qu’une lettre

le nombre des systémes est égal au nombre des permutations de «

lettres, prises 2 & 2. '
Maintenant, changeons « en a—1,a~—2,....3, 2, 1, nous

obtiendrons les & équations

L L R LRI LN
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Yoo = (p—at1)* . YV, oor — BooYpms, ey
Y,u.,a,—-x = (,L(«—-d-l— 2)’.YF,,54—2 ’-[b-Y,‘—l;a—Q) .
Yiaws = (—2+3)* . Yy, um3 — 7 PR T (33)
Yoo=(—1)». Y, o —u. Yoy, \,
Yoo = p*et — ;.1

Multiplions la seconde équation par (u—a = 1)*, la troisieme par
(p—ea - 1)*. (u—a-2)*, etc., puis ajoutons. Il vient

Yo .= (up—1.u— 2.. . pu—a4t 1) —p. [Yei,mt
F-at 1Y st (—a - 1) (w2 2PV i, 3 ¢ (34)
+ .t (e—at ) (u—a+ 2. (=)

Lette équation aux différences finies, est plus compliquée que I'équa-
tion (32); mais elle va nous conduire facilement 2 I'expression géné-
rale de Y, .

Pour cela, posons successivement a=1, 2, 3, .. dans cette
équation, et dans celle que I'on en déduit en changeant x en u—1;
nous obtiendrons :

pour e=1, Y, ,=pu'—u, Y= ulu—1)
et Yooyr=(u—1)[(u—1)—1l,
2= 2, Yyu=p'(u—1)—u[(p—1)—(pu—1)4(u—1))
=t (== 1) — pf2(p— 1) — (u—1)]
ou Voo =g (u— 1) [ — 1) — 2 —1)F 1],

Yims,2 = (u—1) (10— 2)[ (u—1) (u=—2)—2(s—2) 1],
a==3, Y,,3=p* (e —1)"(u— 2)* = p[ (0 — 1)* (u — 2)*
~ 3( p—1) (e—2)* 4~ pe—1 ){ pr==2)t=( pe=1 ) pe~2)
— (v — 1) (pu— 24 (= 2)* (e —1)"]
= pt (= 1) (w—2)— u [3(p— 1) (e —2p
—3(pu—1)(u—2p+(—1)(—2)

6[-:
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Y = 1) ) g1 Y 2)— B 1Y)
+3(u—2)—1],

o= 4, Vog = gl e 1) ) —5) e pem1) (—2)( 1~3)

— b pe—1)(p—2) ( pt—3)+6( u—2) (pe—3)—4( u—3)+1]-
ete.

I.a loi est actuellement évidente, et nous sommes en droit de poser,
sauf vérification

Y, .=u.(pe—1).. .(,u-—d.—l—l)[[u.(/d,— Deo(pe— a 1)
— 2 (=) p—2)o . (p—at 1) (—2). (u—at1) P (35)
—_ ... -'._-:—t(;u-—a+ 1)::;:1].

En employant les mémes relations que ci-dessus, cette formule peut
se mettre sous la forme plus simple

YF:“ = PP)‘[PP"‘ - Cﬂ;‘ . P.“"“; "—I + C‘,') . PI“_')! a—2 } (56)
s e —+— Cg’l . P‘u__g.’. I q: l]o

L'intégrale de I'équation (32) ayant ¢té obtenue par voie d'induc-
tion, il est essentiel de la vérifier. Pour cela, changeons d’abord a
en @ — 1 dans (36), puis x en g — 1 et zen a — 1 ; nous aurons

Ylu,a—l = Pﬂ,‘—l [P,u,a—l _— Cl.—-l,l . P;‘—l,u-—ﬁ + Ci—l,’l . P,u—2,¢—3
~— e q:C.,._,,, . Ply_—“.'.g’li l],
Yﬂ—l,u—l= p—Tyd—I [Pp.—l,z—x - Ca.-—-!,! . Pn—ﬂ,!—-ﬂ + Cl.—l 52 o Pp—!,n— 3
-_— . =+ C¢_1,| . P,,,_,.{..,,, x l].

Multiplions la premiére de ces deux équations par (w — a4 1),
puis retranchons-en la seconde multipliée par . En remarquant que
Youn a en général, P, ,==(m— n+4-1).P,,_, et Pp,=m.P,_,._,,
nous obtiendrons d’abord

(M'—i+ l).. Yﬂ,:_l—MoY,‘—],‘-—l= P,;,..[P}u,x - (Ca.—l,l.' + l) Pp—(,n-—l
A (€t Cams ) P nemsmmr e (1 Camr a1,
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Mais l'on sait aussi que C,,+C,.,—.= Cnii): donc le second
membre devient

=PF1«{P/A,1—C1,I . P,u—-l,z—-|+Cg,-n P,,..-,',..gv- . .iC,,| . PA..“_'_,’.:l t H

expression identique avec celle que nous avons trouvée pour | P
12, Si dans la formule (35), nous posons u —a == J', le develop-

pement deviendra

Y, = ule—1)(u—2. . .(J~+x)]’[[—.;(,_-§)+ ) (o =

- =) (=) (- )

$|._2.3.i.(4—1)d (' i) (] pir> et (I —J%)]

Comparant cette expression avec la formule (15), on voit que si a==,

Y ,=1.253 .. (u—1). .X,, (38)
ce qui est d'ailleurs évident. ‘

La série entre parenthése est trés convergente : car ses termes dé-
croissent plus rapidement que ceux du développement de e¢—. Si «,
u et d'sont de grands nombres, on pourra remplacer ce développe-
ment par celui-ci :

e e R (R R (R P

—(1 ")
“ =-—L
o

er

qui a pour valeur e

Il serait peut-étre assez difficile de déterminer @ priori le degré d’ap-
proximation que lon pourra obtenir, attendu que plus on avance
dans les séries (37) et (38), et plus les termes du méme ordre diffe.
rent. Dans les cas olt la série (38) pourra étre employée avec ayan-
tage, on aura donc pour valeur approchée de Y, .,

iyt m—

v lele—=1)(—2) .. (g—at )]
Y = 1 (59)
e‘U
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13. En mettant dans la formule (29), les valeurs des lettres qui y
entrent, il vient

p= —=1){t—2)...(t~n<1) [1_%’(‘—9

.2.3.,. nxm(m—l)...(m-—n+1)‘

+50=D0-2)-3 (@
ou bien

p = ft—2) (t—2)...(t—n41) 1

123...aXmm—1)... (m—at ) \' " 1m—n

1 t=—n ==l =) (4 t )
+3'm—-n"m-—n—1 '“)

La série entre parenthéses a ¢ = 1 ==¢ — 7, == 1 termes : le dernier a

pour expression

I —Nn L= I i

t.2.3., . (t—n)" m—n"m—n—; "'rﬁ—l-}-x =(m—n)(nz-n-x),. Jmet41)”

14. Si I'on suppose t=1n, la probabilité devient

(R 1
P T mm—) . (m—nt 1) (42)

Il est évident en effet, que si toutes les lettres que l'on tire de I'urne
doivent sortir dans.le méme ordre aux deux tirages, la probabilité a

: Pln n
our expression ——""_..
P P (Pu, )

Enfin, si nous supposons n=0, la valeur de p devient
I 1 ! =1

~ —_'—'I —— ¢ 1 ¢ Lo
M(m-—x)...(t-;-:)["';;,‘l'—*- e —— ~

1.2m m-~ 1.2.3..6m ° m—y

2 '
M2 m—l+_|:]'

Cest la probabilité¢ du jex de rencontre,

en supposant que l'on
arréte ce jeu au ™ coup.




