COMMENT DEFINIR UNE TOPOLOGIE ?

GREGORY BERHUY

Le but de ce petit texte est de donner différentes manieres de définir
un espace topologique (autrement que par les ouverts).

Le propos de ce texte n’étant pas de se substituer a un cours de to-
pologie, une connaissance du vocabulaire et des exemples de base de
topologie générale est souhaitable.

1. DEFINITION PAR DES OUVERTS, DES FERMES

On commence par rappeler la définition d’un espace topologique.

Définition 1.1. Soit X un ensemble. Une topologie sur X est un en-
semble O de parties de X (i.e. un sous-ensemble de (X)), vérifiant
les propriétés suivantes :

(01) 0, X € O;
(02) O est stable par union quelconque : pour toute famille (U;);er
d’éléments de O, on a U U; € O;
icl
(O3) O est stable par intersection finie : pour tous Uy, Us € O, on a
UnU, 0.

Une récurrence facile montre que (O3) est équivalent a : pour tout
n > 0, et pour tous Uy,..., U, € O,ona U N...NU, € O.

Un espace topologique est un couple (X, O), ou X est un ensemble et O
est un ensemble d’ouverts de X. On dit aussi que O est une topologie
sur X.

Un élément de O est appelé un ouvert de X. Un sous-ensemble de X
est dit fermé si c’est le complémentaire d’un ouvert.

On a le lemme suivant, immédiat d’apres les propriétés du complémentaire.

Lemme 1.2. Soit O une topologie sur X, et soit Fo ={X\U | U €
O}, c’est-a-dire l’ensemble des fermés de X.

Alors :

(i) 0,X € Zo;
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(ii) Zo est stable par intersection quelconque : pour toute famille
(F})ier d’éléments de Fo, on a mF’ € Yo ;
iel
(iii) Zo est stable par union finie : pour tous Fy, Fy € Fp, on a
LU, € 0.

Cecl conduit a la définition suivante.

Définition 1.3. Soit X un ensemble. Une topologie de fermés sur X
est un ensemble .# de parties de X (i.e. un sous-ensemble de Z(X)),
vérifiant les propriétés suivantes :

(F1) 0,X € 7;
(F2) .7 est stable par intersection quelconque : pour toute famille
(F})ier d’éléments de .Z, on a mﬁz S
i€l
(F3) # est stable par union finie : pour tous Fi,Fy, € %, on a
LUl e 7.

Une récurrence facile montre que (F3) est équivalent a : pour tout
n > 0, et pour tous F,...,F, € #, ona F1U...UF, € 7.

Exemples 1.4.

(1) Si O est une topologie sur X, % est une topologie de fermés
de X, d’apres le lemme 1.2.

(2) Si.Z est une topologie de fermés sur X, Oz = {X\F | F € F#}
est une topologie sur X.
En effet, c’est clair d’apres les définitions et les propriétés du
passage au complémentaire.

On a alors le théoreme suivant, qui nous dit en substance que I'on peut
définir une unique topologie en se donnant un ensemble de fermés.

Théoreme 1.5. Soit X un ensemble. On a une correspondance bi-
jective entre l’ensemble Topo(X) des topologies sur X et l’ensemble
Topf(X) des topologies de fermés sur X. Cette correspondance est
donnée par

o '—>ﬁo

Démonstration. On sait déja que .%o est une topologie de fermés et
Oz est une topologie, d’apres les exemples précédents. Il reste a voir
que les deux applications de 1’énoncé sont inverses 1'une de l'autre,
c’est-a-dire :
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(a) pour toute famille d’ouverts O, on a Oz, = O;
(b) pour toute famille de fermés .#, on a Zp, = Z.
Ceci est clair puisque pour toute partie Y de X, ona (Y°)°=Y. O

Tout ce qui précede n’est franchement qu’'un tissu d’évidences. Néanmoins,
le message a retenir ici est que 'on peut définir une unique topologie sur
X par ses fermés. Nous allons maintenant parler un peu de voisinages.

2. DEFINITION PAR UNE FAMILLE DE VOISINAGES

Commencons par quelques considérations générales sur les ensembles
d’ouverts.

Lemme 2.1. Soit O une topologie sur X. Pour tout x € X, on pose
Yo(x) ={V C X | il existe U € O tel quex € U et U C V'}.

Pour tout z € X, l'ensemble Vo(x) posseéde les propriétés suivantes :

(i) pour tout Ve ¥o(x), onax €V ;
(i) X € Yo(z);
(ili) pour tout V- € Yo(x) et tout V! C X, onaVC V' = V' €
Yol(x);
(iv) pour tous Vi,Va € Yo(x), on a ViNVy € Yo(x) ;

(v) pour tout V. € Yo(x), il existe W € Yp(x) tel que W C V, et
pour touty € W, on a V€ ¥p(y).

Démonstration. Le point (i) découle de la définition de ¥»(z), et le
point (ii) est clair, puisque X € O. Si maintenant une partie V' de X
contient un ouvert U contenant z, alors tout partie de X contenant V'
contient aussi U (qui contient x), d’ou (iii). Soient maintenant Vi, Vs €
Yo(x). Par hypothese, il existe Uy, Uy € O deux ouverts contenant x
tels que U; C V4 et Uy C V5. Mais alors, Uy NUy € O et contient z, et
on a Uy NUy; C Vi NV, Par conséquent, Vi NV, € Yo(x), d'ou (iv). Il
reste a démontrer (v). Soit V' € ¥ (x). Il existe donc U € O contenant
x tel que U C V. Remarquons que U € ¥ (x) par définition de #o(x),
et bien entendu U C V. De plus, pour tout y € U, on a V € ¥»(y),
puisque U C V et y € U. Ceci acheve la démonstration. U

Ceci conduit a la définition suivante.

Définition 2.2. Soit X un ensemble. Une topologie de voisinages de
X est une famille (¥/(x)).cx d’ensembles de parties de X vérifiant les
propriétés suivantes pour tout x € X :

(V1) pour tout V € #(z),onaxz € V;
(V2) X € ¥ (x);
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(V3) pour tout V€ #(z) et tout V' C X, onaVcC V' = V' ¢
Y (x);

(V4) pour tous V1, V5 € #(x),ona ViNV, € ¥(x);

(V5) pour tout V' € ¥ (z), il existe W € ¥ (z) tel que W C V, et
pour tout y € W, on a Ve ¥ (y).

Si z € X, un élément de ¥ (x) est appelé un voisinage de .
Remarques 2.3.

On peut reformuler les propriétés de ’ensemble des voisinages d’'un
point x € X comme suit :

(V1) x est contenu dans tout voisinage de z;
(V2) X est un voisinage de z;

(V3) toute partie de X contenant un voisinage de = est un voisinage
de x;

(V4) l'intersection de deux voisinages de x est un voisinage de z;

(V5) tout voisinage V' de x contient un voisinage W de = tel que V/
soit un voisinage de chaque point de W.

Comme le nom < voisinage > le suggere, on peut considérer qu’un voi-
sinage de x est un ensemble qui contient des points a proximité de x
ou autrement dit qui contient des voisins de x (comme en urbanisme!).
Les axiomes requis sont alors assez conformes a 'intuition que 'on s’en
fait : = est son propre voisin, ’espace entier contient des voisins de
x, etc. Le dernier axiome dit en substance qu'un voisin de x est aussi
voisin de tout voisin de z suffisamment proche.

Bien évidemment, (V4) est équivalent a : pour tout n > 0, et tous
Viyo.o,Vpe¥(x),onaVin...NV, € ¥(x).

L’axiome (V5) est souvent remplacé par I'axiome suivant :

(V5') pour tout V' € #(z), il existe V' € ¥ (x) tel que pour tout y € V',
onaV e ¥ (y).

Ces deux formulations sont clairement équivalentes : étant donné V' &
¥ (z), si V' vérifie les propriétés de (V5), alors W =V NV’ vérifie les
propriétés de (V5'), et si un ensemble W vérifie les propriétés de (V5'),
il vérifie aussi les propriétés de (V5).

Exemples 2.4.

(1) Si O est une topologie sur X, et si x € X, tout ouvert contenant
x est un voisinage de x.

(2) Si O est une topologie sur X, alors la famille % = (Yo (x))zex
définie dans le lemme 2.1 est une topologie de voisinages de X,
par définition méme (on a tout fait pour!)
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Avant de continuer, notons la caractérisation suivante des ouverts en
termes de voisinages.

Lemme 2.5. Soit O une topologie sur X . Alors, un sous-ensemble de
X est un ouvert de X si et seulement s’il est voisinage de chacun de
ses points (par rapport a Yo ).

Autrement dit, pour tout U C X, on a U € O si et seulement si pour
tout x € U, on a U € Yp(x).

Démonstration. On a déja vu qu’un ouvert est voisinage de chacun
de ses points. Inversement, soit U C X tel que pour tout z € U, on
a U € Yo(x). Soit x € U. Alors, par hypothese, il existe U, € O
tel que x € U, et U, C U. On a alors U U, = U. En effet, on a
zelU

U U, C U puisque chaque U, est inclus de U. De plus, pour tout
zelU

yeU, omayeclU, C U U,, d’ou I'égalité annoncée. Comme une

zelU
réunion quelconque d’ouverts de X est un ouvert de X, on obtient que

U est un ouvert de X. O

Notre but est maintenant de montrer que I'on peut définir une topo-
logie de maniere unique a l'aide d’une famille de voisinages. Le lemme
précédent suggere de prendre 1’ensemble des parties de X qui sont
voisinages de chacun de leur point. Cela va effectivement fonctionner,
comme la suite le démontre.

Lemme 2.6. Soit X un ensemble, et soit V' = (¥ (x)).ex une topologie
de voisinages sur X. Alors, ’ensemble

Oy ={U C X | pour toutx € U, on a U € ¥ (x)}

est une topologie sur X.

Démonstration. Clairement, () est voisinage de chaque de ses points,
puisqu’il n’en contient aucun. De plus, X est voisinage de chacun de
ses points, puisque X € ¥ (x) pour tout x € X. Soit (U;);e; une famille
d’éléments de Oy, et soit x € UUi‘ Alors, il existe 7 € I tel que
iel
x € U;. Par hypothese, U; € #(z). Comme U; C UUi’UUi € ¥V (x),
iel el
par définition d’une topologie de voisinages. Ainsi, U U, est voisinage
icl
de chacun de ses points et par conséquent U U; € Oy. Enfin, soient
i€l
Uy,Uy € Oy, et soit x € U N Us. Commeex € Uy et x € Uy, on a
Uy € ¥ (x) et Uy € ¥(x). Par définition d’une topologie de voisinages,
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on a alors Uy N Uy € ¥ (z). Par conséquent U; N Uy est voisinage de
chacun de ses points, et on a Uy N Uy € Oy, d’ou le résultat. O

On peut alors énoncer le théoreme que 1’on avait en vue.

Théoreme 2.7. Soit X un ensemble. On a une correspondance bi-
jective entre l’ensemble Topo(X) des topologies sur X et l’ensemble
Topv(X) des topologies de voisinages de X. Cette correspondance est
donnée par

@) |—>AVO
Oa//<—|ﬂy.

Démonstration. Si O est une topologie, le lemme 2.1 montre que %o
est une topologie de voisinages de X. D’autre part, si 7 est une famille
de voisinages de X, le lemme 2.6 montre que Oy est une topologie sur
X. Il reste donc a démontrer que les deux applications sont inverses
I'une de 'autre.

Montrons tout d’abord que pour toute topologie O sur X, on a Oy, =
O. Cette égalité dit exactement qu'un sous-ensemble de X est ouvert
si et seulement s’il est voisinage de chacun de ses points, ce qui a été
établi dans le lemme 2.5.

Soit ¥ une topologie de voisinages sur X, et montrons que %», = 7.

Remarquons que pour tout x € X, on a

Yo, () ={V C X |ilexiste U € Oy,x € U,U C V}.

Autrement dit, pour tout VC X, ona V€ %, (z) si et seulement s'il
contient un sous-ensemble U contenant x tel que, pour tout y € U, on
al e ¥ (y).

En particulier, pour tout * € X, en prenant y = x dans ce qui
précede, on voit que si V' € %o, (x), alors V' contient un sous-ensemble
U € ¥ (x). Mais alors, V € ¥(x) par définition d’une topologie de
voisinages. Inversement, si V' € ¥(x), posons

U={yeU|Ve¥y}

Alors, x € U car V € ¥ (x). De plus, U C V. En effet, soit y € U.
Alors, V € ¥ (y). En particulier, y € V.

Montrons que pour tout y € U, on a U € ¥ (y). Soit y € U. Alors,
V € ¥ (y). D’apres la définition d’une topologie de voisinages, il existe
W CV tel quey € W, et pour tout z € W, on a V€ #(z). Puisque
onaV € ¥(z) pour tout z € W,ona W C U. Comme W € ¥(y), on
a alors U € ¥ (y). Bref, V € %o, (z).

On a donc démontré 'égalité #o, (x) = ¥ (x) pour tout x € X, et ceci
acheve la démonstration. g
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On peut donc définir une topologie de maniere unique a partir de ses
voisinages.

Comme on I’a vu, I'idée sous-jacente de voisinage est celle de proximité.
Nous proposons maintenant deux autres facons de définir une notion
de proximité, qui généralise toutes deux la notion d’adhérence.

3. DEFINITION A L’AIDE D’UN OPERATEUR DE CLOTURE

Commencons par rappeler la définition d’adhérence. Nous le ferons ici
pour une topologie classique.

Définition 3.1. Soit X un ensemble, et soit O une topologie sur X.
Si A est une partie de X, 'adhérence de A, notée A, est l'intersection
de tous les fermés de X (par rapport a la topologie @) contenant A.
Autrement dit, ¢’est le plus petit fermé de X contenant A (au sens de
I'inclusion).

On dit que = € X est adhérent ¢ Asiz € A.

Remarque 3.2. La notion d’adhérence reflete une idée de proximité,
meéme si ce n’est pas tres apparent. Il est peut-étre plus simple de passer
au complémentaire, afin de réaliser que les points non adhérents a une
partie A sont < éloignés > de A. On a x € X \ A si et seulement s'il
existe un ouvert U de X disjoint de A contenant z. Ainsi, un point
non adhérent & A non seulement n’appartient pas a A, mais il en est
de méme pour tout un voisinage de A. Intuitivement, cela colle bien a
I'idée que = < n’adhere pas a > A.

On peut aussi se faire une vision positive de cette idée de proximité
dans les espaces métriques. Il est bien connu que dans ce cas, les points
adhérents a A sont les limites de suites de points de A. En particulier,
pour tout x € A, il existe une infinité de points de A arbitrairement
proches de x.

Rappelons quelques propriétés de I’adhérence.

Lemme 3.3. Soit X un ensemble, et soit O une topologie sur X . Alors,
on a :

1) 0= 0;
2) pour tout AC X, ona AC A;
p

(1)

(2)

(3) pour tout A C X, onaA=A4A;

(4) pour tous A,BC X, ona AUB = AUB.

De plus, une partie A de X est fermée si et seulement si A = A.

Démonstration. Remarquons que si A est fermé, A est le plus petit
fermé de X contenant A, et donc A = A. Inversement si A=A, alors
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A est fermé, puisque A 'est. Comme () et A sont fermés, on en déduit
(1) et (3). Comme A est I'intersection de tous les fermés contenant A,
il contient A, d’ou (2). Enfin, pour tous A, B C X, puisque A C A et
B C B,ona AUB C AU B. Mais alors, AU B est un fermé contenant
AUB, et donc AU B C AUB. D’autre part,ona A C AUB C AU B.
Ainsi, AU B est un fermé de X contenant A, don A ¢ AU B. On
montre de méme que B C AU B. Finalement, AU B C AU B. Par
conséquent, on obtient (4). O

On peut maintenant définir un opérateur de cloture.

Définition 3.4. Soit X un ensemble. Un opérateur de cloture sur X
est une application ¢ : P (X) — P(X) vérifiant les propriétés
suivantes :

(CL1) €t(0) =

(CL2) pour tout A CX,onaACElUA);

(CL3) pour tout A C X, on a GU(ECl(A)) = CL(A);

(CL4) pour tous A, B C X, on a €4(AUB)=%l(A)U%LB).

Exemple 3.5. Soit .# une topologie de fermés sur X. Pour tout A C
X, on pose

Cls(A)= ) F.

FeZ
ACF

Alors, €'/ est un opérateur de cloture sur X.

En effet, il suffit de recopier la démonstration du lemme 3.3. On peut
aussi invoquer ce méme lemme, en l'appliquant & la topologie O (i.e.
la topologie dont les ouverts sont les complémentaires des éléments de
Ce lemme dit d’ailleurs que 'opérateur d’adhérence par rapport a une
topologie O est un opérateur de cloture. Ce n’est d’ailleurs rien d’autre
que l'opérateur précédent pour la topologie de fermés définie par O
(celle dont les éléments sont les complémentaires des éléments de O).

Remarquons également que pour tout A C X, on a €l5(A) € F,
puisqu’une intersection quelconque d’éléments de Z est un élément de
F.

Le lemme suivant donne une description légerement différente des opérateurs

de cloture.

Lemme 3.6. Soit X un ensemble, et soit €0 : P (X) — P(X).
Alors, €1 est un opérateur de cloture si et seulement s’il vérifie les
propriétés suivantes :

(CL1) ©4(0) = 0;
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(CL2) pour tout A C X, on a A C CLA);
(CL3") pour tous A,B C X, ona AC €UB) = €l(A) C €l(B);
(CL4") pour tous A, B C X, on a €l(AUB) C €l(A) UFLB).

Démonstration. Supposons que €¢ soit un opérateur de cloture. Alors,

(CL1), (CL2) et (CL4’) sont clairement vérifiées. Soient A, B C X tels

que A C €U(B). Alors, on a AU EY(B) = €/(B), et par conséquent

ClUAUCLB)) =%¢l(¢L(B)). Par (CL4), on en déduit
CUA)UGLUECUB)) =CLUEUB))).

Par (CL3), on obtient €4(A)U€l(B) = €{(B), puis 6¢(A) C €{(B),

d’on (CL4).

Supposons maintenant que €¢ vérifie (CL1), (CL2), (CL3') et (CL4").

Pour tout A C X, on a €U(A) C €l(EL(A)) par (CL1). De plus,

comme GL(A) C CU(A), on a CLEL(A)) C €LA) par (CL4’). On en

déduit que €U(EL(A)) = €L(A), dou (CL3).

Si A,BC X,ona%lAUB)C %LA)UFLB) par (CL4"). De plus,

on a

ACAUBC%I(AUB)

par (CL2), et on en déduit que €¢(A) C €¢(AU B) par (CL4’). On
montre de méme que €4(B) C €4(AU B), d’ou

CUA)UELUB) C €lU(AUDB).
Par conséquent, on a (CL4). O

On va maintenant voir que 1'on peut définir une topologie de fermés
(et donc une topologie tout court) a partir d'un opérateur de cloture.
Le point de départ est la caractérisation d’un fermé comme étant une
partie de X égale a son adhérence.

Lemme 3.7. Soit X un ensemble, et soit € un opérateur de cloture
sur X. Alors, l’ensemble

Fgr={F C X | €UF) = F}

est une topologie de fermés sur X.

Démonstration. Par définition d’un opérateur de cloture, on a () € Fy.
De plus, par définition d’un opérateur de cloture, on a X C €4(X).
Mais €¢(X) étant une partie de X, on a €4(X) = X, don X € Fyy.
Soit maintenant une famille (F;);c; d’éléments de Fy. Par (CL2), on a
mFi C (Kﬁ(ﬂ F;). De plus, pour tout i € I, on a ﬂE C F, =%CUFE,).
i€l i€l i€l

Puisqu’un opérateur de cloture vérifie (CL4), on a %K(ﬂ F;) C Fj, et

iel
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ceci pour tout ¢« € I. Par conséquent, on obtient

CU(\F) [ F

i€l i€l
Ainsi, €U((\F;) =) F, dot [ F € Feu.
el el i€l

Enfin, soient F, Fy € F¢y. Par (CL3), on a alors
CUFLUFy) =%CUF)UBGLUFy) =FLUF,,

d’ou Fi U Fy € Z¢,. Ceci acheve la démonstration. O

On a alors le théoreme suivant.

Théoreme 3.8. Soit X un ensemble. Alors, on a une correspondance
bijective entre l’ensemble Topf(X) des topologies de fermés sur X et
lensemble Topcl(X) des opérateurs de cloture sur X . Cette correspon-
dance est donnée par

F — Cgfgz
g:gg — Gl

Démonstration. Le lemme 3.5 montre que pour toute topologie de
fermés .7, Vapplication €4 est un opérateur de cloture, et le lemme
3.8 montre pour tout opérateur de cloture €1, F4, est une topologie
de fermés. Montrons que les applications sont inverses I'une de ’autre.

Soit .# une topologie de fermés, et montrons que F¢y, = #. Par
définition, on a

%g[g = {F cX | %£y<F) = F}

Si F C X vérifie €0z(F) = F,on a F € F, car €ls(F) € F
(cf. exemple 3.5). On a ainsi Fyy, C #. Soit maintenant F' € .Z.
Par définition d’un opérateur de cloture, on a F' C €4z(F'). De plus,
comme ¢z (F) est 'intersection des éléments de .# contenant F', on
a %fgz(F) C F, dou %KQ(F) = F. Ainsi, F € ﬁcggg, et ¥ C gzggg.
On a donc ’égalité voulue.

Soit maintenant €’/ un opérateur de cloture. On doit démontrer que
pour tout A C X, €(A) est I'intersection de tous les éléments de Fyy
contenant A, c¢’est-a-dire

ciA)= (| F
FCX
CUF)=F
ACF
Si F' C X vérifie A C F et €U(F) = F, alors A C €L(F), et donc
ClA) C €UF) = F par (CL4'). Par conséquent, on a €¢(A) C
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(] F. Deplus, par (CL2) et (CL3), ona A C GL(A) et €L(EL(A)) =
FCX
CUF)=F
ACF
¢ l(A). Par conséquent, ﬂ F C €((A). Finalement, on a 1'égalité
FCX
CUF)=F
ACF
annoncée, d’ou le résultat. O
Ce théoreme dit en substance que I’on peut définir une unique topologie
en spécifiant son opération d’adhérence.

4. DEFINITION A L’AIDE D’UNE RELATION DE PROXIMITE

Nous allons maintenant définir une relation de proximité sur un en-
semble X. On commence par un lemme totalement évident.

Lemme 4.1. Soit X un ensemble, et soit O une topologie sur X. Alors,
pour tous A, B C X, et pour tout x € X, on a les propriétés suivantes :

(1) aucun élément de X n’est adhérent a (;
(2) six € A, alors x est adhérent a A;

(3) si x est adhérent a A et si tout élément de A est adhérent a B,
alors x est adhérent a B ;

(4) si x est adhérent 4 AU B, x est adhérent a A ou x est adhérent
a B.

Démonstration. Les propriétés (1), (2) et (4) découlent directement
du lemme 3.3. Il reste & montrer que siz € Aet A C B,onaz € B.
Cela découle du fait que l'opérateur d’adhérence est un opérateur de
cloture (cf. exemple 3.5), mais on peut le démontrer directement. En
effet, comme B est un fermé de X contenant A, on a A C B. Ainsi, un
élément adhérent a A est alors adhérent a B. U

Cela incite a poser la définition suivante.
Définition 4.2. Soit X un ensemble. Une relation de prozimité sur X

est une relation o entre les éléments de X et ’ensemble des parties de
X vérifiant les propriétés suivantes :

(P1) pour tout z € X, = §0;
(P2) pour tout A C X, et tout x € X,onazxz € A =z §A;

(P3) pour tous A, B C X, et tout x € X, on a x §A et y §B pour
tout y € A=z 0B;

(P4) pour tous A, B C X, et tout z € X, on ax dAUB = x /A
ouz dB.
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Autrement dit, une relation de proximité sur X est une relation entre
les éléments de X et ’ensemble des parties de X vérifiant les propriétés
suivantes :

(1) aucun élément de X n’est proche de 0);
(2) si z € A, alors = est proche de A;

(3) si x est proche de A et si tout élément de A est proche de B,
alors = est proche B

(4) si z est proche de AU B, x est proche de A ou x est proche de
B.

Exemple 4.3. Soit X un ensemble. Si O est une topologie sur X, la
relation < étre adhérent a > est une relation de proximité sur X par le
lemme 4.1.

L’exemple précédent se généralise en fait a tout opérateur de cloture.

Lemme 4.4. Soit X un ensemble, et soit €1 un opérateur de cloture
sur X. Pour tout x € X et tout A C X, on note v dzA six € €UA).
Alors, d¢p est une relation de prorimité sur X.

Démonstration. Les propriétés (P1), (P2), (P3) et (P4) découlent
respectivement des propriétés (CL1), (CL2), (CL3") et (CL4’) d'un
opérateur de cloture. O

Nous allons maintenant associer un opérateur de cloture a une relation

de proximité.

Lemme 4.5. Soit X un ensemble, et soit § une relation de proximité
sur X. Pour tout A C X, on pose

“ls5(A) = {x € X | = 0A}.

Alors, €ls est un opérateur de cloture sur X.

Démonstration. Les propriétés (CL1), (CL2), (CL3') et (CL4") découlent
respectivement des propriétés (P1), (P2), (P3) et (P4). Ainsi, €'ls est
un opérateur de cloture sur X par le lemme 3.6. O

On a alors le résultat suivant.

Théoréme 4.6. Soit X un ensemble. Alors, on a une correspondance
bijective entre [’ensemble Topprox(X) des relations de prozimité sur X
et l’ensemble Topcl(X) des opérateurs de cloture sur X. Cetle corres-
pondance est donnée par

0 — Cls
dgo <— CL.
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Démonstration. Le lemme 4.5 montre que pour toute relation de proxi-
mité 9, 'application €/s est un opérateur de cloture, et le lemme 4.4
montre que pour tout opérateur de cloture ¢, d¢, est une relation de
proximité sur X. Montrons que les applications sont inverses 1'une de
I’autre.

Soit 0 une relation de proximité sur X. Pour tout A C X et tout
x € X, on doit démontrer que = dyy, A si et seulement si x dA. Or, on
a

T 0gp, A <= x € C€ls(A) <= 1z §A,
d’otu le résultat.

Soit maintenant %’/ un opérateur de cloture sur X. Pour tout A C X,
on a

Clsy(A) ={r € X |z 0geA} ={r € X |z € Cl(A)} =FIl(A).
Ainsi, €45, = €. Ceci acheve la démonstration. g

Le théoreme précédent et le théoreme 3.8 donne immédiatement que
I'on a une correspondance bijective entre I'ensemble Topf(X) des to-
pologies de fermés sur X et 'ensemble Topprox(X) des relations de
proximité sur X.

Si on met bout a bout les correspondances, on voit que si .% est une
topologie de fermés, alors la relation ¢ » définie par

Tz 0zA six € ﬂF

FeZ
ACF

est une relation de proximité sur X, et que si § est une relation de
proximité sur X, 'ensemble .%5 dont les éléments sont les parties I’ de
X telle que F' = {x € X | x 0F} est une topologie de fermés sur X.

On a donc le résultat suivant.
Théoreme 4.7. Soit X un ensemble. Alors, on a une correspondance
bijective entre l’ensemble Topf(X) des topologies de fermés sur X et

I’ensemble Topprox(X) des relations de prozimité sur X. Cette corres-
pondance est donnée par

F (ig
ﬁg — ).
Exercice. Soit X un ensemble.

1.

(a) Montrer que si (O;);es est une famille de topologies sur X, alors
O = ﬂ O; est une topologie sur X.

el
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(b) Pour tout i € I, soient .%;, ¥;, €¢;,d; la topologie de fermés, la to-
pologie de voisinages, 'opérateur de cloture, la relation de proximité
correspondant a O;. Décrire la topologie de fermés, la topologie de voi-

sinages, 'opérateur de cloture, la relation de proximité correspondant
a O en fonction de .%;, ¥;, 6¢;, ;.

2. Soit X un ensemble, soit O une topologie sur X, et soit Y C X.

(a) Montrer que O, = {UNY | U € O} est une topologie sur Y,
appelée topologie induite.

(b) Soient %, ¥ ,%€(, 4 la topologie de fermés, la topologie de voisi-
nages, l'opérateur de cloture, la relation de proximité correspondant a
O. Décrire la topologie de fermés, la topologie de voisinages, I’opérateur
de cloture et la relation de proximité correspondant a @), en fonction

de F#,7,€61,).
On va maintenant utiliser les diverses facons de définir une topologie
pour réinterpréter la notion de continuité.

5. CONTINUITE

Soit I un intervalle de R, soit f : I — R une fonction, et soit a € I.
Rappelons que f est dite continue en a si pour tout € > 0, il existe
n > 0 tel que pour tout z € I, |z —a| <n=|f(x) — f(a)] <e.

On dit que f est continue (sur I) si f est continue en tout point de 1.

Commengons par réinterpréter la définition en termes de voisinages.
Rappelons tout d’abord que la topologie usuelle sur R est ’ensemble
des parties U de R telles que, pour tout € U, il existe r > 0 tel que
le —rx+r[CU.

La topologie sur I est alors la topologie induite par celle de R.

Lemme 5.1. Soit I un intervalle de R, soit f : I — R une fonction,
et soit a € I. Alors [ est continue en a si et seulement si pour tout
voisinage V de f(a), il existe un voisinage W de a tel que f(W) C V.

Démonstration. Supposons que f soit continue en a, et soit V' un
voisinage de f(a). Alors, il existe un ouvert U contenant f(a) tel que
U C V. Par définition, il existe ¢ > 0 tel que |f(a) — ¢, f(a) + ¢[C U.
Posons

W=f"(fa)—c fla)+e) NI ={z € I||f(z) - fla)| <c}.

Par hypothese sur f, il existe n > 0 tel que Ja — n,a +n[NI C W.
Comme Ja — n,a + n[NI est un ouvert de I contenant a, W est un
voisinage de a. Par définition de W, on a alors

fW) Clf(a) —¢, fla) +e[cUCV.
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Inversement, supposons que pour tout voisinage V' de f(a), il existe
un voisinage W de a tel que f(W) C V. Soit ¢ > 0, et soit V =
|f(a) —¢, f(a) 4+ ¢[. C’est un ouvert contenant f(a), donc un voisinage
de f(a). Par hypothese, il existe un voisinage W de a tel que f(W) C V.
Soit W’ un ouvert de I contenant a tel que W/ C W. On a donc
W' =U'N1, ou U’ est un ouvert de R contenant a. Il existe donc n > 0
tel que Ja —n,a +n[C U'. Par conséquent,

la—na+nnlcUNI=W CW.

Mais alors, on a f(Ja —n,a +n[NI) C f(W) C V, ce qui revient
exactement a dire que pour tout z € I tel que |z —a|l < 7, on a

[f(z) = fla)] <e. O

Dans tout ce qui suit, sauf mention expresse du contraire, les topolo-
gies seront définies de maniere usuelle, a partir d'une famille d’ouverts
O, et les notions de fermés, voisinages, adhérence, seront les notions
classiquement définies a partir de cette topologie O.

Ceci motive la définition suivante.
Définition 5.2. Soient X, Y deux espaces topologiques, soit f : X —

Y une application, et soit a € X. On dit que f est continue en a si pour
tout voisinage de f(a), il existe un voisinage W de a tel que f(W) C V.

On dit que f est continue si elle est continue en tout point de X.
Remarque 5.3. La définition de la continuité en a sera reformule aussi

de la facon suivante : f est continue en a si pour tout voisinage de V'
de f(a), f~1(V) est un voisinage de a.

En effet, si cette derniere propriété est vérifiée, alors pour tout voisi-
nage V de f(a), W = f~1(V) est un voisinage de a et on a f(W) =
fifHv)) cv.

Inversement, supposons que f soit continue en a, et soit V' un voisinage
de f(a). Par hypothese, il existe un voisinage W de a tel que f(W) C V.
Autrement dit, W C f~1(V). Mais W étant un voisinage de a, f~(V)
aussi.

On a alors le théoreme suivant.

Théoreme 5.4. Soient X,Y deux espaces topologiques, soit f : X —
Y une application, et soit a € X.

Les propriétés suivantes sont équivalentes :

1) f est continue;

2) pour tout owvert U de Y, f~1(U) est un ouvert de X ;

3) pour tout fermé F de Y, f71(F) est un fermé de X ;
)

(
(
(
(4) pour tout A C X, f(A) C f(A).
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Démonstration.

(1) = (2) Supposons f continue, et soit U un ouvert de Y. Si U est
disjoint de f(X), alors f~!(U) est vide, donc ouvert. Sinon, il existe
au moins un point a € X tel que f(a) € U. Comme U est ouvert, en
particulier, U est un voisinage de f(a). Par conséquent, f~'(U) est un
voisinage de a. Soit z € f~1(U). Alors f(z) € f(f~1(U)) C U. Ainsi,
U est aussi un voisinage de f(z), et donc f~1(U) est un voisinage de
x. On a donc montré que f~1(U) est voisinage de chacun de ses points,
donc est ouvert par le lemme 2.5.

(2) = (3) 1l suffit de passer au complémentaire.

(3) = (1) Soit a € X, soit V un voisinage de f(a), et soit U un
ouvert contenant f(a) tel que U C V. Alors, Y \ U est un fermé ne
contenant pas f(a), et par suite f~H (Y \U) = X \ f~1(U) est un fermé
ne contenant pas a. Par conséquent, f _I(U ) est un ouvert contenant a.
Comme f~1(U) C f~1(V), on en déduit que f~1(V) est un voisinage
de a. Ainsi, f est continue en a.

On a donc montré I’équivalence des trois premieres propriétés. Nous
allons maintenant montrer ’équivalence entre (3) et (4).

(3) = (4) Soit A C X. Alors f(A) est un fermé de Y, donc f~ (fL))

est un fermé de Y. Or, on a f(A) C f(A), et donc A C f~1(f(A)).
Comme f~1(f(A)) est fermé, on en déduit A C f~1(f(A)), soit f(A) C
f(A).

(4) = (3) Soit F un fermé, et soit A = f~'(F). On doit démontrer
que A = A. Par hypothese, f(4) C f(A) = f(f'(F)). Or f(f~}(F))
est contenu dans F, qu1 est fermé, et donc f(f~1(F)) C F. Mais alors
f(A) C F, soit AC f~Y(F) = A. Donc A= A, et A est fermé. O

Grace aux résultats des paragraphes précédents, on peut donc définir la
continuité d’une application f : X — Y de diverses manieres, toutes
équivalentes :

(1) si les topologies sur X et Y sont définies par des ouverts, f est
continue si I'image réciproque de tout ouvert est un ouvert ;

(2) si les topologies sur X et Y sont définies par des topologies de
fermés, f est continue si 'image réciproque de tout fermé est
un fermé ;

(3) si les topologies sur X et Y sont définies par des topologies de
voisinages, f est continue si pour tout a € X, 'image réciproque
d’un voisinage de f(a) est un voisinage de a;

(4) si les topologies sur X et Y sont définies par des opérateurs de
cloture €lx et €ly , [ est continue si pour tout A C X, on a

f(€lx(A)) CEly(f(A));
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(5) si les topologies sur X et Y sont définies par des relations de
proximité dx et dy , f est continue si pour tout x € X et tout
ACX,onazxdxA= f(x) oy f(A).

Tout ceci est parfaitement clair, vu toutes les correspondances établies
précédemment. La derniere interprétation est peut-étre la plus natu-
relle : f est continue si pour tout A C X, si x est proche de A, alors
f(z) est proche de f(A) (une fonction continue ne peut pas faire de
sauts). C’est particulierement flagrant lorsque A = {a}.

Exercice. Soient X, Y deux ensembles, et soit f : X — Y une appli-
cation.

1. Soit Oy une topologie sur Y. Montrer que Ox = f~1(Oy) est une
topologie sur X, et que c’est la plus petite topologie qui rende f conti-
nue.

2. Donner la topologie de fermés, la topologie de voisinages, I’opérateur
de cloture et la relation de proximité sur X en fonction de celles sur Y.
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