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Man gefallt sich selten in Dingen,
die man so inne hat und tbersieht,
wie etwa das Einmaleins.
(LICHTENBERG)

Vorwort

Die vorliegende Schrift ist als Beitrag zur Geschichte der Rechenwerk-
zeuge angelegt. Das Ziel, welches wir bei der Erarbeitung verfolgten, ist
doppelter Natur, Zum einen wurde angestrebt, der zwar halbwegs bekann-
ten, aber weit unterschatzten Multipliziertafel jene Aufmerksamkeit zu-
kommen zu lassen, die ihrer Bedeutung in der Geschichte der Rechen-
hilfsmittel entspricht, zum anderen sollte gezeigt werden, daf es nicht nur
eine chronologisch ordenbare Aufeinanderfolge von Erfindungen im Sinne
eines nicht n&her definierten Fortschritts gibt, wie dies in neueren Publika-
tionen haufig herausgestellt wird. Wir werden den Nachweis erbringen, dal}
parallel zu den technischen Neuerungen die einfachsten Rechenhilfen wei-
ter verwendet, ausgebaut und zu Geréten umgestaltet wurden. Die Ab-
handlung wendet sich nicht nur an Interessierte der Mathematikgeschichte,
sondern gleichermafen an jene Sammler, die sich neben den Museen um
die Erhaltung unseres technisch-mathematischen Kulturgutes bemuhen.

Mein Dank gilt dem Braunschweigischen Landesmuseum fiir Geschichte
und Volkstum und besonders dem Betreuer der Rechenmaschinensamm-
lung, Herrn Rolf PALAND, fir seine groRzligige Unterstiitzung bei der
Auswertung historischer Rechenbiicher und Geratebeschreibungen. Des
weiteren danke ich der Bayerischen Staatsbibliothek Miinchen fir die Er-
laubnis zur Veroffentlichung der Abbildungen sowie fiir die bereitwillige
Hilfe bei der Beschaffung der Biicher und Aufsatze. Um Ergénzungsvor-
schlége und weitere Hinweise zum behandelten Thema wird gebeten.

Stephan Weiss, Mai 1984
http://www.mechrech.de
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Wilt du im Rechnen fertig seyn,

so lerne wohl das Ein mahl Ein;

kein Rechnen fugt dir, wie es soll,

Du konnst das Ein mahl Ein dann wohl.
(JOHANN HEMELING:

Neu vermehrter vollkommener
Rechenmeister. Leipzig 1753)

Einleitung

Alle Hilfsmittel fir das Rechnen mit Zahlen sind in der Absicht konzipiert,
den Aufwand an geistiger Arbeit zu verringern und gleichzeitig die Sicher-
heit der Ergebnisse zu erh6hen. Zu den &ltesten Rechenhilfsmitteln in die-
sem Sinne mussen alle Aufstellungen bereits durchgefiihrter Rechnungen
in Tafel- oder Tabellenform gezahlt werden. Der Benutzer einer derartigen
Tafel hat lediglich die seinem Problem entsprechende Zahlenkombination
aufzusuchen, um das gesuchte Ergebnis unmittelbar zu erhalten. Die
Rechenverfahren, die der Aufstellung zugrunde liegen, missen dabei nicht
nachvollzogen werden; sie brauchen nicht einmal gel&ufig zu sein. Die ein-
fache Kenntnis der rezeptartigen Handhabung gentgt.

Gegenstand der vorliegenden Arbeit sind Zahlentafeln, die flr die Grund-
rechenart Multiplikation eingerichtet sind. In der Auswahl beschrénkten
wir uns auf Multipliziertafeln und -gerate mit zwei Eingangen zu Zwecken
des allgemeinen Rechnens. Tafeln fur besondere Anwendungen, wie z.B.
Zahlentafeln der Technik bleiben ausgeklammert. Von Multiplizier- oder
Produktentafeln sind zahlreiche Varianten im Aufbau und im Umfang
uberliefert. Bei Durchsicht der Literatur und unter Beriicksichtigung der
obigen Einschrankung bietet sich folgende Gruppierung an:

e einfache Einmaleinstafeln

o erweiterte Produktentafeln

e Multipliziertafeln in Rechengeraten.
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Die Gliederung der Arbeit folgt dieser Einteilung®. Auf Zusammenhéange
zwischen dem Stand der Rechenkunst eines Zeitabschnittes mit ihrer all-
gemeinen Verbreitung und entsprechenden Entwicklungen von Rechen-
hilfen gehen wir nicht ein. Ebensowenig folgen wir dem Trend, das soziale
und wirtschaftliche Umfeld als unerlailiche Perspektive mit einzubeziehen.
Die ausgewahlten Beispiele und Funktionsbeschreibungen halten wir fir
charakteristisch genug, um ein allgemein gultiges Bild der Situation daraus
zu gewinnen. Die Erstellung eines Index war nicht beabsichtigt. Interes-
sierte des mathematikhistorischen Hintergrundes und der Geschichte ande-
rer, hier nicht beriicksichtigter mathematischer Zahlentafeln verweisen wir
auf die Veroffentlichungen im Literaturverzeichnis.

! Das Kapitel tber Multipliziertafeln in Rechengeraten wurde in diese Ausgabe nicht
mit Gbernommen.
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. Erklarung der Begriffe und Bezeichnungen

A. Die zwei miteinander zu multiplizierenden Zahlen werden Multiplikand
und Multiplikator oder die beiden Faktoren genannt. Unter dem Produkt
versteht man nicht nur den errechneten Zahlenwert, sondern auch die ge-
stellte Multiplikationsaufgabe.

B. Das kommutative Gesetz, auch Vertauschungsgesetz genannt, besagt,
dal’ das Ergebnis der Multiplikation von der Reihenfolge der Faktoren un-
abhéangig ist, d.h., es gilt

Faktor a x Faktor b = Faktor b x Faktor a.

Aus diesem Grund erscheint es uns zweckmalig, nicht von Multiplikand
und Multiplikator, sondern allein in vertauschbarer Reihenfolge vom ersten
und zweiten Faktor das Produktes zu sprechen.

C. Bei der Division werden die zu teilende Zahl der Dividend; die Zahl,
durch die geteilt wird, der Divisor und das Ergebnis der Quotient genannt.
In anderer Schreibweise

Dividend : Divisor = Quotient.

D. Bei einer Addition heif3en die zu addierenden Zahlen die Summanden,
das Ergebnis Summe.

E.l. Zahlentafeln sind aus Zahlenreihen oder -kolonnen aufgebaut. Die
waagerechte Anordnung wird Zeile, die senkrechte Anordnung Spalte ge-
nannt.

E.2. In Zahlentafeln sind nach einem zweckmél3ig gewahlten Schema
Zahlen angeordnet, die zueinander in einer Beziehung stehen. Die vorge-
gebenen Zahlen, mit denen in die Tafel eingegangen wird, werden Ein-
gangszahlen oder Argumente, das gesuchte Ergebnis der Tafelwert, bzw.
wenn es sich um eine tabellierte mathematische Funktion handelt, auch der
Funktionswert genannt.

E.3. Der Bereich, innerhalb dessen die Eingangszahlen gewahlt werden
konnen, heil3t der Wertebereich der Eingénge. Er ist durch seine Ober-
grenze und seine Untergrenze sowie durch die Stufung der Eingangszahlen
charakterisiert. Unter der Stufung versteht man die Differenz zweier auf-
einanderfolgender Eingangszahlen.

E.4. Die Anzahl der Eingange einer Zahlentafel bestimmt sich daraus, wie-
viele voneinander unabhéangige Eingangszahlen zur Ermittlung des Tafel-
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wertes erforderlich sind. Einmaleins- oder Produktentafeln bzw. -tabellen
enthalten die Zahlenwerte der Produkte zweier Faktoren. Da in der Tafel
die Faktoren unabhangig voneinander innerhalb ihrer Wertebereiche frei
gewdhlt werden konnen, besitzt die Tafel zwei Eingange. Nur einen Ein-
gang haben Produktentafeln, bei denen als Sonderfall ein Faktor einen kon-
stanten Wert besitzt oder beide Faktoren gleich grol} sind, wie dies z.B. bei
den Tafeln der Quadratzahlen der Fall ist.

E.5. In Zusammenstellungen von mehreren Produktentabellen mit einem
Eingang steht oftmals der konstante Faktor als sog. Kopfzahl ber der je-
weiligen Tabelle.

2. Einmaleinstafeln und -tabellen

Man darf davon ausgehen, dal} friihe Einmaleins-Zusammenstellungen in
der Antike und im europaischen Mittelalter bis 9x9 bzw. 10x10 reichten
oder diese Grenze nur soweit Uberschritten, dal? Abkirzungen in der Nota-
tion der Zahlen oder in deren Anordnung nicht erforderlich waren. Zahlen-
anordnungen mit so einfacher Charakteristik fassen wir in Anlehnung an
den allgemeinen Sprachgebrauch unter dem Oberbegriff Einmaleins zu-
sammen. Damit soll eine Abgrenzung zu den umfangreichen Multiplizier-
tafeln gezogen werden, denen spezifische Besonderheiten in ihrem Aufbau
oder in ihrer Anwendung zu eigen sind und deren Beschreibung aus diesem
Grund gesonderten Abschnitten (3. und 4.) vorbehalten bleiben.

2.1. Darstellungen des Einmaleins in der Antike

Obgleich schriftliche Dokumente der Antike belegen, dal} das Einmaleins
sowohl den Griechen als auch den Romern bekannt war, sind Quellen Gber
die Formen ihrer Einmaleins-Darstellungen beraus spéarlich. Der In Abb.1
wiedergegebene Anfang einer Einmaleins-Tabelle wurde auf einer Wachs-
tafel gefunden.
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Abb.1:

Anfang eines tabellarisch geordneten Einmaleins in griechischen
Buchstabenziffern; in Klammern die moderne Schreibweise.

Ihre Entstehung laRt sich in etwa auf die Zeit um Christi Geburt datieren
[103]. Die Zahlen sind in griechischen Buchstabenziffern geschrieben,
Multiplikations- und Gleichheitszeichen fehlen. Weitere Beschriftungen
der Tafel weisen auf einen Schiiler als Besitzer hin. Die Tafel gilt als Be-

weis dafur, daR das Einmaleins gelehrt, getibt und folglich auch angewandt
worden sein muf.

NIKOMACHOS von GERASA (um 100 n. Chr.) wéhlte in seiner Schrift
Introductionis arithmeticae libri duo’ die quadratische Darstellung des
Einmaleins bis 10 x 10. In dieser Anordnung, flr die wir spater noch wei-
tere Beispiele kennenlernen werden, stehen die einhundert Produktzahlen
in einem Quadrat aus zehn Zeilen und zehn Spalten. Die Tafel bei NIKO-
MACHOS diente jedoch nicht zum Einliben des Einmaleins, sie war viel-
mehr als eine Aufstellung von Zahlenreihen bestimmter VVerhaltnisse zur
Erlauterung theoretischer Betrachtungen gedacht ([13], 4. Aufl.).

Durch die weite Verbreitung das Werkes von NIKOMACHQOS gefoérdert,
tritt das Einmaleins zunéchst vereinzelt, dann immer haufiger in mathe-
matischen Werken und deren Abschriften aus dem ersten Jahrtausend auf,
bis es schliefl§lich zum festen Bestandteil nahezu aller Handschriften und
Lehrblcher des Mittelalters und der Neuzeit wird.

2"Zwei Bucher tber die Einfihrung in die Arithmetik".
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2.2. Formen der Einmaleins-Darstellungen

Die folgenden Beschreibungen von Einmaleins-Zusammenstellungen wei-
chen von der chronologischen Reihung ihres Auftretens ab. Als Kriterium
der Auswahl dienen nur die Form und die Ausgestaltung.

Die gebrauchlichsten Anordnungen von Produktzahlen lassen sich in drei

Gruppen einteilen:

e die quadratische oder rechteckige Anordnung

e die dreieckige Anordnung

e die tabellarische Anordnung oder Listenform

2.2.1. Die quadratische oder rechteckige Anordnung

Bei der quadratischen oder rechteckigen Form der Einmaleinstafel wird ein
Quadrat bzw. Rechteck in waagerechte Zeilen und senkrechte Spalten
unterteilt. Die beiden Produktfaktoren stehen in aufsteigender Folge in der
linken Randspalte und in der obersten Zeile. Entsprechend unserer Lese-
richtung von links nach rechts und von oben nach unten beginnen beide mit
dem kleinsten Faktor in der linken oberen Ecke. Sind gleichviele erste und
zweite Faktoren vorhanden, entsteht eine quadratische Tafel.

Eine quadratische Anordnung bis 10 x 10 mit romischen Zahlzeichen stellt
Abb. 2 dar.
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Abb. 2:
Einmaleinstafel in einer Klosterhandschrift

des 11. Jahrhunderts
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Auf der Tafel in Abb. 3 reichen die Produkte bis 9 x 9. Um das Produkt
zweier Faktoren zu bestimmen wird ein Faktor in der oberen Zeile und der
zweite in der linken Randspalte aufgesucht. Vom Faktor in der oberen
Zeile nach unten und vom Faktor in der linken Spalte nach links gehend
findet sich das gesuchte Produkt im Schnittpunkt der zwei ausgewahlten

Zahlenreihen.

\ I I
1_11‘3,!‘1 clalgq o N .
~ 216 8 e iv2itgl 168 Tt wwe. Fu goiipd v cvedl g W
316 |9 hity 48 |2iaglag : i .
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4 ol 2017x 50/3 3o g v b

1213 2030302, 98 Mg
‘ ey EATY

Abb. 3:
Einmaleinstafel in einer Klosterhandschrift des 15. Jahrhunderts.

Ein besonderes Kennzeichen der Anordnung von Produktzahlen in einem
Quadrat ist das Auftreten der Quadratzahlen (I x I, 2 x 2 usw.) entlang einer
der Diagonalen. Da das Vertauschen der Eingénge in die Tafel zum glei-
chen Ergebnis fuhrt, sind alle Produktzahlen mit Ausnahme der Quadrate in

der Tafel doppelt enthalten.®

® Multipliziertafeln, die ein Vertauschen der Eingangszahlen erlauben, nennt man

vollstandig [55].
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Eine ungleiche Anzahl von Produktfaktoren in der Tafel fuhrt zur recht-
eckigen Anordnung, wie aus Abb.4 (fur Produkte bis 10 x 12) ersichtlich
Ist.

Aus der Uberschrift zu dieser Tafel geht hervor, unter welchem Namen
Einmaleins-Zusammenstellungen bekannt waren. Die Tafeln trugen vor-
wiegend die Bezeichnung tabula (Tafel), seltener mensa (Tisch, Verkleine-
rungsform mensula) pythagorae oder pythagorica oder inhaltsgleiche Be-
zeichnungen, da man den griechischen Philosophen PYTHAGORAS als
ihren Urheber ansah.

SCHOTT [38] gibt die Erklarung ,,tabula ... vocatur pythagorica ab
auctore Pythagora, ut putatur**.

KOBEL spricht in seinen Rechenbiichern von ,,der Pythagorisch Tisch
oder Tafel ... von dem Fiirsten Pythagora geordnet™ aber auch von der
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Abb. 4:
Tabula Pythagorica in FAULHABERS
Arithmetischem Tausendklinstler

% wie man annimmt, wird die Tafel die pythagoreische genannt nach ihrem Erfinder
Pythagoras®.

> Zitiert nach SMITH [12]

¢ Zitiert nach TROPFKE ([13], 1. Aufl.)
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WOLFF [48] nennt die quadratische Anordnung abacus pythagoricus, bei
VEGA [44] heif3t sie pythagorischer Rechentisch.

In den Lexika finden sich die Bezeichnungen abacus pythagoricus [151]
und tabula pythagorica [148], [149], bzw. table de pythagore ([146],
Ausg. 1780, Bd. 27).

Unter den Begriff tabula pythagorica fielen jedoch nicht nur quadratische
Multipliziertafeln, sondern auch andere Anordnungen (vgl. Abb.9 und 12)
oder Zahlenzusammenstellungen gleicher Form fiir die Rechenarten Addi-
tion, Subtraktion oder Division.

2.2.2. Die dreieckige Anordnung

Die dreieckige Einmaleinstafel ist von der quadratischen abgeleitet. DaR sie
dennoch alle Produkte der aufgefiihrten Faktoren enthalt, beruht auf einer
besonderen Eigenschaft der quadratischen Tafel. Wie bereits erwahnt, tre-
ten bei letzterer alle Produkte mit Ausnahme der Quadrate doppelt auf. Es
genligt daher zunachst, die quadratische Tafel entlang der Diagonalen mit
den Quadratzahlen zu teilen und nur eine Halfte einschlieRlich der von der
Diagonalen durchlaufenen Felder darzustellen (Abb. 5)"2.

Um aus diesem Teil des Quadrats wiederum ein vollwertiges Rechenhilfs-
mittel zu machen, bedarf es jedoch der Erganzung um die abgetrennte
Faktorenreihe. Diese wird entweder an einer Seite des Dreiecks ange-
schrieben, damit beide Faktorenreihen im rechten Winkel zueinander ste-
hen (Abb. 6), oder jede Zahlenreihe wird um den fehlenden Faktor erganzt
(in Abb. 7 oberhalb der Quadratzahlen).

Der Gebrauch der dreieckigen Tafel weicht von dem der quadratischen Ta-
fel insofern ab, als der Benutzer wissen muf3, in welcher Reihenfolge er mit
den Faktoren in die Tafel einzugehen hat. Andernfalls kommt der Schnitt-
punkt der zwei ausgewahlten Zahlenreihen auRerhalb der Tafel zu liegen.
Tritt dieser Fall ein, missen die Eingénge in die dreieckige Tafel vertauscht
werden.

"Die erste Zeile auf der Abbildung lautet vollstandig ,,Das erst ist eynn taffel geformiret
auff den triangel gezogen aul hebreischer zungen oder iudischer ...““. WIDMANN
meint damit, die dreieckige Tafel sei hebraischen Ursprungs.

8 Eine Multipliziertafel, in der jedes Produkt nur einmal auftritt, hei3t abgekiirzt [55].



Die Multipliziertafeln

desogen of hebreifder sungen oder iudfber
glad als vilin (id) befdlieffen als die taffcl
im quabdrat/wclde dann die ander gefegr 1ft
alsdannbiebernady iethide an ir felbft form
Ferlidbenbefdreiben ift .

|1
1z4 B
31619

BB | 12)16)5:
{1 5z0z5[6

{6 1118z 4{30367

E835142h9B

e B T e P

|9 118713 €45I5416317=31] -
Fernvool mit fleif bas anmalein Sovore
it alle rednung gemcein
hz3lafs 671819
6 8 licliz]i4[1€:8]

152 ssogrmsl
18z 4303 642485 4|
17 14z 1283542 63
J,B_*jwzs!i €6 477 2|
9 [18273 645546378 1)

Abb. 5:
dreieckige und quadratische Anordnung bei WIDMANN.
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Abb. 6:

Anordnung des Kleinen Einmaleins in Dreieckform,
oben: bei GEMMA FRISIUS mit hervorgehobener
Kennzeichnung der Quadratzahlen,

unten: bei CIRUELO
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Abb. 7: dreieckige Einmaleinstafel in einer Handschrift des 13. Jahrhunderts

Aus dem bisher tber die dreieckige Tafel Gesagten wird der Aufbau der
Tafel in Abb. 8 verstandlich. Die Tafel ist in lateinischer Sprache und mit
romischen Zahlzeichen derart geschrieben, dal in jedem kleinen Rechteck
ein Faktor verbal, der andere und das Produkt in Zahlzeichen angegeben
werden. Der fur jede Spalte konstante Faktor ist durch ein Zahladverb aus-
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gedruckt. Bei dieser Schreibweise konnen eigene Zahlenreihen fir die
Faktoren entfallen.
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Abb. 8:
Einmaleinstafel in einer Klosterhandschrift des 12. Jahrhunderts
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In der Ubersetzung lautet der Anfang der Tafel in Abb.8 links oben

beginnend
einmal 1
1

zweimal 2
4

zweimal 3
6

zweimal 4
8

*kkkikk

zweimal 9
18

dreimal 3

dreimal 4
12

dreimal 9
27

9

viermal 4

viermal 9

*xxFxx  neunmal 9

81

Eine vergleichbare Zusammenfassung von Faktoren und Produkt verwen-
det BERNELINUS (um 1020 n. Chr.) in einer Lehrschrift tiber das Abakus-
rechnen®. Die Produkte gleicher Faktoren treten nicht auf:

semel I
I
semel Il
1l

*k*k *k*k
*k*k *k*k
*k*k *k*k

*k*k *k*k

*k%k

semel  VIIII

VI

bis
Il
bis
v
**k*k
*k*k

*k*k

bis

VI

VI

VI

*k*k

*k*k

XVIII

ter IV XII

terV XV

® Nach TROPFKE ([13] 2. Aufl.)

XX falaiad octies LXXII
Vi
XXIV

XXXV
|
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Eine der dreieckigen Anordnung dhnliche Form wahlte HEER [25],

(Abb. 9). Die Vielfachen der Zahlen 1 bis 10 sind nur bis zu den Quadraten
ausgefihrt und in horizontal parallelen Reihen untereinander symmetrisch
zur Mitte eingetragen. Verfolgt man in einer waagerechten Reihe die Viel-
fachen einer Zahl von links nach rechts bis zu ihrem Quadrat, so setzt sich
die Folge der Zahlen von dort aus nach schrég links unten bis zum Zehn-
fachen der Ausgangszahl fort. Die linke Seitenkante des Dreiecks enthalt
die ersten Faktoren, die Reihe der zweiten Faktoren fehlt. Eine Zahlen-
anordnung in dieser Form ist fir den h&ufigen Gebrauch nur bedingt ge-
eignet. Dennoch wurde sie, wie das Beispiel (Abb. 10) aus einem handge-
schriebenen Lehr- und Ubungsheft [18] zeigt, vereinzelt gewdhlt.

Abb. 9:
dreieckige Einmaleinstafel bei HEER
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Abb. 10:

Einmaleins in einem Kollegheft, vermutl.
17. Jahrhundert

2.2.3. Die tabellarische oder Listenform

In quadratischen und dreieckigen Einmaleinstafeln bestimmt die Position
der Faktoren die Anordnung der Produktzahlen. Bei Verzicht auf die Zwei-
dimensionalitat der Zusammenstellung ist eine weitere Anordnung mog-
lich: die tabellarische oder Listenform. Diese Anordnung ist jedoch nur
unter der VVoraussetzung realisierbar, daR die eindeutige Zugehdrigkeit je-
der Produktzahl zu ihren Faktoren erkennbar bleibt. Das tabellarische Ein-
maleins wurde daher als eine, nach der GroRe der Faktoren geordnete Ab-
folge ausgeschriebener und berechneter Multiplikationsaufgaben darge-
stellt.

Eine solche Einmaleinstabelle findet sich z.B. in einem Rechenbuch von
Adam RIES [38], (Abb. 11). Die Tabelle enthalt untereinander und geord-
net nach dem ersten konstant gehaltenen Faktor alle Produkte
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mxn fir m=1,2,....,.9 und n=m, ..., 9.

Rechenbiichiin
mal ift mal ift mal  ift

1 1 12 8 16|5 § 25
1 2 al2 5] ISLF 6 30
I
B mw iy
1 5 s 4 3y 9 45
I 1
_i; 6 Iﬂiﬁ 6 36
- 7 713 7 2116 7 42
1 8 8|lg 8 24}5 8 48
2 o g s s 5
2 2 4lq 4 .ir:',J;': g‘;ﬁ;
2 3 6|4 5 20|7 9 6
2 4 8|4 6 24/
2 5§ 1014 7 28|83 B 64
2 G 11] 8 ;2]8 9 72
2 7 44 9 36)p 9 &
Abb. 11:

tabellarisches Einmaleins bei RIES

Eine Verkirzung der Tabelle wird dadurch erreicht, dal? jeder zweite Fak-
tor gleich dem ersten oder groRer als dieser ist. Produkte, die entsprechend
ihrer Reihenfolge der Faktoren in der Tabelle nicht enthalten sind, werden
durch Anwendung des Vertauschungsgesetzes gefunden.

Der prinzipiell gleichen Anordnung wie bei RIES hat sich ein unbekannter
Rechner bedient, als er einem Buch mit Winkelfunktionswerten aus dem
Jahr 1639 ein handgeschriebenes Einmaleins beifiigte (Abb. 12). Eine
Klammer umfaft alle Produkte mit konstantem ersten Faktor, welcher nur
einmal neben der Klammer aufgefthrt wird. Auf die Benennung der Ta-
belle als tabula pythagora wurde bereits hingewiesen.
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Abb. 12:
handschriftliche Einmaleinstabelle

Eine weitere Variante der Einmaleinstabelle stellt Abb. 13 vor. Die Tabelle
ist einem Rechenbuch von TAGLIENTE [43] enthommen. Da die Quadrat-
zahlen gesondert aufgelistet sind (Tabelle links oben), beginnen die Pro-
dukte

m x n, geordnet nach dem ersten konstanten Faktor

m=2,3,..,9 mt n=m+1,.,10

und sind um das Produkt 10 x 10 erganzt.
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Abb. 13:

Einmaleinstabelle bei TAGLIENTE.

Als kulturgeschichtlich besonders interessantes Zeugnis bringen wir in
Abb. 14 eine Einmaleinstabelle aus einer Klosterhandschrift des friihen 11.
Jahrhunderts. Die Formulierung der Multiplikationsaufgaben und ihre
LAsungen sind in lateinischer Sprache und mit romischen Zahlzeichen voll
ausgeschrieben. Um die Produkte leichter zu finden, hat der Schreiber alle
Zeilen an ihrem Anfang mit apices markiert, einer Form westarabischer
Ziffern, die bei uns keine Verbreitung fand. Jeder apex ist lediglich ein
Hinweis auf den zweiten Faktor des Produktes und dient ausschlielRlich zur
leichteren Orientierung.
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Abb.14:
Einmaleinstabelle in einer Klosterhandschrift um 1060

Die erste Zeile links oben lautet:
1 semel unus unus est et unus digitus
(einmal eins eins ist oder ein Einer)

und die letzte Zeile rechts unten:
9 novies novem LXXXI octo articuli et 11 digiti
(neunmal neun 81 acht Zehner und 2 Einer)*°

AT
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T qgnhc . duo dr & 1. un amasl’z, { WM__gull.rnl 1. 1T o111 slq‘ .
‘L“’ﬁ""” v- A:q-rr.- 1 un ameul? 8 Umcrﬂcwm Lron! viare . d.:g
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1 Der Fehler in der letzten Zeile (81 sind 8 Zehner und 2 Einer) ist nicht der einzige in

dieser Tabelle.
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In Kurzform geschrieben hat die Tabelle folgenden Aufbau:

1 |IxI=1 9 |3x9=27
2 |1x2=2 4 4x4=16
3 [1x3=3 5 14x5=20
4 |1x4=4 6 |4x6=24
5 [1x5=5 7 |4Xx7=28
6 [1Xx6=6 8 |4x8=32
7 |1x7=7 9 14x9=236
8 [1x8= 5 |5x5=25
9 [1x9=9 6 |5x6=30
2 |2x2=4 7 |5x7=35
3 [2x3=6 8 |5x8=40
4 |2x4=8 9 |5x9=45
5 12x5=10 6 |6X6=236
6 [2X6=12 7 |6X7=42
7 [2x7=14 8 |6x8=48
8 [2x8=16 9 |16x9=54
9 |2x9=18 7 |7Tx7=49
3 [3x3=9 8 |7x8=56
4 |3x4=12 9 |7x9=63
5 |3x5=15 8 |8x8=064
6 [3x6=18 9 |18x9=72
7 [3x7=21 9 19x9=81
8 |[3x8=24

Die Bezeichnung der Zehner als articuli (Knéchelzahlen) und der Einer als
digiti (Fingerzahlen) sind spezielle Begriffe des Abakusrechnens, die sich

von den Fingerzahlen herleiten [9].

2.3. Das Einmaleins in Rechenlehrbiichern

Einige der obigen Einmaleinsdarstellungen sind Rechenlehrbiichern ent-
nommen, die das Rechnen auf dem Brett oder mit arabischen Zahlzeichen
dem Volk zuganglich und bekannt machen sollten. Sie sind aus den Erfah-
rungen der Autoren beim Unterricht entstanden. Der Kreis der zu Unter-
richtenden war tberwiegend das Lesens und Schreibens unkundig oder be-
herrschte nur das Rechenbrett, bei dessen Gebrauch die Kenntnis des Ein-
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maleins nicht unbedingt erforderlich war. Wir kdnnen daher die Verfasser
von Rechenlehrbiichern gut verstehen, wenn sie ihren Einmaleinstafeln
oder -tabellen stets eine Ermahnung zum Auswendiglernen voraus-
schickten. Die nachfolgenden Zitate verdeutlichen dieses Anliegen.

Bei HEER [25] steht:
"Lerns Ein mal eins wol auBwendig / So wirst zum Rechnen verstendig"

und RIES [36] sagt:
"unnd du muBt fur allen dingen das Einmal eins wol wissen / und
aullwendig lernen / wie hie".

JACOB von COBURG [27] halt die von ihm gegebenen Rechenregeln nur
fur sinnvoll, wenn das Einmaleins auswendig beherrscht wird:

"Aber zu vollfihren dies Speciem / magstu das Ein mal eins bif} auff 9 mal
9 nicht entberen/und ob ich dir gleich hie etliche Regeln verschriebe / wie
man rechnen sol ein jede Zal im Ein mal eins / ist solches doch nichts dann
lauter flickwerck / und hei3t mehr vom Weg gangen / dann darauff blieben
/ darumb thustu am besten / so du das Ein mal eins au nachfolgender
Taffel lehrnest".

In dhnlichem Sinn schreibt STRUBI [42] zu seiner Einmaleinstabelle:

"Wer nun diese Species lernen will / mul3 zuvor das Ein mal Ein wol und
fertig auBwendig kénnen (dann ohn dasselbig ist diese species zu lehrnen
unmoeglich).

Und ob ich dir gleich etliche Reglen flirschreibe / wie man jede Zahl im Ein
mal Ein / rechnen und finden solt / werde doch solches nichts anders / dann
lauter stimpelwerck: und hiesse mehr gehindert dann gefordert / ist
derhalben das best / so du das Ein mal Ein (welches nachst hernach folget)
auBwendig lehrnest".

THIERFELDER verstarkt seine Aussage™ durch eine (falsche) doppelte
Verneinung:

"Aber wer das ein mal eins nicht fertig lernet wird nimmermehr keinen
fertigen Rechner geben"

Bei WOLFF [47] schliellich lesen wir in einer Anmerkung zu seiner
Einmaleinstafel:

"Das Einmal Eins muf} man auswendig lernen, wann man im multipliciren
und dividiren hurtig fortkommen will. So lange man es aber noch nicht inne

1 Zitiert nach SMITH [12].
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hat muf3 es jederzeit, wenn man multipliciret oder dividiret, bey der Hand
seyn".

Dieser Anmerkung messen wir insofern Bedeutung zu, als aus ihr hervor-
geht, daB noch im Erscheinungsjahr des Buches 1722 die Einmaleinstafel
als Rechenhilfsmittel benutzt wurde.

Die angefiihrten Zitate lassen einen weiteren Zweck der Einmaleins-Dar-
stellungen erkennen: Die Tafeln dienten nicht nur als Rechenhilfsmittel; sie
waren gleichermal3en als VVorlage zum Erlernen des Einmaleins gedacht.

2.4. Erweiterte Einmaleinstafeln

In einem Positionssystem wird die Multiplikation mehrstelliger Zahlen auf
die Multiplikation einstelliger Zahlen zurlickgefuhrt. Der Verfahrensablauf
besteht darin, alle Ziffern beider Faktoren miteinander zu multiplizieren
und die so erhaltenen Teilprodukte stellenrichtig zu addieren. Wenngleich
das kleine Einmaleins alle Produkte der Einer eines Positionssystems um-
falt und fur Multiplikationen in diesem System gengt, besteht kein Grund,
es bei diesem Umfang zu belassen. Die geeignete Erweiterung des Werte-
bereichs der Produktfaktoren in Einmaleins-Zusammenstellungen tber die
Basiszahl des Zahlensystems hinaus verringert die Anzahl der notwendigen
Teilprodukte und damit den Rechenaufwand. Die Multipliziertafeln in
Abb. 15 lassen einen ersten Schritt in diese Richtung erkennen. Sie sind
einer Handschrift aus dem Kloster Tegernsee entnommen, die in die Zeit
um 1480 datiert wird. Uber den Verfasser ist nichts bekannt [29]. In einer
Tafel erstreckt sich der Wertebereich eines Faktors von 11 bis 19, zwei
Tafeln enthalten die Wertebereiche 10 bis 90 mit der Stufung 10.

Eine weitere Vereinfachung der Multiplikation zwei- und mehrstelliger
Faktoren 1aRt sich auf dem Wege der VergroRerung der Anzahl der Pro-
dukte erzielen. Der Vermehrung der Produktzahlen stehen zwei Hinder-
nisse entgegen:
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Abb. 15: 4 Multipliziertafeln aus einer Handschrift um 1460. Die
Produktzahlen sind in obigem Schema weggelassen. Am rechten
Rand der Tafel rechts unten steht:

.will du recht rechnen lernen die vier Tafel merck gar eben",

einmal der gréRere Platzbedarf'? und zum anderen die Abnahme der Uber-
sichtlichkeit und Handlichkeit. Bei zunehmender VergréRerung des Werte-
bereichs der Eingangszahlen erreichen quadratische bzw. rechteckige
ebenso wie dreieckige Einmaleinstafeln auf Grund der zwangsléaufigen
Ausdehnung nach Lange und Breite bald Dimensionen, die fur ein Rechen-
hilfsmittel zu unhandlich sind.

2 Dal vor allem der Platzbedarf eine Grenze setzt, verdeutlicht eine Einmaleinstafel aus
dem 15. Jahrhundert. Die Tafel ist einem Manuskript von PROSDOCIMO DE'
BELDOMANDI mit dem Titel Canon in quo docetur modus componendi et operandi
tabulam quandam (,,Abhandlung, in der die Art das Zusammenstellens und des
Arbeitens mit einer gewissen Tafel gelehrt wird”) beigefligt. Das Manuskript wurde im
Jahre 1409 in Padua vollendet. Die Beschrankung der Produkte auf 1 x 1 bis 22 x 22 in
dieser quadratischen Einmaleinstafel ist nach CANTOR ([2], 2. Bd., 2. Aufl.) allein auf
die GroRe des Papierblattes zurtickzufihren.
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Die grofRte, uns bekannte quadratische Einmaleinstafal ist der Schnell-
rechner DRGM 318 793 [63]**. Bei diesem Rechenhilfsmittel handelt es
sich um ein Faltblatt im Format 54 x 54 cm, das in quadratischer Anord-
nung auf einer Seite die Produkte (2...100) x (1...50),

auf der Rickseite die Produkte (2...100) x (51...100) enthélt.

Wegen seiner Grolie und des notwendigerweise kleinen Druckes der Zif-
fern ist diese Tafel fir den stdndigen Gebrauch wenig geeignet.

Eine erweiterte dreieckige Einmaleinstafel fir Produkte von 11 x 11 bis
99 x 99 soll nach GLAISHER [6] das Tabellenwerk von LESLIE [84]
enthalten. Uber die Abmessungen dieser Tafel auf einem Faltblatt werden
keine Angaben gemacht.

Eine erweiterte dreieckige Einmaleinstafel ist auch dem Rechenhilfsbuch
Multiplex [100] beigefugt. Sie enthélt die Produkte von 12 x 12 bis

99 x 99. Wir geben in Abb. 16 a, b und c die Tafel vollstandig wieder, um
zu zeigen, wie die dreieckige Anordnung der Produktzahlen auf vier recht-
eckige Tafeln und eine kleine dreieckige aufgeteilt wurde. Diese Abéande-
rung der Zusammenstellung, die keinen Gewinn an Ubersichtlichkeit
bringt, konnte nur zwei Griinde haben: erstens war es dadurch mdéglich, das
Blattformat beizubehalten, ohne ein Faltblatt einlegen zu miissen, und
zweitens verringerte sich der Platzbedarf fiir den leeren Teil einer drei-
eckigen Zahlenanordnung.

B Ein Exemplar wird unter der Inv.Nr. 24212/276 in der Rechenmaschinensammlung
des Braunschweigischen Landesmuseums flr Geschichte und Volkstum aufbewahrt.



Die Multipliziertafeln
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Der grissere Faktor (Multiplicand) steht immer in der lett pedruckien, Horizontalreibel

The greater factor (multiplicand) is placed alwavs on the big printed wozizontal linel

Le plus grand factenr (maltiplicande) se trouve wojours sur la hene borizontals, imprimée
en caractére pleinl

Abb. 16 a, b und c:

aus mehreren Teilen zusammengesetzte abgekirzte Einmaleinstafel
fur Produkte von 12 x 12 bis 99 x 99.
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2 Produkientafel.

Table of products. Tahle de produits.
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3. Produkientaiel.

Table of products.

Tahle de produits.
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2.5. Erweiterte Einmaleinstabellen

Grolere Mengen von Produktzahlen lassen sich, schon aus Griinden der
Handhabbarkeit, wesentlich leichter in tabellarischer Zusammenstellung als
in einer Tafel unterbringen.Die Listenform ist nahezu beliebig erweiterbar,
da die Anordnung der Produkte frei wahlbar bleibt und mehrere zusam-
mengehorige Tabellen erstellt werden kénnen. Daher ist es nicht verwun-
derlich, wenn ein erweitertes Einmaleins meist in Listenform niederge-
schrieben wurde und grolRe Tafeln die Ausnahme blieben.

Eine erweiterte, vermutlich auf alteren Quellen fuBende Multipliziertabelle
aus dem 5. Jahrhundert ist unter dem Namen calculus des VICTORIUS
(auch VICTORINUS) bekannt. Die Tabelle fuhrt Produkte aus ganzen
Zahlen in rémischer Schreibart und aus Briichen, die mit besonderen Zei-
chen notiert sind, auf. Nach der Wiedergabe bei FRIEDLEIN [72] enthalt
die Tabelle die 1- bis 50-fachen der Zahlen 1 bis 9 in Stufen von 1; der
Zahlen 10 bis 90 in Stufen von 10 und der Zahlen 100 bis 1000 in Stufen
von 100.

In der Stufung des einen Faktors durch Schritte von 1, 10 und 100 und in
der Begrenzung des anderen Faktors auf den Wertebereich 1 bis 50 sehen
wir ein Indiz dafir, daB die Tabelle auch dahin ausgerichtet war, die Ge-
winnung von Produkten groRerer Zahlen durch die Addition von Teilpro-
dukten zu erleichtern'®.

Italienische Schriften des 15. Jahrhunderts zur kaufmannischen Arithmetik
beschreiben ein Rechenverfahren, das sich auf den Gebrauch erweiterter
Einmaleinstabellen stiitzt. Bei der Vorstellung verschiedener Multiplizier-
verfahren mit arabischen Zahlzeichen sagt PACIOLI [34]:

,.el terco e detto multiplicare p colona ouer a tauoletta“®.

Andere Autoren verwenden dhnliche Bezeichnungen. Gemeint ist damit
ausdricklich die Zuhilfenahme von ausgearbeiteten Multipliziertabellen,
wie wir sie in &hnlicher Art als Produktentafeln aus spéterer Zeit noch
kennenlernen werden.

“In diesem Zusammenhang sei darauf verwiesen, da3 nach neuerer Auffassung das
Rechnen mit romischen Zahlzeichen durchaus nicht so umsténdlich gewesen sein soll
wie bisher angenommen [3].

> "die dritte (Methode) wird multiplizieren mit Kolonnen oder Tabellen genannt"
(zitiert nach SMITH [12])
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Die folgenden Wiedergaben sollen die Ausgestaltung derartiger Rechen-
hilfstafeln und -tabellen illustrieren. Abb. 17 zeigt den Ausschnitt einer
Tabelle in einem italienischen Manuskript tber kaufménnische Arithmetik
aus dem Jahre 1456 [41]. Verfasser und Titel sind nicht genannt. Aufge-
listet sind die Vielfachen der Primzahlen 41, 43 und 47.
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Teil einer Einmaleinstabelle in einer italienischen
Handschrift von 1456.
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Die beiden Tafeln in Abb. 18 sind dem Manuskript von BENEDETTO da
FIRENZE mit dem Titel

Inchomincia el trattato darisme / triche espelialmete quella pte / che e sotto
posta alla mercatatia / e comminciando alnome didio™

beigefligt. Die Handschrift enth&lt neben Rechenbeispielen auch Multipli-
ziertabellen, welche die Primzahlen unter 50 einschliel3en (in Abb.18 links
fir die Primzahlen 43 und 47), sowie Tabellen der Quadratzahlen (rechts

fir 11 x 11 bis 35 x 35). Die graphisch-ornamentale Ausschmiickung der
Tabellen entspricht dem Zeitgeschmack.
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Abb.18:
Einmaleinstabellen bei BENEDETTO da FIRENZE, 1460.

te Es beginnt die Abhandlung der Arithmetik, im besonderen jener Teil, der dem
Handel zugeordnet ist, beginnend im Namen Gottes“ (zitiert nach SMITH [41]).
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Der Algorismus von PIETRO PAOLO MUSCARELLO [33], eine Ab-
handlung tber praktische und kaufmannische Arithmetik, um 1478
entstanden, enth&lt Produkttabellen mxn flr

m=2,.,9 n=m+1,..,10

m = 10 n=10

m=11,..., 19 n=m+1,.,20

m =20 n=20

m=2,.., 10 n=11,..., 19, 23, 29, 31, 37,
41, 43, 47,53

m=11,..,, 19, 23, 29, 31, 37, n =100, 90,..., 20

41, 43, 47,53

sowie eine Tafel der Quadrate von 1x1 bis 101 x 101.

Beispielhaft fir den Umfang erweiterter Einmaleinstabellen ist das Buch
eines unbekannten Autors mit dem Titel Abacho novo [17]", gedruckt im
Jahre 1552 in Brescia. Neben den Zahlwortern fur die Zahlen 1 bis 500 (1)
und 1501 bis 1600 sowie einer kurzen Erklarung des dezimalen Stellen-
wertsystems enthalt die Schrift u.a.

die Quadrate n” fiir

n=1, ,100, 110, 120,..., 200, 300,...1000

sowie einzelne Tabellen der Produkte

mxn fir

m=2,..,10 n=m,..., 10

m=2,..,10 n=11,..., 40
Der Beginn dieses Abschnitts ist
in Abb. 19 wiedergegeben

m=11,...,19 n=m+1,..,20

m =20 n=20

m=1,...,10 n=10m

m=2,.,6 n =10m,..., 100 in Schritten

von 10

7 ,Neuer Abakus, den jedermann lernen kann, ohne daR es ihn jemand lehrt, sofern er
lesen kann, und fir Anfanger ....“.

Der Neue Abakus meint die Rechenkunst mit arabischen Zahlzeichen im allgemeinen
bzw. dieses Lehrbuch, nicht das Rechenbrett.
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/ia 111 Fa 22 2 Via 14 Fa 2B

1 53 3 14 =]

4 1 4l 4 4 55
5 1 55 5 4 70
& 11 =3 6 T4 a4
7 11 77 7 T4 a8
8 11 B8 B 14 112
=] 11 =1=) g T4 16
10 11 110 10 T4 140
2 Via 12 Fa 24 2 Via 15 Fa 30
3 12 A6 ] 15 45
I 12 48 4 15 80
5 12 60 5 15 75
& 12 7 & 15 90
7 12 Bi 7 1% 105
8 12 96 a8 15 120
g 12 108 9 15 135
10 12 120 10 15 150
2 Via 1353 Fa 26 2 Via 16 Fa 32
3 13 39 5 16 48
i 1% 52 g 16 B4
5 1% 65 5 16 B0
6 13 78 6 16 96
7 1% 91 7 16 112
B 13 104 a 16 128
9 13 117 9 16 A4y
10 13 150 10 16 160

Abb, 19:

Seite aus einem Rechenlehrbuch mit
Multipliziertabellen. Fehler in den Produktzahlen
sind mit tbernommen

Da dieses Buch, seinem VVorwort zufolge, auch dem Selbstunterricht dienen
soll, sind die aufgefiihrten Tabellen sowohl als Rechenhilfen als auch als
Ubungsunterlagen anzusehen. Obwohl die Aufteilung der Produkte auf
mehrere, unter sich ungeordnete Tabellen den Gebrauch erschwert, ist sie
dennoch als Anfang einer Entwicklung zu werten, die schlie3lich zu den
Produktentafeln grolRen Umfangs flhrte .
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. Produktentafeln

Der Nutzen einer erweiterten Einmaleinstafel steigt umso mehr, ja groRRer
der Wertebereich der Eingangszahlen angesetzt wird. Die Ergebnisse von
Multiplikationen oder Divisionen kdnnen damit direkt abgelesen bzw. aus
wenigen Zwischenschritten gewonnen werden. Erste Ansétze in dieser
Richtung sind bereits bei den oben erwahnten Hilfstabellen fir das kauf-
méannische Rechnen zu erkennen. Die konsequente Erweiterung der Werte-
bereiche flhrte zu den Produktentafeln, die, etwa ab dem 17. Jahrhundert,
mit der Abldsung des Rechenbretts durch das schriftliche Rechnen immer
h&ufiger erschienen.

Eine einheitliche Bezeichnung fiir Aufstellungen von Produkten, die tber
das Einmaleins weit hinausgehen, gibt es nicht. Sie wurden Produkten-,
Multiplizier- bzw. Multiplikationstafeln oder -tabellen genannt. Nimmt ein
Faktor nur die Werte 1 bis 9 an, ist auch der Name Vielfachentabelle ge-
bréuchlich. Oftmals laufen die in den Blichern enthaltenen in sich ge-
schlossenen Zusammenstellungen ebenso wie das ganze Werk unter dem
Begriff Tafel bzw. Tafeln. Wir verwenden alle Bezeichnungen undifferen-
ziert als Synonyma, da keine Gefahr einer Verwechslung mit den Einmal-
einstafeln oder -tabellen des vorhergehenden Abschnitts besteht.

Bedingt durch den Aufbau des Dezimalsystems liegt es nahe, die Wertebe-
reiche der Eingangszahlen nach unten durch 1 oder 2 und nach oben durch
die um 1 verminderten Zehnerpotenzen (9, 99, 999) zu begrenzen. VVon der
Stellenzahl der Faktoren hangt es dann ab, welche und wieviele Teilpro-
dukte bei der Multiplikation mehrstelliger Zahlen der Tafel entnommen
werden konnen, um derart durch stellenrichtige Addition das gesuchte Er-
gebnis zu erhalten.

Fur die Aufgabe 739 x 452 beinhaltet beispielsweise eine Vielfachentabelle
bis 9 x 999 die Teilprodukte 739 x 4, 739 x 5 und 739 x 2; aus einer Tafel
bis 999 x 999 kann das gesuchte Produkt direkt abgelesen werden. Nur
selten sind die Eingangszahlen nicht um die Differenz 1 gestuft'®. Wieviele
Teilprodukte dann fir eine Aufgabe nétig sind, hangt von den vorhandenen
Eingangszahlen ab.

Einer beliebigen VergroRerung der Wertebereiche stehen zwei Hindernisse
entgegen: zum einen wachst mit zunehmender VergréRerung die Unuber-

8 Vergl. hierzu die Beschreibung der Tafel von ERNST (Abschn. 3.4.2).
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sichtlichkeit und Unhandlichkeit, zum anderen erfordert die Erstellung ei-
nes solchen Werkes einen erheblichen Arbeitsaufwand. Wéhrend das
zweite Problem sich mit Flei und Ausdauer und unter geschickter
Nutzung der Gesetzmaéligkeiten in der Aufeinanderfolge der Zahlen behe-
ben 14Bt, erfordert die Wahrung der Ubersichtlichkeit und der Handlichkeit
besondere MaRnahmen™. Die folgenden Beispiele veranschaulichen, bis zu
welchen Obergranzen die Faktoren reichen und wie das Zahlenmaterial an-
geordnet wurde.

3.1. Produktentafeln bis zum Ende des 17. Jahrhunderts

Auf die alteste uns bekannte Produktentafel fur Produkte bis 100 x 1000
aus dem Jahre 1565 [90]%° kénnen wir nur verweisen, da wir kein Exemplar
dieses seltenen Werkes auffinden konnten. Wir bringen daher zwei Tafel-
werke aus dem 17. Jahrhundert.

3.1.1. Das Grol3e Ein mal Ein von MONTANUS

Bis 100 x 100 reichen** die von MONTANUS 1661 [89] herausgegebenen
tabulae progressionum vel tabula pythagorica extensa oder das Grofe Ein
mal Ein“%. In Abb. 20 ist eine Doppelseite dieses Werkes wiedergegeben.

9 Zu diesen MaBnahmen gehoren auch die im Laufe der Zeit aus der Erfahrung ge-
wonnenen Regeln flr die Auswahl der Typen, der Papierqualitat und die Aufteilung der
abgedruckten Zahlen. Derartige Regeln werden u.a. in The English Cyclop. [5] und
ausfihrlich bei SCHRUTKA [39] behandelt. Als Beispiel einer kritischen Stellung-
nahme zu einem Tabellenwerk nennen wir den Artikel von NEUGEBAUER [92].

20 Gedruckt auf Pergament; in Teilen bereits 1575 veroffentlicht (zitiert bei
SMITH [12]).

? Die Obergrenzen der Produktfaktoren werden mit den tatséchlichen Héchstwerten
bzw. deren Stellenzahlen (z.B. ,,999* ,,dreistellig™) oder aber als Zehnerpotenzen
angegeben. Die letztgenannte Kurzform wird auch dann benutzt, wenn sich die
Produktfaktoren, wie dies in den meisten Tafeln der Fall ist, nur bis 10" erstrecken. Bei
MONTANUS ist — eine seltene Ausnahme — tatsachlich eine Tabelle der Vielfachen
von 100 vorhanden.

22, Tafeln der Progressionen oder erweiterte pythagorische Tafel...”
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1 47 26 . 1170 §1 229f 76 3420 .
2 90 27 ¢ 13l §2 - 2340 1 ey 346F%
3 .. 13f 28 :'1260 §3 1 2387 78. 3710 °
4. 180 29 . 130§ 54 . 2430 79 ~375f
" 5 a3y 30~ 13§0 R X 1 24%¢ 8o 3600
6 _ 270 31 139§ §6 2520 gI 364§
7 31§ 32: 1440 T §7 = 2965 gz 3690 "
g 360 33 ".148¢% "~ §8 ..26710 83 373 ¢
9 - 40f 34 © 1530 19 2645 84 - 3780 -
., 10~ 450 8 1 60 - 2700° gy 3827
R 49§ 36 1620 61  274% 86 .. 3870 :
12§40 37 166y 627 2790 87+ 391f-" .
,13. 58§ 38, 1710 b 63 : 2837 | 887 3960
<14 - 630 39 175 . 64 - 2880 89 4007 -
, 15 - 67f 4o ~1800 T €5 : 290y 90~ 4049
% 16 720 41 1845% 66 .. 2970 91 . 409§ .
o ¥ w787 42 1§90 Foc G670 301y 92+ 4140
L 18 . 810 43 193§ | 68 3060 93 4185
o L o1 44 : 1980 . 69~ 310§ 94 ¢ 4230 -
. 20 ' 900, 45 202f ' mo:if 31f0 gt 429F
T T T Ll T T
3% 947 46 2070 o 71 .319f [ 96 4330
©.23°7 990 | 47 "a21ly. 4% 72 : 3240 oF - 4381"
23 103§ 48 2160 B, 73 - 328¢ 98_ 4410
24~ "1080 49 - 2207 Gl 74 33307 | 99754408
B R £ 3 R LRt L Y77 - 3378 ! 100 :il4f500
Abb. 20:
Doppelseite aus der Rechnens- und Messens-Practick von
MONTANUS.

Am oberen Rand jeder Seite steht in der Mitte als hervorgehobene Kopf-
zahl der fir diese Seite konstante erste Faktor. Er reicht von 2 bis 100, er-
ganzt um die Zahl 365 zu Berechnungen der Anzahl von Tagen mehrerer
Jahre. In vierspaltiger, tabellarischer Anordnung beinhalten je zwei neben-
einander liegende Seiten die zweiten Faktoren von 1 bis 100 und daneben-
stehend deren Produkte mit der Kopfzahl. Da sich die Anzahl der Faktoren
und der Produktzahlen in Grenzen hélt, fehlen platzsparende Zahlenan-
ordnungen oder Abkirzungen der Schreibweise. Auf die hier angewandte
Methode, alle Produkte auf Tabellen mit konstantem erstem Faktor zu ver-
teilen, stlitzen sich nahezu alle anderen Tafeln mit zwei Eingangen.

3.1.2. Die Tabulae Arithmeticae des HERWART von HOHENBURG

Die flr lange Zeit umfangreichste und im wortlichen Sinne grofite Produk-
tentafel erschien im Jahre 1610. Das Werk ist bei einer Blattgrofie von 52 x
27 cm 10,5 cm dick und enthélt auf 999 Seiten alle Produkte von 2 x 1 bis
1000 x 1000 [14], [77]. Ob der im Titel genannte HERWART von
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HOHENBURG auch der Bearbeiter war, ist unbekannt. Das Werk war,
soweit wir unterrichtet sind, ebenso wie die wenig spater erschienenen

Logarithmentafeln fir astronomisch-trigonometrische Berechnungen vor-
gesehen.

In Abb. 21 wird eine Abschrift der elften Seite mit allen Vielfachen von 12
vorgestellt.

0 [ 100 | 200 | 300 | 400 | 500 | 600 | 700 | 800 | 900
1 121121212412 | 3612|4812 [6012]7212[8412 | 9612 | 10812
o | o94|1924!|2421 3624|4824 ]|6024| 7224|8424 | 9624 | 10824
3 | 36l1236]2436 3636 | 4836|6036 | 7236|8436 | 9636 | 10836

4| 48|1248|2448| 3648|4848 | 6048 | 7248|5448 | 9648 [ 10848
D ) 3
6
Ki
8

6011260 | 2460 | 3660 | 4860 6060 | 7260 | 8460 | 9660 | 10860
7211272 | 2472 | 3672 | 4872|6072 | 7272|8472 | 9672 | 10872
8411234 | 2181|3684 | 4884 | 6084 | 7284 | 8484 | 9684 | 10884
a6 | 1206 | 2496 | 3696 | 4896|6096 | 7296 | 8496 | 9696 | 10896

10811308 | 2508 | 3708 | 4908 | 6108 | 7308 | 8508 | 9708 | 1000R
12011320 2520 | 8720 | 4920|6120 7320 | 8320| 9720 | 10920
13211332 | 2532 | 3782 | 4932 | 6132 | 7332 | 4a32| 9732 | 10932

9
10
11
12 | 1441344 2544|3744 EEGELEE 8544 | 9744 _19”44
__l_:___ it : : ;
i
o
=
99

1188 | 2388|3588 | 4788 | hO88 | 7185 | 8388 ﬂf}SSllﬂTSS | 11985
100 | 1200|2400} 3600 [ 4300 | 600N | 7200 | 8400 96“0!105{!“ 12000

Abb 21:

Abschrift einer Seite in den Tabulae Arithmeticae von
HERWART v. HOHENBURG mit Vielfachen von 12

Mit Ausnahme der linken Spalte, in der untereinander die Zahlen 1 bis 100
stehen, sind die Ubrigen zehn Spalten mit den Zahlen 0, 100 usw. bis 900
uberschrieben. Um das Produkt zweier Zahlen zu finden, muf3 zun&chst
diejenige Seite aufgeschlagen werden, die die Vielfachen des ersten Fak-
tors enthalt. Der zweite Faktor wird sodann gedanklich als Summe aus sei-
nem Hunderter und dem Rest aufgefalt (309 = 300 + 9). Das gesuchte
Produkt steht in der mit dem Hunderter des zweiten Faktors tiberschriebe-
nen Spalte auf Hohe des in der linken Spalte aufgefiihrten Restes. Als Ab-
lesebeispiel finden wir in Abb. 21 das 309-fache der Zahl 12 in der Spalte
300 und in der Zeile 9 als 3708.
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Wie unschwer zu erkennen, wird eine Verringerung der gedruckten Zahlen
dadurch erreicht, dal? die zweiten Faktoren von 1 bis 1000 in gekurzter
Schreibweise angegeben sind. Da die nebeneinander angeordneten Spalten
jeweils die 1- bis 100-fachen, 101- bis 200-fachen usw. des flr diese Seite
konstanten Faktors enthalten, sind die Hunderter und die Zehner- und Ei-
neranteile des zweiten Faktors nur einmal angegeben. Mit den Obergrenzen
1000 x 1000 blieb HOHENBURGs Werk fir lange Zeit die umfangreichste
Produktentafel; erst zwei Jahrhunderte spater wurde sie von anderen Tafeln
mit zwei gleich groRen Wertebereichen erreicht, niemals jedoch Ubertroffen
(s. Abschn. 3.3.).

3.2. Die Losung von Divisionsaufgaben mit Hilfe einer
Produktentafel

In Ergénzung zur Beschreibung von HOHENBURGSs Produktentafel mo-
gen zwei Beispiele demonstrieren, auf welche Weise Produktentafeln auch
flr Divisionsaufgaben zu gebrauchen sind. Ob und wie eine Divisionsauf-
gabe in Teilaufgaben geteilt werden mul3, h&ngt ebenso wie bei Multiplika-
tionen von den Wertebereichen der Faktoren in der zur Verfligung stehen-
den Tafel ab. Der Einfachheit halber beziehen wir uns auf den in Abb. 21
wiedergegebenen Tafelausschnitt.

Die erste Aufgabe lautet: 469732 - 12 = ?

Da die Vielfachen von 12 in dieser Tafel nur bis 12000 reichen, muR3 der
Dividend der ersten Teilaufgabe kleiner als 12000 sein. Der erste Losungs-
schritt besteht somit in der Division

4897 : 12.

Die Zahl 4897 ist in der Tafel nicht enthalten. Daher muR die nachst
kleinere Zahl (hier 4896) genommen werden, so dal} wir

4896 : 12 = 408 und daraus

4897 - 12 = 406 Rest 1 erhalten.

Mit dem Rest 1 von vorher und den restlichen Ziffern des Dividenden
lautet die zweite Teilaufgabe

132 - 12 = 11. Das Ergebnis kann ebenfalls der Tafel entnommen
werden. Aus den Ldsungen beider Teilaufgaben erhalten wir das Ergebnis
von 489732 : 12 als 40800 + 11 = 40811.
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Ubersteigt der Divisor die Zahl 999 (mehr als drei Stellen), dann miissen
seine Vielfachen aus Teilprodukten zusammengesetzt worden wie im

Beispiel:

186348078498 :

185415000
776743

154335

154335498

153690000
645498

235987 = 789654
789 x 235000
789 x 987

Summe

Rest

654 x 235000
654 x 987

Summe

Rest

Ein weiteres Verfahren, Produktentafeln zur Losung von Divisionsaufga-
ben zu verwenden, besteht darin, die Division a/b als Multiplikation

a x 1/b auszufuhren. Dazu ist allerdings eine Reziprokentafel erforderlich,
die fir jede Eingangszahl b deren Kehrwert 1/b angibt.

3.3. Produktentafeln des 18. und 19. Jahrhunderts

Ehe wir mit der Beschreibung der Produktentafeln fortfahren, bringen wir
eine Aufstellung der bekanntesten Tafeln des 18. und 19. Jahrhunderts.
Kleinere Tafeln, wie sie oftmals den Tafelwerken flir andere Zwecke beige-
flgt sind, werden ebenso wie Interpolationstafeln®, nicht angefiihrt.

% Interpolationstafeln, auch Tafeln der Proportionalteile genannt, erleichtern bei der
Arbeit mit Tabellen der logarithmischen und Winkelfunktionen die Berechnung von
Argumenten bzw. Funktionswerten, wenn diese zwischen zwei aufeinanderfolgenden
Tafelwerten liegen. Sie geben die 1, 2,..., (a - 1)-fachen der Zahl x/a an, wobei a den
Wert 10, 60 oder 100 besitzt und x die Differenz zweier aufeinanderfolgender Funk-
tionswerte darstellt. Sofern die Tafelwerte in Interpolationstafeln nicht gerundet sind,
kdnnen diese ebenfalls als Hilfsmittel zur Ausfihrung von Multiplikationen verwendet

werden.
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Vollstandigkeit in der Aufzéhlung der Tafeln sowie der Nennung ihrer

Auflagen war nicht beabsichtigt. Bei der Beschreibung jener Tafelwerke,

die uns nicht im Original vorlagen, haben wir uns folgender Quellen

bedient:

e der Artikel Tables in THE ENGLISH CYCLOPAEDIA [5]

e der Report on Mathematical Tables von GLAISHER u.a. [6]

e der Index of Mathematical Tables von FLETCHER u.a. [71]

e der Abschnitt Numerische Tafeln in der ENCYKLOPAEDIE D. MATH.
WISSENSCHAFTEN [4]

e die Angaben von BISCHOFF [120] sowie

e die Aufzahlung bei KASTNER [28].

Da das Anwachsen der Wertebereiche der Eingangszahlen fur uns das
entscheidende Kriterium ist, erfolgt die Auflistung nach der aufsteigenden
GroRe des kleineren Faktors.

10 x 100 (400) GRUSON (oder GRUSON), 1798 [75]
Nach BISCHOFF [120] enthalt das Werk die 1- bis 9-
fachen der Zahlen 2 bis 99 sowie der Primzahlen
zwischen 100 und 400, einschlieBlich der Summen
aus Produkten und konstanten Summanden.
(Eine weitergehende Beschreibung findet sich im
Anschluf? an diese Aufstellung).

10 x 1000 DODSON, 1747 [68]
Abb. 22 gibt die letzte Seite der Produktentafel fiir
Vielfache der Zahlen 951 bis 999 wieder.

10 x 1000 POHLMANN, 1813 (zitiert bei [5])

10 x 1052 MARTIN, 1801 [87]
Die Tafel enthalt die ersten 9 Vielfachen der Zahlen
101 bis 1052.

10 x 5000 LOHER, 1787 [85]

Die Beschréankung auf den Wert 4999 eines Faktors
macht es notwendig, groRere Faktoren in zwei
Summanden zu zerlegen.

10 x 5280 RILEY, 1775 [99]

10 x 10 000 ANONYM, 1775 [51]
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10 x 10 000

10 x 10 000

10 x 10 000

10 x 100 000

10 x 100 000

10 x 100 000

10 x 10 000 000

100 x 1000
100 x 1000

100 x 1000
(4000)

46

GRUSON, 1799 [74]
Erstes Heft; Uber das Erscheinen weiterer Hefte bis
100 000 ist uns nichts bekannt.

PICARTE, s.a. [96]

v. ESERSKY, 1874 [70]

Ein Anhang gestattet, den zweiten Faktor bis

1111 111 auszudehnen. Abb. 23 zeigt einen Aus-
schnitt der Tafel. Um welche Ausgabe es sich dabei
handelt, wer nicht festzustellen. Die Kiirzung der
Zahlen um ihre linken Ziffern dient allein der
besseren Ubersichtlichkeit.

BRETSCHNEIDER, 1841 [58]

LAUNDY, 1865 [82]

Bei den beiden letztgenannten Tafeln ist das gesuchte
Produkt nicht mehr unmittelbar abzulesen; es muf3 aus
zwei Zifferngruppen, die getrennten Tafeln zu ent-
nehmen sind, zusammengesetzt werden. Eingange fur
die beiden Tafeln sind der einstellige Faktor und zwei
Zifferngruppen aus dem anderen Faktor. Der
Gebrauch dieser Art von Produktentafeln wird weiter
unten an einem, im Aufbau ahnlichen, Beispiel er-
lautert.

DIAKOW, 1897 [66]

CRELLE, 1836 [53]

(Auf diese Tafel wird im AnschluR an die Aufstellung
ausfuhrlich eingegangen)

HUTTON, 1781 [78]

ANONYM, 1793 [50]

PETRICK 1875 [95]

Erste Lieferung 1 - 1000. In den folgenden Lieferun-
gen ist der zweite Faktor von 1000 bis 2000, 2001 bis
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3000 usw. fortgefiihrt.

Der Titel der Produktentafel weist ausdriicklich
darauf hin, daf3 die Produkte mit einer mechanischen
Rechenmaschine System THOMAS (Schaltwerk mit
Staffelwalzen) geprift wurden. Dieser Zusatz sollte
wahrscheinlich die Zuverléssigkeit der Tafel betonen.
Dal eine Produktentafel mit einer Rechenmaschine
auf ihre Fehlerfreiheit kontrolliert wurde, unterstreicht
die Bedeutung, die den Tafeln beigemessen wurde®.

100 x 1000 H. ZIMMERMANN, 1889 [106]

Abb. 24 stellt einen Ausschnitt der Tafel dar.
100 x 1000 MULLER, 1891 [91]
100 x 1000 L. ZIMMERMANN, 1895 [107]

,,Durch Absonderung der letzten drei Ziffern der
Produkte ist groflRe Kiirze erreicht..., aber die
Produkte kdnnen selten fertig der Tafel entnommen
werden, sondern es muR der UberschuR der
Hunderter, der bis zu 9 Einheiten betragen kann, im
Kopfe addiert werden, wodurch die Sicherheit und

Schnelligkeit der Rechnung bedeutend leidet*°.

100 x 2400 SCHUBLER, 1739 [101]

24 Zitiert nach ENCYKL. D. MATH. WISS. [4]. FLETCHER [71] nennt den zweiten
Faktor 4000.

2> Die Fehlerfreiheit ist ein Problem aller Zahlentafeln. LUROTH [30] vertritt die Mei-
nung ,,Wenn man noch so grofRe Vorsicht anwendet bei der Konstruktion und dem
Druck von Tafelwerken, so ist doch von vornherein absolute Korrektheit nicht zu er-
warten und es vergehen gewohnlich Jahre, bis man annehmen kann, die Fehler seien
aufgefunden. Der vorsichtige Rechner wird daher, wenn er mit Tafeln rechnet, die noch
nicht lange im Handel sind, die Zahl, die er gebraucht, zu kontrollieren suchen. Dies
geschieht am einfachsten durch Vergleichung mit benachbarten Zahlen*. Eine der Ziel-
setzungen des Reports von GLAISHER u.a. bestand darin, Literaturstellen anzugeben,
die Fehlerlisten von Zahlentafeln enthalten.

ZIMMERMANN [106] weist darauf hin, dal3 vor Beginn des Druckes seiner Rechenta-
fel vier Probelesungen mit jedesmaliger Neuberechnung stattgefunden haben. Zusatz
auf der Titelseite des Werkes: ,,Fur jede in dieser Rechentafel entdeckte falsche Tafel-
zahl erhalt der erste Finder 10 Mark*‘.

% Zitiert nach ENCYKL. D. MATH. WISS. [4]
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103 x 1000

103 x 1000

103 x 1000

100 x 10 000

100 x 10 000

100 x 10 000

48

ANONYM, Paris 1794
ANONYM, Paris An VI11%
VERSAILLES, 1825%°

CADET, 1802 [60]

Die Tafel ist als Rechenhilfsmittel zur Bestimmung
von Vielfachen einer dezimal geteilten Wahrungs-
einheit eingerichtet [5]

L. ZIMMERMANN, 1896 [108]

,,Diese Tafel gibt die Million Produkte bis

100 x 10 000. Ist a der ein- oder zweizifferige Faktor,
b =1000« + 1004+ 10y + & der vierzifferige, so
stehen auf zwei gegentberliegenden Seiten die 10 000
Produkte, fir welche g und y die gleichen Zahlen
sind, so daR die ganze Tafel aus 100 Seitenpaaren be-
steht. ... Jede Seite der Tafel enthalt 50 Zeilen, so daf}

jede Zeile einem Wert von a entspricht**.

RIEM, 1897 [98]

,,Die Produkte sind in drei Teile zerlegt. Durch Be-
nltzung von Proportionalteilen kdnnen auch die Pro-
dukte von 2-ziffrigen mit 5-ziffrigen Zahlen gefunden
werden. Der Hauptunterschied zwischen (der Tafel
von L. ZIMMERMANN (s.0.) und der von RIEM)
besteht darin, daB jede Doppelseite in letzterer Tafel
die Produkte der am Kopf stehenden 2-ziffrigen mit
allen 1- bis 4-ziffrigen Zahlen enthalt, in ersterer die
Produkte aller I- und 2-ziffrigen mit hundert, diesel-
ben Mittelziffern enthaltenden 4-ziffrigen Zahlen. Bei
der Division mit 2-ziffrigen Zahlen sind deshalb wohl
die letzteren, bei derjenigen mit 3- oder 4-ziffrigen

27 Zitiert in THE ENGLISH CYCLOP. [5]

2 Zitiert in THE ENGLISH CYCLORP. [5]

# Zitiert in THE ENGLISH CYCLORP. [5]

% Zitiert nach LUROTH [30]
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500 x 500

500 x 509

500 x 1000

500 x 1000

1000 x 1000

1000 x 1000

1000 x 1000

49

Zahlen die ersteren vorteilhafter<:.

PICARTE, 1812 [97]*
OYON, Paris 1824

ANONYM, 1660 [49]
In der Vorrede wird auf ein franzosisches VVorbild aus
dem Jahr 1805 verwiesen [4].

OYON, 1886 [93]*

CRELLE, 1820 [64]
(Auf diese Tafel gehen wir im AnschluB an die Auf-
stellung naher ein).

CARIO u. SCHMIDT, 1896 [61]

HENSELIN, 1897 [76]

Zu den beiden letzten Tafeln fihrt die ENCYKL. D.
MATH. WISS. [4] aus:

,,Wenn in einer Produktentafel die beiden Faktoren
zu gleicher Hohe ansteigen, kommt jedes Produkt
zweimal vor und die Tafel nimmt daher nur halb so
viel Raum ein, wenn man jedes Produkt nur einmal
schreibt. Um das durch die veranderte (bei der letzte-
ren Tafel wohl am wenigsten gelungene) Einrichtung
erschwerte Aufsuchen wieder einigermafen zu er-
leichtern, sind Registerzettelangebracht. Dem Vorteil,
weniger Raum zu beanspruchen, steht bei diesen Ta-
feln (bei langeren Divisionen flinlbarer) Nachteil ge-
genlber: Die Vielfachen einer und derselben Zahl
sind in der Regel durch die ganze Tafel zerstreut, statt
wie bei CRELLE auf einer halben Seite beieinander
zu stehen**.

3t Zitiert nach ENCYKL. D. MATH. WISS. [4]

% Nach GLAISHER [6] im Vorwort zu CRELLEs Rechentafeln von 1820 erwéhnt.

¥ ERNST [69] nennt in der Einleitung zu seinen Multiplikations-Rechentafeln den
ersten Faktor 509. Titel und Erscheinungsjahr sind nicht angegeben.



Die Multipliziertafeln

169 Produfis. 939

1=l sl & s} 6ry) 8|0
c1|tgoz|28g3|3bo4,4755|5700 6{),7 2608 B350
g,; 1934 zsi-ﬁ 3B08]4700|5712 E:flﬁﬂpb:ﬁ 8568
95311006,285913812147655718/0071(7624/8577
g54|1G0B 2862(3816]4770 57:4|5I5?S'?1532 18586/
g551610[286513820l4775|57350 b635l76ao B;g)
956(1912 :&65'33:4{4735 5736(66¢2' 764818604
9571191412871]3828 4785|5742(6699 76568613
958|1916|28741383214700/5748] 6706 7664|8622
‘los9|1918 297?13335 479515754 6713 7672/8631
gﬁn'lgw 2880l384014800 g;ﬁc:'ﬁ? 207680 8640

9611922 zBB3|3R ‘450, 66/6727,7038 Bbag
06z2]1924|2886! 581; 4810 g;;;lti;r” 75,6 36,8
963/1926/2889)3852 4B|5 5778 6?41 7704 Sbﬁ
o64,162812892]385 _:|481o ;734l6?43 }'71118675
9¢5|1930|28953860, 432515790 6?59.?a1° 8635
. |96611932]28983864 +33° 5796[6702 77288694
9‘*5 1934/2921|386814535|5£02/6769/7736,8 703
1936{29043872 4840|58c8 5?76 774418712
969(1938|2907/367648455814/6783 7752 8721
g70j1940,2910|3880) 4850, 5320 6,90 7700 3,30
71(1942,2913 3884|485 5| 5826 6797(7768 3?39
3;: :g:.q. 1911‘31 3888 4860|5832|6804, ;--;;.-6 8748
973{194612910]3892(4865/5838/681 117784 8757
o74|1948!2022|3856/4870]5844[0518/7702 3;66
75[1950]2925,3900 4875|5850/6825]7800:87 75
76[1952|292813904|4880 5856 68527808 87 B.}
977]1954|2931|3908|4885|5802|0839 ?316{5793
. 1978|1956(2934!3912|4800|5868|6846|782418802
979 =9gg|=93r 3916489515874 '085317832\8811
gb0o,2940/3920(4900| 5880 6860178,40 83‘_3_5.
ob1'1962{2043)3924|4905 5836 63::-7 -;:3.1.8 8829
982 1964|2946/3928 4910 5892|6874'7 z BB48
§83196012949/3932/4915 5898|0881 7804884
lo84|1968lz952|3936(4920] 59046888 ; -218856
85|1970/295513940 4925!59l05595 7880[8865
086(1972|2958|3944|4930'5916|6902,7888/8874
987|197412961(3948(4935 5922 69 978568883
- 19881976{29641395 2/4940] 5928, 9!*—" 79048892
989,197812967(39564945| 5934 3'7912|8g01
99011980:2970|3960/4950'§940; 930 1920|8910
991|1982|297313964.4v55|3946'6537/7928i8919
992|19841297:13968 4900|395216944,7536/8928
993]1986]297913972|49651595 8 t95! 7944|8937
991|1988|29823976149701 55646658|7952 846
99511930,2985:3980,4975 3970, f’qﬁs 7962]8y55
99611992 2988|3984 4930i59? 6672|7958 Bgog
997| 1994|2991 3:88|4985!59826979170,6| S973
998|1996]2954/3992!4990 5938'69% 75545962
999/19812997,3996|4995 5994|699317992, Bugr
12| 3]als eL1718 I 9

Y

Abb. 22:
letzte Seite der Produktentafel bei DODSON.
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1094
96
1508

Abb. 23:

Ausschnitt der Tafel von ESERSKY, gekiirzt.
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Abb. 24:

87 200

Ausschnitt der Tafel von H.

5. Aufl. Berlin 1907.

maouﬁum 87500 | 87 600

ZIMMERMANN,

87 700 | 87 80O | 87 900
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In Ergénzung zu dieser Liste verweisen wir auf zwei Tafeln, die vom
ublichen Aufbau der Produktentafeln abweichen:

In der Tafel von SLONIMSKY [65] ist ein Faktor einstellig, wéahrend die
Zahl der Stellen des zweiten Faktors unbegrenzt sein kann. Die Handha-
bung ist sehr umsténdlich.

Nach GLAISHER [6] entwarf DILLING [67] eine Tafel, in der Multipli-
kationen bis zum Produkt 1000 auf die Addition von Logarithmen zuriick-
geflhrt wird. Der Zahlenwert der Logarithmen ist jedoch nicht angegeben,
sondern nur mit Symbolen notiert. Mit Hilfe einer Antilogarithmentafel
wird das als Summe von Symbolen ausgedriickte Produkt gefunden. Ge-
messen am eingeschrankten Umfang der erreichbaren Produkte ist das Ver-
fahren zu aufwendig. Uber das geplante Erscheinen einer nach dem glei-
chen Prinzip eingerichteten Tafel flir Produkte bis 10 000 ist uns nichts
bekannt.

3.3.1. GRUSONSs Pinakothek

Bei GRUSONSs Pinakothek [75] handelt es sich um eine kombinierte Pro-
dukten- und Additionstafel bis 9 x 99. Die Abb. 25 stellt einen Tafelaus-
schnitt fir den konstanten Faktor 82 vor.

Zu den 1- bis 9-fachen der Kopfzahl, die in der zweiten Zeile direkt unter
den Faktoren 1 bis 9 stehen, sind die in der linken Spalte aufgefiihrten
Zahlen von 0 bis zu der um 1 verminderten Kopfzahl hinzuaddiert. Die Ta-
fel leistet dann gute Dienste, wenn die Summe aus einem Produkt und ei-
nem Summanden errechnet werden soll. Ein Beispiel hierzu fihrt
GLAISHER [6] aus: Wieviel inches sind 6 yards 21 inches (1 yd = 36 in) ?
Das Ergebnis 6 x 36 + 21 =237 kann aus der Tafel direkt abgelesen
werden. Weiterhin ermoglicht die Tafel die Ausfuhrung von Multiplikatio-
nen, ohne Zwischenprodukte addieren zu mussen.

Die Aufgabe 82 x 342 Il&uft in folgenden Schritten ab:

1. ablesen des Produktes 82 x 2 =164. Einer des Zwischenergebnisses
(4) niederschreiben, Ubertrag 16 merken,

2. ablesen des Produktes 82 x 4 + 16 = 344. Einer des Zwischenergeb-
nisses (4) niederschreiben, Ubertrag 34 merken,

3. ablesen und niederschreiben des Produktes 82 x 3 + 34 = 280.

Das Resultat von 82 x 342 lautet: 4 + 40 + 28000 = 28044.
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82

82 | 164 | 246 | 328 | 410 | 492 | 574 | 656 | 738
83| 165 | 247 1 329 | 411 | 495 | 575 | 857 | 729
84 | 166 | 248 | 330 | 412 | 494 | 576 | 658 | 740
B5 | 167 | 249 | 331 | 415 | 495} 577 | 659 | 24

s VW0 O

81 |165 | 245 | 327 | 409 | 491 | 573 | 655 737 | 819

Abb. 25:
Abschrift einer Seite in GRUSONSs Pinakothek, gekdrzt

Letztendlich kdnnen mit Hilfe der Tafel auch Divisionsaufgaben ohne Zwi-
schenrechnungen geldst werden.Das Ergebnis von 331 :82 =4 Rest 3
z.B. 13t sich der Tafel unmittelbar entnehmen. Da das Hinzufligen von
Summanden zu den Produktzahlen den Inhalt der Tafeln ganz erheblich
erweitert, mussen die Wertebereiche der Faktoren auf ein- und zweistellige
Zahlen beschrankt bleiben. GRUSON hat das Prinzip seiner Pinakothek
auch auf eine Rechenscheibe tibertragen. Bei den historischen Rechenge-
raten (Abschn. 7.2.) kommen wir darauf zuriick (Anm.: dieser Abschnitt ist
hier nicht mit aufgenommen).

3.3.2. CRELLEs Erleichterungstafel

Im Jahre 1836 brachte CRELLE seine Erleichterungstafel [63] heraus, die
die I- bis 9-fachen aller Zahlen bis 9 999 999 enthélt. Diese Tafel blieb die
einzige, bei der fur einen einstelligen Faktor der zweite bis zu sieben Stel-
len besitzen kann. Bemerkenswert ist das VVorwort, weil hier die theoreti-
schen Grundlagen der gewahlten Zahlenanordnung erlautert werden und
CRELLE sich ganz allgemein mit dem Umfang des Zahlenmaterials in
Produktentafeln mit derart grof3en Wertebereichen auseinandersetzt. Wie
dem Vorwort zu entnehmen ist, bestand bei dem gewéhlten Wertebereich
der Faktoren ein Problem darin, insgesamt ca. 630 Millionen Ziffern tiber-
sichtlich anzuordnen. Da diese Menge ein Werk von etwa 117 Banden zu je
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1000 Seiten ergeben hatte, war eine verkirzte Darstellung der Produkt-
zahlen zwingend erforderlich. Unter Zuhilfenahme zahlentheoretischer
Uberlegungen gelang es, den Umfang des Tafelwerkes auf einen Band mit
ca. 1000 Seiten zu verdichten, allerdings auf Kosten der Ubersichtlichkeit
und der Handhabung. Nach CRELLEs Angaben wurde zum Erstellen der
Tafel kein Manuskript, sondern nur ein Arbeitsschema fiir den Setzer ver-
wendet, weil auf Grund der Aufteilung der Produktzahlen sowohl zum Er-
stellen der Tafeln als auch zu deren Korrektur das Addieren oder Abzéahlen
der einzelnen Zwischenergebnisse ausreichte.

Um das Produkt aus einer einstelligen Zahl (dem 1. Faktor) und einer sie-
benstelligen Zahl (dem 2. Faktor) zu finden, muR letztere vor Eingang in
die Tafel gedanklich in zwei Teile zerlegt werden, welche aus den beiden
linken Ziffern (l. Teil das 2. Faktors) und den fiinf rechten Ziffern (2. Teil
des 2. Faktors) bestehen. Besitzt der 2. Faktor weniger als sieben Stellen,
so ist er nach links durch Nullen auf sieben Stellen zu erganzen. Jede Seite
des Tafelwerkes enthélt zwei zusammengehorige Tafeln und gilt fir die in
der Uberschrift angegebenen einhundert funfziffrigen Zahlen, die den 2.
Teil des 2. Faktors darstellen.

In der rechten Tafel auf jeder Seite werden mit den Eingangen ,1. Faktor®
und ,die beiden rechten Endziffern des 2. Faktors* die finf rechten Ziffern
das Ergebnisses bestimmt. Die den finf rechten Ziffern des Ergebnisses
vorangestellten Ziffern werden mit Hilfe der Eingéange ,l. Faktor* und

,|. Teil des zweiten Faktors* in der linken Tafel der gleichen Seite gefun-
den. Obwohl CRELLEs Erleichterungstafel zur Multiplikation zweier
Faktoren dient, sind dazu, wenn man vom Aufschlagen der richtigen Seite
absieht, zwei Tafeln mit je zwei Eingangen notwendig, um die beiden
Zifferngruppen des Ergebnisses zu bestimmen. Diese Zerlegung ermog-
licht, die 1- bis 9-fachen von zehntausend zweiten Faktoren auf einer Seite
unterzubringen und so den Unfang des Werkes auf ein akzeptables MaR zu
verkleinern . Eine weitere Verringerung des Zahlenmaterials wird dadurch
erreicht, daR® von den flnf rechten Ziffern des Ergebnisses aus der rechten
Tafel die drei linken nicht stets wiedeholt, sondern nur einmal angegeben
werden.
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Abb. 26

Seite aus CRELLESs Erleichterungstafel

| veranschaulicht den Gebrauch der Tafel:

Ispie

Ein Ablesebe

Gegeben ist die Aufgabe 7 x 1121055.

Die Produktfaktoren sind
7 als erster Faktor und
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1121055 als zweiter Faktor bzw.
11 als dessen erster (linker) Teil und
21055 als dessen funfstelliger zweiter (rechter) Teil.
Die beiden rechten Endziffern das zweiten Faktors hei3en 55.

Als erster Schritt ist diejenige Seite aufzuschlagen (Abb. 26), die in ihrer
Uberschrift (hier 21 000 - 21 099) den zweiten Teil des zweiten Faktors
enthalt. In der Tafel der rechten Seitenhalfte stehen zwei Spalten, die mit
der Kopfzahl 1 tiberschrieben sind und die untereinander die Zahlen 00 bis
49 und 50 bis 99 enthalten. In einer der beiden Spalten werden die beiden
rechten Endziffern das zweiten Faktors (55) aufgesucht. In Hohe dieser 55
steht unter der Kopfzahl 7 (erster Faktor) die Zahl 85. VVon dieser 85 aus
nach oben gehend finden sich im linken Freiraum der gleichen Spalte un-
tereinander die drei Ziffern 473. Alle funf Ziffern zusammengesetzt erge-
ben die funf rechten Ziffern des Ergebnisses 47385. In der Tafel der linken
Seitenhélfte muR sodann in einer der beiden Spalten mit der Kopfzahl 1 der
erste Teil das zweiten Faktors (11) aufgesucht werden. Nach rechts gehend
steht in der Spalte der Kopfzahl 7 (erster Faktor) die Zahl 78. Damit sind
die beiden linken Ziffern des Ergebnisses gewonnen, welches zusammen-
gesetzt 78 47385 lautet™. Ist das Teilergebnis aus der rechten Tafel mit ei-
nem Sternchen markiert, mufd zum Teilergebnis in der linken Tafel eine 1
addiert werden.

Der Gebrauch der Tafel erscheint zunéchst recht umsténdlich. Man sollte
aber bedenken, wie GLAISHER [6] richtig bemerkt, daR der Wert einer
Tafel nicht an den Schwierigkeiten gemessen worden sollte, ihren Ge-
brauch zu erlernen, sondern an der eingesparten Zeit, wenn der Benutzer
ihre Anwendung beherrscht. Diese Feststellung gilt fir Rechenhilfsmittel
aller Art, so kompliziert sie auf den ersten Blick auch erscheinen mégen.

Die Verbindung zwischen den beiden Tafeln auf jeder Seite basiert auf
einer einfachen GesetzmaRigkeit. Um diese zu erldutern verwenden wir
wieder den Ausschnitt in Abb. 26 sowie eine Tabelle (Abb. 27), die die 1-
bis 9-fachen einiger funfstelliger Zahlen enthalt.

Wie bereits erwahnt, dienen die beiden Tafeln (Abb. 26) zur Bestimmung
der 1- bis 9-fachen aller funf- bis siebenstelligen Zahlen von AB21000 bis

3 Ahnlich im Aufbau und in der Anwendung sind die in der Aufstellung genannten
Produktentafeln von LAUNDY und BRETSCHNEIDER. Auch bei diesen Tafeln mul}
der zweite funfstellige Faktor in zwei Zifferngruppen getrennt werden.



Die Multipliziertafeln 58

A

i 2 3 i 5 & 7 a 9

21000 42000 &3000 S4000 105000 126000 47000 168000 133000

2]

21099 42198 63297 B4396 105495 126594 147693 168792 189891

81000 162000 243000 324000 405000 486000 567000 648000 729000

b
B1099 162198 243297 324306 40495 4EGE594 567693 &48792 720939
16600 33200 49800 66400 83000 995600 116200 132800 149400
16666 35532 409998 66664 83330 99996 116662 133328 149994 i
TeGEY 53 5;3 50001 E6EGE 83335 100002 16669 133336 150003
16699 33308 500097 66796 83495 100194 116893 133592 150291
33300 66600 99900 133200 199800 233100 266400 209700
33333 BBGEE 99999 133332 199998 233 266664 239997 4

153
53534 66668 100002 133336 5
33300 66798 1100197 133506 166

0 200004 .?,z';

3
36 266672 300006
200394 233793

267192 300591

Abb. 27:
Tabelle mit den 1- bis 9-fachen fiinfstelligen Zahlen; Erlauterungen im Text.

AB21099. Die Buchstaben A und B stehen hier fiir die beiden linken Zif-
fern des zweiten Faktors. AB kann alle einhundert Ziffernkombinationen

zwischen 00 und 99 annehmen. Zur Vereinfachung benennen wir den ein-
stelligen ersten Faktor des gegebenen Produktes mitn(n=1, 2 ..., 9).

In der rechten Tafel werden mit den Eingangen n =1 bis 9 (die fettge-
druckten Kopfzahlen der Spalten) und den beiden letzten Ziffern des zwei-
ten Faktors (sie sind in den beiden Spalten mit der Kopfzahl 1 aufgefihrt)
alle 1- bis 9-fachen der Zahlen 21000 bis 21099 bestimmt. Bis zum 4-fa-
chen bleiben alle Produkte funfstellig (vgl. Abb. 27, Gruppe a). Es ist daher
zuléssig, bis n = 4 das gesuchte Ergebnis von

(AB21000...A021099) x n = AB00000 x n + (21000...21099) x n

aus den Zifferngruppen

(AB x n) und (21000...21099) x n

zusammenzusetzen, weil kein Ubertrag von der rechten fiinfstelligen Zif-
ferngruppe auf die linke Zifferngruppe notwendig ist. Anders ausgedrickt:
Bis n = 4 enthalt die linke Tafel die Produkte AB x n. Ab dem 5-fachen
sind die Produkte aus der rechten Tafel sechsstellig. Die sechste linke
Stelle ist stets eine 1 (vgl. Abb. 27, obere Gruppe a). Alle Zifferngruppen
aus der rechten Tafel bleiben jedoch fiinfstellig angegeben, der Ubertrag 1
muB zu den Produkten aus der linken Tafel hinzugezéhlt werden. Dieser
Ubertrag erfolgt automatisch, weil ab n = 5 die linke Tafel die Produkte AB
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X n + 1 angibt, wie sich auch aus den Zahlenfolgen in den Spalten unter 5
bis 9 erkennen 140t.

Der Grundgedanke der Erleichterungstafel besteht demnach darin, die 1-
bis 9-fachen der Faktoren aus dem Uber jeder Seite stehenden Wertebereich
in der rechten Tafel stets flinfstellig anzugeben. Sofern das Produkt tat-
sdchlich sechsstellig ist, wird die sechste Stelle als Ubertrag den Produkten
AB x n in der linken Tafel hinzugezahlt. Der Ubertrag hangt natiirlich von
der GrofRe des ersten Faktors n und von dem zweiten fiinfstelligen Faktor
ab. Da 99999 x 9 =899991 kann er nie groRer als 8 werden.

Aus Gruppe b in Abb. 27 ist ableitbar, dall nach dem benutzten Prinzip die
linke Tafel auf der Seite 81000 - 81099 folgende Produkte enthalt:

AB
AB
AB
AB
AB
AB
AB
AB
AB

A

c
S5
=+
@
1
>

= 00 bis 99)

o033 3 03333 305 OS

TR [T TR T TR TR T
CONOUNWNER
CONOUAWNER
X X X X X X X X X
++++++++A
~NouADMWNELD

Das Prinzip des automatischen Ubertrags 4Bt sich ohne Erweiterung nur
gebrauchen, solange flr ein konstantes n die Produkte in der rechten Tafel
funfstellig bleiben oder sechsstellig sind und sich der Wert der sechsten
Stelle nicht &ndert. In Abb. 27 ist ersichtlich, dal? im Bereich 16600 -
16699 diese Bedingungen fur alle n au3er 6 erfiillt sind. Bei n = 6 und den
Faktoren 16666 bzw. 16667 hingegen andert sich die Stellenzahl von 5 auf
6. Der Ubertrag 1 kann jedoch den Produkten AB x 6 in der linken Tafel
nicht von vorneherein hinzuaddiert werden. Die Begriindung liegt darin,
dal? sich bis AB16666 dessen 6-faches aus den Zifferngruppen

(AB x 6) und (16600...16666) x 6;

ab AB16667 aus den Zifferngruppen

(AB x 6 + 1) und den rechten fiinf Ziffern von (16667...16699) x 6
zusammensetzt. Da die Zifferngruppen aus beiden Tafeln aber beliebig
kombinierbar bleiben miissen, versagt an dieser Stelle der automatische
Ubertrag. Der Uberschneidung in den erforderlichen Ubertragen wird in
der Tafel dadurch begegnet, daB die linke Tafel nur die Produkte AB x 6
enthalt und weiterhin alle Produkte von 16667 x 6 bis 16699 x 6 der
rechten Tafel mit einem Sternchen versehen sind. Trifft der Benutzer auf
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eine mit diesem Sternchen gekennzeichnete Zifferngruppe, so mul er das
Teilergebnis aus der linken Tafel um 1 erhdhen®.

Auf der Seite mit dem Wertebereich 33300 - 33399 sind die Produkte
dreier Spalten mit einem Sternchen versehen, namlich alle Produkte ab dem
Faktor 33334 fur n = 3, 6 und 9 (vgl. dazu Abb. 27, Gruppe d). Die linke
Tafel dieser Seite enthalt dazu die Produktreihen

AB
AB
AB
AB
AB
AB
AB
AB
AB

unter n

03 3 0333 3535

TR TR TR TR T T TR TR
CONOUDNWNER
CONOUDAWNER
X X X X X X X X X
+ + + + + +
NNN R R R

In der Erleichterungstafel mul} der Benutzer nur bei 20 Produktspalten von
insgesamt 9000 eventuell die Zifferngruppe aus der linken Tafel um 1 er-
hohen, weil der Ubertrag aus der rechten Tafel wechselt. Der Ubertrag
andert sich bei den Produkten

11111712
14285/86
16666767
22222/23
28571/72
33333/34; 6 x 33333/34; 9 x 33333/34
42857/58
44444/45
55555/56
57142743
66666/67; 6 X 66666/67; 9 X 66666/67
71428/29
77777/78
83333734
85714/15
88888/89

ONOCO~NW~NOO~NW~NOOONO©
XXXXX XXX XXXXXXXX

% Ein zweimaliger Wechsel des Ubertrags kann nicht auftreten.



Die Multipliziertafeln 61

CRELLEs Erleichterungstafel erlangte keine grol3e Bekanntheit. Dieser
Umstand ist mit Sicherheit darauf zuriickzufuhren, daf3 bereits im Jahre
1820 vom gleichen Herausgeber eine weitaus leichter zu handhabende Pro-
duktentafel erschien, die den praktischen Erfordernissen besser entsprach.

3.3.3. CRELLESs Rechentafeln

Es handelt sich um eine Tafel [64] fUr Produkte bis 999 x 999. Wéhrend die
erste Ausgabe von 1820 noch zwei Bande umfalite, waren alle folgenden
Ausgaben einbandig. Die Tafel hatte urspringlich ,,den besonderen Zweck,
zu den Inhalts-Berechnungen der selten tiber 1000 Ruthen langen oder
hohen Flur-Dreiecke bei dem Cadaster der Preussisch-Rheinischen und
Westphalischen Provinzen zu dienen, wo sie auch dazu benutzt und

angewendet worden ist“®.

In der uns vorliegenden dritten Ausgabe von 1869 enthalten alle Seiten des
Buches nebeneinander stehend zwei Tabellen, die jede die I- bis 999-fachen
des als Kopfzahl links oben stehenden fettgedruckten Faktors beinhalten. In
Abb. 28 ist eine solche Tabelle, aus Platzgriinden gekirzt, wiedergegeben.
Die Tabellen sind wie bei HOHENBURG (vgl. Abb. 21) aufgebaut, d.h.
der zweite Faktor muf3 in seinen Hunderter und den Rest (397 = 300 + 97)
zerlegt werden. Das gesuchte Produkt findet sich im Schnittpunkt der mit
dem Hunderter (300) uberschriebenen Spalte und der Zeile das Restes
(97).Die Reste werden in einer Spalte links aufgefuhrt. In Abb. 28 ist das
Produkt 265 x 397 abzulesen als 1052 und in der gleichen Zeile rechts
auflen 05, mithin 105205.

Der Teilung der Produktzahlen liegt folgende arithmetische Betrachtung zu
Grunde:

Bezeichnen wir den fir eine Tabelle konstanten ersten Faktor mit c, die
Hunderterstelle das zweiten Faktors mita (a =0,..., 9) und den Rest des
zweiten Faktors mit b (b =1,..., 99), dann enthélt jede Tabelle die Produkte
(100a + b) x ¢ = 100ac + bc.

Da in jeder Zeile b konstant ist, bleibt auch in allen Produktzahlen dieser
Zeile der Summand bc konstant. Weiterhin besitzt der Summand 100ac die
beiden rechten Ziffern 00, so daR die beiden rechten Ziffern aller Produkte
einer Zeile mit den beiden rechten Ziffern des Summanden bc identisch

% Zitat aus dem Vorwort zur Erleichterungstafel [63].
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1 2
2 H]
3 o)
4 10
5 13
6 15
T 18
8 21
9 23

11 29
12 EB
13 34
14 a7
15 39
16 42
17 45
18 47
19 50
21 55
22 28
23 60
24 63
25 66
26 63
27 71
28 74
29 76
M 82
32 84
33 87
34 80
35 a2
36 95

71 188
72 190
73 193
74 196
75 198
76 201
77 204
78 206
79 209
81 214
82 217
83 219
84 222
85 295
86 227
87 230
86 233
89 235
91 241
92 243
93 246
94 249
95 251
96 254
97 257
98 250
99 262

Abb. 28:

453
4535
458
461
463
466
469
471
474

479
482
484
487

- 490

492
495
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500
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508
at1
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3 1073

1075
1078
1051
1083

1089
1091
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1105
1107
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Rechte Halfte einer Seite aus CRELLEs Rechentafeln
(3. Ausg., 1869), gekurzt
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sind und, nach rechts herausgezogen, nur einmal aufgefiihrt werden
mussen.

AuRer der Abtrennung der beiden letzten Ziffern des Produktes wurde eine
zusatzliche Verringerung des Tafelumfanges dadurch gewonnen, daB in
den Wertebereichen beider Faktoren alle Zahlen fehlen, die auf O oder 00
enden. Diese MalRnahme, bei der im tbrigen nicht viel Platz gewonnen
wird, hat man bei allem Lob, das dieser Tafel entgegengebracht wurde,
héufig kritisiert [6], [69, Vorwort]. Mit der Anordnung von zwei Tabellen
auf einer Seite konnten alle Produkte auf ca. 450 Seiten im Format 32 x 23
cm untergebracht werden. CRELLESs Rechentafel zeichnet sich durch
Ubersichtlichkeit und Einfachheit in der Handhabung aus. Die Tafel war im
vergangenen wie in unserem Jahrhundert ein viel benutztes Rechenhilfs-
mittel.

3.4. Produktentafeln des 20. Jahrhunderts

In unserem Jahrhundert kamen zahlreiche weitere Produktentafeln auf den
Markt. SCHUTTE [102] und FLETCHER [71] zéhlen einige von ihnen
auf. Eine groRere Anzahl von Produktentafeln des 19. und des 20. Jahrhun-
derts nennt BEYRODT [55]. Zwei Produktentafeln des 20. Jahrhunderts
haben wir ausgewahlt, da sich an ihnen andere als die bisher gezeigten
Zahlenanodnungen verdeutlichen lassen.

3.4.1. Die Rechentafeln von PETERS

In den Rechentafeln von PETERS [94], die im Jahre 1909 erschienen und
die Produkte bis 99 x 9999 enthalten, sind nicht wie bei CRELLE die bei-
den letzten, sondern die drei letzten Ziffern eines Produktes abgespalten.
Diese Abtrennung ist moglich, weil jede Tabelle die 1- bis 99-fachen aller
vierstelligen Zahlen mit den drei gleichen Endziffern zusammenfal3t

(Abb. 29). In der linken Spalte jeder Tabelle stehen untereinander die
zweiten Faktoren 1 bis 99, wéhrend die Ziffern iber den restlichen Spalten
die erste Stelle (d.h. den Tausender) des ersten Faktors angeben, der tber
der Tabelle steht. Das Produkt 3549 x 89 wird in der Tabelle mit der
Uberschrift 0549 ... 9549 und dort in der Spalte 3 und Zeile 89 zu 315,
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0549.....954%

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

1 o 1+ 2 3 4 s & 3. 4 9 549
1 A El 3 7 2 1 13 15 17 15 ogy
3 1 4 7 1w 13 16 19 22 25 23 b4y
4 2 6 10 14 18 2z 26 30 34 38 196
5 2 7 12 17 22 27 32 37 42 47 745
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87 47 134 221 308 305 482 s5b6g 656 743 830 763
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Abb. 29:
Rechte Halfte einer Seite aus PETERS Rechentafeln, gekirzt
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erganzt um 861 in gleicher Zeile rechts auf’en, demnach als 315861
gefunden. Nachdem fiir einen vierstelligen Faktor eintausend derartige Ta-
bellen erforderlich sind, und jede Seite zwei Tabellen enthélt, umfassen die
Rechentafeln von PETERS flinfhundert Seiten des Formats 36 x 22 cm.

Um zu zeigen, dal’ die Abtrennung der drei letzten Ziffern der Produkt-
zahlen in jeder Zeile zul&ssig ist, bezeichnen wir den Tausander des Uber
jeder Tabelle stehenden ersten Faktors mita (a =0,..., 9), seinen Rest mit ¢
und die zweiten Faktoren mitb (b =1,..., 99).

Die Tabellen enthalten die Produkte

(1000a + ¢) x b = 1000ab + bc

Da in jeder Zeile b konstant ist, bleibt auch der Summand bc konstant,
wéhrend der Summand 1000ab die drei rechten Ziffern 000 besitzt. Analog
den bei den Rechentafeln von CRELLE angestellten Uberlegungen kénnen
daher die drei rechten Ziffern aller Produktzahlen einer Zeile nur einmal
angegeben werden.

3.4.2. Die Multiplikations-Rechentafeln von ERNST

Die Herausgeber groRerer Produktentafeln waren stets bemidint, eine ihrer
Meinung nach moglichst zweckmalRige Zahlenanordnung zu finden; der
Konkurrenzneid spielte in der Beurteilung sicher eine nicht geringe Rolle.
Eine Produktentafel, die ganzlich von den bisher vorgestellten abweicht,
brachte ERNST [69] im Jahre 1901 heraus. In der Einleitung kritisiert
ERNST an den Rechentafeln von CRELLE u.a. deren grof3es Format, den
kleinen Druck und das Hinzulesen der Endziffern im Ergebnis. An den
OYONSschen Tafeln®” bemangelte er, daR ein Faktor nur bis 509 geht,
groRere Faktoren demnach in Summanden zerlegt werden mussen.

Die Multiplikations-Rechentafeln von ERNST beinhalten Produkte bis

999 x 999, die jedoch nicht alle ausgefihrt sind. Aus Abb. 30 geht die

Aufteilung einer Seite mit der gewéhlten Zahlenanordnung hervor. Fr je-

den ersten Faktor ist eine eigene abgegrenzte Tafel vorgesehen. Die kursiv

gedruckten Zahlen bedeuten

e in der obersten Zeile den einstelligen zweiten Faktor

e in der mittleren und unteren Zeile die Zehner und

e in den senkrechten Spalten links und rechts die Hunderter des zweiten
Faktors.

% Auf welche Tafeln sich die Kritik bezieht, ist nicht angegeben.
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Abb.30:

Seite aus den Multiplikations-Rechentafeln von ERNST

Im Gegensatz zu den bisher vorgestellten Produktentafeln sind hier als

66

zweiter Faktor nicht alle Zahlen seines Wertebereiches enthalten®. Daher

konnen nur Produkte der Tafelkopfzahl mit einer einstelligen Zahl sowie

* Eine Tafel, die nicht alle Faktoren ihres Wertebereiches auffihrt, wird Auszugstafel

genannt [55].
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mit zwei- und dreistelligen Zahlen, die auf O enden, der Tafel direkt ent-
nommen werden.

In Abb. 30 lassen sich die Aufgaben

447 x 3 =1341 in der zweiten Zeile von oben unter 3 und

447 x 450 = 201150 im Schnitt der mit 50 tberschriebenen Spalte und der
beidseitig mit 4 gekennzeichneten Zeile ablesen. Alle Produkte des ersten
Faktors mit Zahlen, die nicht auf 0 enden, missen additiv aus Teilpro-
dukten gebildet werden. So ist das Produkt 447 x 453 aus den beiden
oben abgelesenen Teilprodukten zu errechnen. Dem zusatzlichen Aufwand
der Zwischenrechnung steht als Vorteil dieser Produktentafel ihre tber-
sichtliche und gedrangte Zahlenanordnung gegenuber.

3.5. Bedeutung und Verbreitung der Produktentafeln

Die grolRe Bedeutung der Produktentafeln fiir das Zahlenrechnen im 19.
Jahrhundert wird durch direkte und indirekte Hinweise verdeutlicht.

Aus einer Anmerkung in dem Abschnitt Numerische Tafeln der ENCY -
KLOPADIE DER MATH. WISSENSCHAFTEN [4] geht hervor, dal} um
die Jahrhundertwende Produktentafeln mit zwei Eingangen ,,wie in den
vorhergehenden Jahrhunderten immer noch das verbreitetste Erleichte-
rungsmittel des Zahlenrechnens bilden“**. Diese Aussage wird durch die
groRe Anzahl der herausgegebenen Tafeln und die Versuche, den Wertebe-
reich ihrer Eingangszahlen unter Beibehaltung des Suchumfanges zu ver-
groRern, bestatigt. Fir CRELLEs Rechentafeln gab es zwischen 1820 und
1895 sieben Ausgaben. Eine der letzten Ausgaben erschien 1954 [102].
Ohne entsprechende Nachfrage wére das verlegerische Unternehmen, ein
Zahlenwerk so oft neu aufzulegen, sicher nicht in Angriff genommen wor-
den.

Nicht selten wird die Produktentafel mit anderen Rechenhilfen verglichen,
wodurch wir nicht nur eine Aussage tiber den Wert der Tafel selbst, son-
dern auch eine Einschatzung der sonstigen Hilfsmittel erhalten. Eine ver-
gleichende Wertung nimmt ERNST in der Einleitung zu seinen Multipli-
kations-Rechentafeln vor. Er schreibt:

,,Da jedoch der Gebrauch der Logarithmentafeln gewisse mathematische
Kenntnisse voraussetzt, da man ferner mit diesen wie mit dem Rechen-

% In gleichem Sinne auBert sich MAYER [32].
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schieber und dem Rechenstabe nicht immer im Stande ist, den in vielen
Fallen erforderlichen Genauigkeitsgrad der Rechnung sicherzustellen, da
endlich die Rechenmaschinen sehr teuer sind und ihre allgemeine Verwen-
dung dadurch vollstandig ausgeschlossen ist, so hat sich der Gebrauch
einfacher, leicht verstandlicher Rechentafeln, wie derjenigen der beiden
bekannten groRRen Multiplikations-Rechentafeln von Dr. CRELLE (Berlin,
G. Reimer) und OYON (Paris, A. Lefévre ) in der Praxis am besten be-
wahrt, weshalb diese auch bereits in vielen Auflagen am Markt erschienen
sind®.

Eine zeitgendssische Schilderung der Situation bietet die Schrift von
MAYET [138]. Der Autor war Regierungsrat am Kaiserlichen Statistischen
Amt in Berlin. Er hatte den Auftrag, die Rechenmaschinen der Pariser
Weltausstellung 1900 auf ihre Verwendbarkeit bei seiner Behorde zu lber-
prifen. Sein Bericht bietet uns einen Einblick in den Arbeitsaufwand und
die benutzten Rechenhilfen am Statistischen Amt im ausgehenden 19.
Jahrhundert.

,.Multiplikationen sind*‘, so MAYET, ,,bei uns in grol3er Masse erforder-
lich, z.B. 360000 Multiplikationen in der Jahresabteilung des Warenver-
kehrs*.

,.ES erfordert (unter Berticksichtigung auch der Kantrollnachrechnungen)
die Kriminalstatistik jedes Jahr ca. 24300 Prozentberechnungen und jedes
finfte Jahr, bei Feststellung der Kriminalitat nach Kreisen, noch 10800
Prozentberechnungen mehr, zusammen rund 35000,

,.Der Entwurf der Ausarbeitung einer beruflichen Morbiditats-Statistik
nimmt als Mindestzahl 600000, als Hochstzahl 752000 Prozentbe-
rechnungen in Aussicht*.

,.Die grolte Masse der Multiplikationen, die im Amt auszufiihren sind,
rihrt aber aus der rechnerischen Umwandlung von Divisionsaufgaben in
Multiplikationen her. Wenn ndmlich eine ganze Reihe von Divisionsaufga-
ben mit stets wechselndem Dividendus, aber stets gleichbleibendem Divisor
vorliegt, ist es vorteilhafter, statt mit dem Divisor zu dividieren, mit der
Reziproken des Divisors zu multiplizieren®.

Der Bericht geht dann auf die Hilfsmittel ein, deren sich die Angestellten
des Amtes zur Erleichterung ihrer Rechenarbeit bedienten.

% Dazu gehdren zwei von Angestellten selbst entworfene Rechenhilfsmittel, namlich
GOBBELs Kantelrechenapparat und LANGESs Stabrechenapparat. Diese Tatsache zeigt
deutlich, daB fur den Entwurf von Rechenhilfsmitteln aller Art nicht nur deren Funktion
und Handhabung, sondern mit mindestens gleicher Gewichtigkeit die Anpassung an die
Art der durchzufiihrenden Rechnungen von Bedeutung ist.
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Zu CRELLEs Rechentafeln sagt MAYET:

... FUr solche Aufgaben (gemeint sind Multiplikationen mit stets wech-
selnden Faktoren) werden bei uns von einzelnen Rechnern CRELLES
Rechentafeln viel gebraucht. Selbstverstéandlich auch bei mehrmals gleich-
bleibendem Multiplikandus. Solange es sich nur um Faktoren unter Tau-
send handelt, lassen sie das Ergebnis fertig ausgerechnet einfach abschrei-
ben, handelt es sich um Multiplikationen mit noch so grofl3en Faktoren, so
stellen sie ein groflRes ,Ein mal Eins mit je dreistelligen Zahlen* dar, sie
lassen so alle Zwischenprodukte abschreiben und tberlassen dem Rechner
nur die Summierung der Zwischenprodukte. Diese CRELLEsche Rechen-
tafeln sollten bei uns in viel reichlicherer Anwendung sein; es sollte in der
Tat jeder Rechner mit ihnen umzugehen wissen. Man kann nicht jeden
Rechner mit einer teueren Rechenmaschine ausristen, aber leicht die ge-
niigende Anzahl CRELLEscher Rechentafeln in der Bibliothek des Amtes
zur Verfligung stellen®,

Der Autor vergift nicht, auch auf einen Nachteil der Tafeln hinzuweisen:
,,... das Arbeiten mit ihnen erfordert ein fortwahrendes Hin- und Her-

blattern .,

Der Vollstandigkeit halber sei die Ansicht MAYETSs Uber die
Logarithmentafel hinzugefgt:

,,Dem Handrechnen gegentiber gewahrt die Benutzung der Logarithmen-
tafeln bei der Multiplikation sehr geringen und nur bei der Division einen
merklichen Vorteil*. Er begriindet dieses Urteil mit der Schreibarbeit, die
bei Anwendung einer Logarithmentafel notwendig wird. Abschliel3end
kommt der Berichterstatter zu dem Urteil, dal? fur die Rechnungsart Multi-
plikation die Logarithmentafel, die Tafeln von CRELLE und, als Ergebnis
der Untersuchung, besonders die Rechenmaschinen Brunsviga und Burk-
hardt / Thomas zu bevorzugen sind.

Uber die Verwendung von Produktentafeln lassen sich aus der
Stellungnahme des Berichterstatters mehrere Erkenntnisse gewinnen:

1. Rechentafeln, allen voran die von CRELLE, waren in seinem Amt und
mit Sicherheit auch bei anderen vergleichbaren Institutionen, die mit
zahlreichen Multiplikationen und Divisionen zu tun hatten, wie Banken,

' Eine von MAYET vorgeschlagene Anderung der Tafelausstattung, namlich die Anbringung
von seitlichen Registern, haben andere Herausgeber von Rechentafeln aufgegriffen.
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Versicherungen®, Handelshausern und nicht zuletzt technischen und
wissenschaftlichen Institutionen®, das Rechenhilfsmittel der Wahl.

2. Der Ersatz der Rechentafeln durch leistungsfahigere Rechenmaschinen
erfolgte nur langsam und z6gernd, obwohl die deutsche Industrie bereits
ab dem Ende des 19. Jahrhunderts Rechenmaschinen anbieten konnte.

3. Bei der Wahl unter mehreren Rechenhilfen war sicher nicht nur fir den
zitierten Berichterstatter neben der Art und der Menge der anfallenden
Rechenoperationen auch das Preis-Leistungsverhaltnis ausschlagge-
bend. Produktentafeln waren im Vergleich zu den Rechenmaschinen,
deren Preis zunachst als sehr hoch angesehen wurde, duRerst billig.

Die Nachfrage nach Produktentafeln 1aRt sich recht gut am Angebot auf
dem Buchermarkt ablesen. Im Buicherverzeichnis fir die Jahre 1911 bis
1914 [145] sind, soweit sich dies aus den aufgefiihrten Titeln rekonstruie-
ren lalt, unter dem Stichwort Rechentabellen acht Multiplikations- und
Divisionstafeln aufgefuhrt. In dieser Zahl sind die speziell auf den Handel
zugeschnittenen Multipliziertabellen fir MaR- und Gewichtseinheiten nicht
beriicksichtigt. BEYRODT [55] nennt in seiner Aufzéhlung 31 Multipli-
zier- bzw. Produktentafeln, die zwischen 1901 und 1931 erschienen sind
sowie 10 weitere Tafeln ohne Jahresangabe.

Rechen- und Multipliziertabellen boten Buch- und Burobedarfshandel bis
Uber die Mitte unseres Jahrhunderts an. Wir verweisen neben zahlreichen
anderen auf die Multi-Divi-Rechentabellen, auf den Verlag RECORD
GmbH in Berlin und auf den Universal-Calculator von BERGMANN.
Letzterer brachte u.a. ein Tabellenbuch [54] heraus, welches zur Erleichte-
rung der Additionen von Zwischenergebnissen mit einem Addiergerat mit
Hakenzehner(lbertrag ausgestattet war.

Zurlckgedrangt wurden die Produktentafeln erst durch die Handrechen-
maschinen. Letztendlich vollkommen ersetzt wurden beide, Produkten-

tafeln und Handrechenmaschinen, durch die preiswerten und handlichen
elektronischen Taschenrechner.

2 Es ist sicher kein Zufall, daR ein Exemplar von CRELLES Erleichterungstafeln im
Besitz des Verfassers die Besitzstempel zweier Versicherungsgesellschaften tréagt.

*# Zu den Hilfsmitteln bei astronomischen Berechnungen fiihrt EAMES [123] aus:
,,Crelle‘s Calculating Tables was the most often used reference for any scientist whose
work involved a great many multiplications*.
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4. Multiplikationsverfahren bei Tafeln mit nur einem
Eingang

Die bisher aufgezahlten und beschriebenen Multipliziertafeln sind durch
zwei Eingédnge flr die beiden Produktfaktoren gekennzeichnet. Sofern die
Faktoren eines Produktes in der Tafel enthalten sind, 1&Rt sich das Ergebnis
unmittelbar ablesen oder durch Addition von Teilprodukten, die ebenfalls
der Tafel entnommen werden kdnnen, gewinnen.

Darber hinaus wurden Rechenverfahren entwickelt, die es erméglichen,
unter Zuhilfenahme von Tafeln mit nur einem Eingang Multiplikationen
auf Additionen und Subtraktionen zuriickzufiihren. Zwei Verfahren, die auf
diesem Prinzip beruhen, ergeben nur angenédherte Resultate. Es sind dies
die Logarithmentafel und die prostapharetische Methode, auf die wir
nachfolgend kurz eingehen.

4.1. Die Logarithmentafel

Die Verwendung von Logarithmen - sie darf als bekannt vorausgesetzt
werden — nutzt die Beziehung

log (ab) =log a + log b
Um das Produkt zweier Zahlen zu finden, wird zu jeder Zahl ihr Logarith-
mus in einer Tafel aufgesucht und die beiden Tafelwerte werden addiert.
Nach Aufsuchen der errechneten Summe als Tafelwert in der Logarith-
mentafel ist das zugehorige Argument das gesuchte Produkt.

4.2. Die prostapharetische Methode

Die prostapharetische Methode stutzt sich auf trigonometrische Beziehun-
gen wie z.B.

2sinasinb =cos (a-b)-cos (a+b) oder

2c0s a cos b =cos (a - b) + cos (a + b)

Mit der ersten Formel werden die beiden zu multiplizierenden Zahlen zu-
néchst nach Multiplikation oder Division mit einer Potenz von 10 als
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Funktionswert™ in einer Sinustafel aufgesucht und die zugehdrigen Winkel
a und b entnommen. Im n&chsten Schritt werden sowohl die Summe als
auch die Differenz beider Winkel berechnet und anschlie’end der zugeho-
rige Kosinus aus der Tafel abgelesen und subtrahiert. Nachdem das Ergeb-
nis halbiert und die zuvor eingefiinrte Veranderung durch eine Potenz von
10 wieder riickgangig gemacht ist, liegt das gesuchte Produkt vor®.

Hierzu ein Rechenbeispiel unter Verwendung vierstelliger Winkelfunk-
tionswerte:

Gegebensei 442 x 71 = ?

Reduktion der beiden Faktoren
442 x 71 = 10°(0,442 x 0,71)

Aufsuchen des jedem Faktor entsprechenden Winkels in der Tafel
0,71 = sin 45°14¢ a = 45°14¢
0,442 = sin 26°14°¢ b

26°14°
Differenz beider Winkel
a-b=19° aus Tafel cos 19° = 0,9455

Summe beider Winkel
a+ b =71°28“ aus Tafel cos 71°28°“ = 0,3179

Differenz beider Tafelwerte 0,6276
halbe Differenz 0,3138
Unter Berucksichtigung der vorherigen Reduktion lautet das Ergebnis
10° x 0,3138 = 31380 (richtigist 31382).

Bei der zweiten der einleitend angegebenen trigonometrischen Beziehung
ist der Vorgang sinngeman.

Die prostapharetische Methode hatte vor Erfindung der Logarithmen grofRRe
Bedeutung bei Berechnungen in der Astronomie [1]. Bis auf Ausnahmen

“ Dieser Zwischenschritt ist deshalb erforderlich, weil die Funktionswerte der
Winkelfunktionen sinus und cosinus im Bereich zwischen -1 und +1 liegen.

* Zu Formeln gleicher Art fir mehr als zwei Faktoren siehe die ENCYKL. D. MATH.
WISS. [4], Abschn. Numerische Tafeln, 6. Multiplikationstafeln mit einfachem
Eingang.
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sind die Funktionswerte der Logarithmus- und der Winkelfunktionen nur
als unendliche (und nicht periodische) Dezimalbriiche darstellbar. Mit ihrer
Hilfe ist daher nur ein angenéhertes Resultat zu erzielen, dessen Genauig-
keit von der Genauigkeit der benutzten Tafel abhangt und dessen Brauch-
barkeit von der Praxis bestimmt wird.

4.3. Tafeln der Viertelquadrate

Ein Verfahren mit exakten Ergebnissen, bei dem die Multiplikation auf
Additionen und Subtraktionen zurickgefihrt wird, liefert die Anwendung
einer Quadrattafel. Grundlage des Verfahrens ist die Beziehung

X+Yy 2 X—=Yy 2
Xy:( 2 j_( 2 j
Der Gebrauch der Quadrattafel zur Multiplikation zweier ungleich grol3er

Faktoren wurde bereits 1690 von LUDOLFF [85] im VVorwort zu seiner
Quadrattafel beschrieben. Eines seiner Anwendungsbeispiele lautet:

89013 x 479 = ?

1. Faktor = 89013; 2. Faktor = 479

halbe Summe beider Faktoren = 44746
zugehoriges Quadrat aus der Tafel 2002204516
halbe Differenz beider Faktoren = 44267
zugehoriges Quadrat aus der Tafel 1959567289
die Differenz der Quadrate 42637227

ergibt das gesuchte Produkt.

Die obige Formel

(2%

fuhrte in der Schreibweise
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_ x4y (x=y)°
4 4

Xy

zu den Tafeln der Viertelquadrate, die zu jeder Eingangszahl ein Viertel
ihres Quadrates angeben.

Nach den Angaben
e inder ENCYKL. D. MATH. WISS. [4], Abschn. Numerische Tafeln,
e in THE ENGLISH CYCLOPAEDIA [5], Stichwort Table und

e bei GLAISHER [6]
erschienen bis zur Wende des 19. Jahrhunderts folgende Tafeln der Viertel-
quadrate, wiederum geordnet nach dem Wertebreich der Eingangszahl:

2 000 LESLIE, 1820 [84]
(Nachdruck der Tafel von VOISIN)

3149 GALBRAITH, 1836 [73]
(Nachdruck der Tafel von VOISIN)

20000 VOISIN, 1817 [105]
BURGER, 1817 [59]
CENTNERSCHWER, 1825 [62]
BOJKO 1909 [57]
30 000 KULTIK, 1652 [81]
40 000 MERPAUT, 1832 [88]
100 000 LAUNDY, 1856 [83]

200 000 BLATER, 1889 [56]

Den Gebrauch der Viertelquadrate erlautern wir an der Tafel von
LAUNDY.
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4.3.1. Die Tafel von LAUNDY

Um das Viertelquadrat einer Zahl zu finden ist zunéchst die Seite

(Abb. 31 a und b) aufzuschlagen, in deren Uberschrift die gegebene Zahl
enthalten ist. Sodann wird diese Zahl ohne ihre letzte rechte Ziffer in der
mit N gekennzeichneten Spalte aufgesucht und die gleiche Zeile nach
rechts bis in die mit der letzten Ziffer der Eingangszahl tiberschriebene
Spalte verfolgt. Die dort aufgefundene Zahl ist nach links um die néchste in
der Spalte O freistehende Zifferngruppe in oder oberhalb dieser Zeile zu
ergénzen. Sofern die zuerst aufgefundene Zahl mit einem Sternchen mar-
kiert ist, muB die ndchste freistehende Zifferngruppe in der Spalte 0 unter-
halb dieser Zeile genommen werden. Der Bruchteil 0,25, wie er bei unge-
raden Eingangszahlen auftritt, wird in den Tafeln der Viertelquadrate nicht
mit aufgefuhrt, da Summe und Differenz zweier Faktoren stets entweder
beide gerade oder beide ungerade sind und dieser Bruchteil bei der Sub-
traktion der Tafelwerte wieder verschwindet.

Fir die Aufgabe

27646 x 22619

sind zu errechnen und aus der Tafel abzulesen:
Die Summe beider Faktoren 50265

ihr Tafelwert 631642556
die Differenz beider Faktoren 5027

ihr Tafelwert 6317682
die Differenz der Tafelwerte 625324874

ist das ge suchte Produkt.

Fur Divisionen sind Viertelquadrattafeln nicht geeignet.
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Abb. 31a und b:

Zwei Seiten aus der Tafel der Viertelquadrate von LAUNDY.
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Auf weitere Einrichtungen und die vielfaltigen Anwendungsmdoglichkeiten
der Tafel von LAUNDY gehen wir nicht ein, sie konnen der Einleitung zu
dieser Tafel entnommen werden*®.

4.3.2. Besondere Merkmale von Viertelquadrattafeln

Produkte mit Hilfe von Viertelquadraten zu finden erfordert den zweimali-
gen Eingang in die Tafel und drei Nebenrechnungen. Der zusatzliche Auf-
wand wird durch den Vorteil des geringen Umfangs dieses Tafeltyps auf-
gewogen, wie folgende Uberlegung zeigt:

Steigen beide Produktfaktoren bis 10" so enthalt eine vollstandige Produk-
tentafel mit zwei Eingéngen 10™ Tafelwerte. Eine Viertelquadrattafel hin-
gegen muB nur Tafelwerte bis zur Summe beider Faktoren, also bis 2 x 10",
besitzen.

In die Praxis Ubersetzt bedeutet dies: Eine Produktentafel mit den Wertebe-
reichen beider Faktoren bis 1000, wie z.B. die Rechentafeln von CRELLE,
fuhrt knapp eine Million Tafelwerte auf, wahrend eine Tafel der Viertel-
quadrate fir die gleichen Wertebereiche der Faktoren nur 2000 Tafelwerte
umfalit.

Welch geringen Umfang Tafeln fiir Viertelquadrate besitzen kénnen, zei-
gen die Tafeln von BOJKO und BLATER. Bei BOJKO sind 20 000 Tafel-
werte zur Multiplikation zweier Zahlen bis zu vier Stellen auf 20 Seiten
untergebracht, wéhrend die Tafel von BLATER 200 Seiten umfalt und mit
200 000 Tafelwerten zur Multiplikation zweier funfstelliger Zahlen geeig-
net ist*’. Uber die Zahlenanordnung in den beiden genannten Tafeln filhrt
WERKMEISTER [45] aus:

*® Der Herausgeber beschreibt darin ausfihrlich auch das Verfahren zur Berechnung der
Tafelwerte. Er nutzt dabei die Beziehung
n*/4=(n-1)>?/4+025+(n-1)x05

d.h. das Viertelquadrat eines Arguments errechnet sich aus dem Tafelwert des um 1
verminderten Arguments, vermehrt um den konstanten Summenden 0,25 und die Hélfte
des vorhergehenden Arguments. Auf diese Weise kann die Berechnung der Tafelwerte
auf fortgesetzte Additionen zurlickgefuhrt werden. Weitere Vereinfachungen bei den
Berechnungen ergeben sich aus der Vernachlassigung des Bruchteils 0,25 in Tafelwer-
ten mit ungeraden Argumenten und aus den Wiederholungen einzelner Ziffern.
LAUNDY weist ausdrtcklich darauf hin, daf mit Hilfe dieser Vorgangs weise die Zu-
verlassigkeit der Tafel — ein Problem aller Rechentafeln — bedeutend erhéht wird.

‘" Demgegeniber mifite eine vollstandige Produktentafel mit zwei Eingangen fiir
Faktoren bis zu finf Stellen (d.h., bis 99 999) geringfligig weniger als zehn Milliarden
Produktzahlen beinhalten.
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,,Das Zusammendrangen der Tafel von BOJKO auf eine so geringe Anzahl
von Seiten wurde durch die Zerlegung der Viertelquadrate in drei Ziffern-
gruppen erreicht, die fiir gewisse unter sich in Zusammenhang stehende
Argumente Ubereinstimmen. Die Bentitzung der Tafel ist infolge der Drei-
teilung der Tafelwerte und der sonstigen durch das Zusammendrangen auf
einen kleinen Raum bedingten Einrichtungen der Tafel nicht mehr so ganz
einfach. Dasselbe gilt von der weiterreichenden Tafel von BLATER, die nur
auf 200 Seiten untergebracht ist*.

Auf welche Weise die Dreiteilung der Tafelwerte erzielt wurde, erklaren
wir an der Tafel der Viertelquadrate von BLATER.

4.3.3. Die Tafel von BLATER

Vor Gebrauch dieser Tafel mul3 die Eingangszahl in zwei Zifferngruppen
getrennt werden: in die Tausender und in die restlichen drei rechten Zif-
fern. Beide Zifferngruppen legen fest, welche der Tafeln zu verwenden ist
und dienen zudem als deren Eingange. Auf zwei zusammengehdrigen und
mit den Signaturen a und b gekennzeichneten Seiten stehen vier Tafeln
(Abb. 32a und b). Wahrend die Wertebereiche der Eingange flr die zweite
Zifferngruppe in allen vier Tafeln die gleichen sind (Abb.32 in der oberen
Zeile n jeder Tafel 200 - 209), unterscheiden sich die Tafeln in den Werte-
bereichen fir die Zifferngruppe der Tausender. Letztere sind in der Spalte
links auf3en unter N aufgefiihrt. Die Tafeln auf den mit a gekennzeichneten
Seiten sind fir die ersten (Tausender)-Zifferngruppen bis 99, die Tafeln auf
den mit b gekennzeichneten Seiten fir die ersten Zifferngruppen zwischen
100 und 199 vorgesehen. Ist die erste Zifferngruppe gerade,so wird die Ta-
fel 1, bei einer ungeraden ersten Zifferngruppe die Tafel 11 benutzt.

Ein Ablesebeispiel verdeutlicht die Auswahl und den Gebrauch der Tafeln.
Gesucht sei der Tafelwert zur Eingangszahl 112204. Die erste Tausender-
Zifferngruppe lautet 112, die zweite Zifferngruppe 204. Zunéchst werden
diejenigen Tafeln aufgeschlagen, deren Wertebereich fir die zweite Zif-
ferngruppe in der oberen Zeile die Zahl 204 enthélt. Diese Tafeln stehen
auf den Seiten 200a und 200b (Abb.32), Da die Zifferngruppen der Tau-
sender (112) groRer als 100 und gerade ist, kommt Tafel | auf Seite 200b
zur Anwendung, In dieser Tafel wird in der linken Spalte unter N die Zif-
ferngruppe 112 aufgesucht.
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21 a.

L.

]
N+n 200 | 201 202 203 | 204 205 205 { 207 208 200

A B
0 0 10 10 10 10 10 10 10 10 10 10
2 1 | 210 | 211 212 213 | 214 215 216 | 217 218 219
4 4 410 412 414 416 418 420 422 : 474 426 428
§ 9 | 610 | 613 616 619 | 622 625 633 | 631 634 637
8 16 | 810 | 814 818 822 | 8% 830 834 | 838 842 846
10 9 | 010 | 015 020 025 | 030 035 040 | 045 050 035
12 37 | 210 | 216 222 9228 | 234 - 240 246 | 252 9258 264
14 50 | 410 | 417 424 431 438 445 452 | 450 466 473
; : : : S ok :
96 23 | 610 | G5B TOG 764 802 850 898 | 046 994 042
as | 2410 | 810 | 839 908 957 | *006 *055 *104 = *153 *202 *251
C 000 i 100 201 302 | 404 506 609 | 712 816 920
, .

20{a.

1L
N4n 200 | 201 202 203 ‘ 204 205 206 ‘ 207 208 209

A B

1 o | 360 360 561 561 | 362 863 363 | 364 364 365
3 o | 560 | 561 563 BG4 | 566 568 569 | 571 572 574
5 6 | 760 | 762 765 767 | 70 T3 775 | 7TI8 780 788
7 12 | 960 | 963 967 970 | 974 78 es1 | @85 6ss 9w
9 @1 | 160 | 164 169 173 | 178 183 187 | 192 196 201
11 31 | 360 | 365 371 376 | 382 388 303 | 399 404 410
13 43 | 560 | 566 573 57 , 586 593 599 | 606G 612 619
156 a7 760 67 TTh TRI | 5| 813 820 828

i
‘ | 790 7985 805

09 2460 160 | 209 253 308 458 408 457 DT EBE 606

: |
97 2361 960 *Q0B *007 *105 | <164 *203 *251 | *300 *348 *397
|

212 816 420

c 000 l 600 201 802 | 404 006 60 |

Abb. 32a und b:
Zwei Seiten aus der Tafel der Viertelquadrate von BLATER, gekurzt und verkleinert.
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200b.

1
N+n 200 |- 201 202 208 : o4 205 206 | 207 208 200

A B

1000 | 2310 | o0 | o060 110 160 | 210 260 310 | 360 410 460
02 | =611 | 210 | 261 sz Ees lL 414 465 516 | BGT 618 669
104 | 2714 | 410 | 462 514 b66 Gl G670 922 | 714 826 RIB
106 | 2819 | 610 | 663 716 769 822 875 U928 | OR1 034 *087
108 2026 A10 BG4 g1 472 26 *OR0 %134 *1RR  *242 *296
110 | 3086 | 010 | 065 120 175 930 285 240 | 395 450 50O
112 a147 210 266 123 978 | 404 440 a6 GO2 Go8 714
114 3260 | 410 | 467 524 81 | G638 GUH TH2 | KOO BGG 428
196 | 9693 | G0 | 708 806 904 | *002 *100 *198 | 206 =304 492
198 | 9820 | B10 | 909 *0OB *107 | *206 *300 *404 1 503 02 *T01
C 000 | 100 201 802 404 50G B0O | 12 816G 920

2001,

11,
Nin 200 201 202 203 | 204 205 2006 | 907 208 9

A B

101 o560 | 36 410 461 511 562 613 GG63 | 714 764 815
103 | 2662 | 560 611 663 714 766 B18  BGO | 921 672 *04
104 2766 T60 812 BED 017 970 *023  *07h *128 %180 =*233
107 | 2872 | 960 | *0O13 *OGT *120 | *174 *298 =981 | *535 58§ 442
100 2081 160 914 oG9 3248 aTe 4493 487 42 HUTH fial
111 2091 360 415 471 026 582 i3s a3 T49 B4 860
113 3203 G0 G16 G673 729 TEG  H43 a5 956 *012  *LG9
115 a317 TG0 217 B1G 052 950 *o4R *100 *1G63 *2320 +278
A | : e ] el N 3 i . )
197 | 9721 | 960 | Y058 *157 *206 | *354  *453 *GH1 | *GO0 *T4R 84T
199 | 9920 | 160 950 350 458 | DH58 G5B 747 | 857 966 O0G
C 000 600 201 802 | 404 006 609 | 219 BIG 420
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Rechts daneben steht in der Spalte unter A die erste (linke) Zifferngruppe
A (3147) des Ergebnisses. In der gleichen Zeile finden wir unterhalb von
204 in der obersten Zeile n die zweite (mittlere) Zifferngruppe B (434) des
Ergebnisses. Sofern diese Zifferngruppe B mit einem Sternchen versehen
ist, muld zur zuvor gefundenen Zifferngruppe A eine 1 addiert werden. Am
unteren Ende der gleichen Spalte schliellich steht in der Zeile C die dritte
(rechte) Zifferngruppe C (404) des Ergebnisses. Der gesuchte Tafelwert
lautet somit

(112204)° / 4 = 3147 434 404
A B C

Unter Zuhilfenahme der beschriebenen Dreiteilung der Tafelwerte und
ihrer rechteckigen Anordnung wird die Wiederholung einer groRen Anzahl
identischer Zifferngruppen vermieden®® ohne den Gebrauch der Tafel we-
sentlich zu erschweren.

Die Zusammenhé&nge zwischen den Tafeleingdngen und den Ziffern-
gruppen des Ergebnisses werden sichtbar, sobald man das Argument als
Summe aus seinen beiden Zifferngruppen darstellt und ausmultipliziert*.
Zur Vereinfachung der Erlduterungen behalten wir die Benennungen der
Zifferngruppen des Ergebnisses mit A, B und C bei. Weiterhin bezeichnen
wir die beiden Zifferngruppen der Eingangszahl mit t (Tausender) und
r (restliche Ziffern).
Mit diesen Symbolen notiert enthélt die Tafel die Tafelwerte

(10% +1)?/4=10°¢/4+10%r /2 + %/ 4

Die Werte, die t und r annehmen, sindt=0-199 und r = 0 - 999.

Im vorhergehenden Ablesebeispiel war t =112 und r = 204. Beide Zahlen
sind gerade. Das Ausmultiplizieren der Eingangszahl ergibt

*® Nach den Angaben im Vorwort der Tafel 2,25 Millionen Ziffern.

* Die theoretische Abhandlung soll lediglich dem Verstandnis des Tafelaufbaues
dienen. Sie berechtigt nicht zu der Annahme, daR die Zifferngruppen des Ergebnisses
auf diesem Weg ermittelt wurden. Uber die Vorgangsweise BLATERS ist uns nichts
bekannt. Wir wissen lediglich, daB er zum Erstellen des Werkes nach eigenen Angaben
eineinhalb Jahre bendtigt hat.
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(10° x 112 + 204)* /7 4 =

10° x 112? /4 3136 000 000
+ 10% x 112 x 204 / 2 11 424 000
+ 204°% /4 10 404

3147 434 404
A B C

Sind t und r ungerade, wie im Argument 107203 (t = 107 und r = 203),
so ergibt sich

(10° x 107 + 203)* /7 4 =

10° x 107% /7 4 2862 250 000
+ 10% x 107 x 203 / 2 10 860 500
+ 203%2 / 4 10 3023,25

2873 120 802,25
A B C

Zundchst ist zu erkennen, da C mit Ausnahme eines konstanten Summan-
den nur von r abhdngt. Aus diesem Grunde stehen in den Tafeln die Zif-
ferngruppen C am unteren Ende der Spalten, die mit den Eingangszahlen r
(iberschrieben sind>. Sofern t und r ungerade sind, entsteht mit dem Sum-
manden tr/2 der Bruchteil 0,5, der als Ubertrag der GroRe 10% x 0,5 = 500
zu C hinzuaddiert ist. In allen zusammengehérigen Tafeln | und 11 sind da-
her die Zifferngruppen C fur gerade r identisch.

Bei ungeradem r unterscheiden sie sich um die Differenz>* 500. Das Auf-
treten dieses konstanten Summanden und die oben beschriebene Identitat
der Zifferngruppen C sind die Griinde, warum die Tafeln nach den Ein-
gangen t gerade und t ungerade getrennt wurden. Die Zifferngruppe C ist
stets dreistellig angegeben. Die Tausender aus dem Ergebnis der Berech-
nung von C werden zur Zifferngruppe B addiert.

Die Zifferngruppen B sind tber den Summanden tr / 2 von t und r ab-
h&ngig. Sie werden daher in den Tafeln im Rechteck angeordnet. Ihr Wert
setzt sich additiv aus den Tausenderziffern des Ergebnisses der Berechnung

* An anderer Stelle wurde bereits darauf hingewiesen, daf} die Bruchteile 0,25 der
Viertelquadrate ungerader Argumente in den Tafeln nicht mit aufgefthrt sind.

> Bei der Zifferngruppe C = 219 in Tafel 200bll handelt es sich um einen Druckfehler;
richtig ist der Wert 212.
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von C und den drei rechten Ziffern des ganzzahligen Zahlenwertes von

tr / 2 zusammen. Sofern t, wie in allen Tafeln, mit dem Kennzeichen 11
ungerade ist, ist noch 250 hinzuaddiert. Dieser Summand entsteht aus

10° x 0,25, weil der Zahlenwort von t? / 4 fiir ungerade t den Bruchteil 0,25
besitzt. Als Zifferngruppe B werden jedoch wie bei C nur die drei rechten
Ziffern der obigen Summe angegeben; ihre Tausenderziffern sind ein
Summand bei der Berechnung von A. Die Zifferngruppen A schlielich
héngen allein von t ab. Sie stehen daher in einer Spalte neben den Ein-
gangszahlen t. Ihr Wert errechnet sich aus dem ganzzahligen Anteil von

t? / 4, vermehrt um die Tausender, die bei der Berechnung von B aufgetre-
ten sind. Ein Ubertrag aus dem Summanden r? / 4 erfolgt nicht, da er
héchstens den Wert 999% / 4 = 249 500,25 annehmen kann.

Sofern in einer Zeile der Tafeln alle Ubertrage aus den Berechnungen von
B konstant bleiben, ist dieser Ubertrag dem Viertelquadrat von t hinzu-
addiert. Bei ungleichen Ubertragen in einer Zeile ist nur der kleinere Uber-
trag im Viertelquadrat von t enthalten. In diesem Fall tragen dann alle Zif-
ferngruppen B mit dem gréReren Ubertrag ein Sternchen als Markierung,
Trifft der Benutzer auf eine dergestalt markierte Zifferngruppe, so mul3 er
die Zifferngruppe A um 1 erhéhen. In der Zeile t = 198 der Tafel 200bl
steht beispielsweise die Zifferngruppe A = 9820. Sie setzt sich zusammen
aus 1982/ 4 = 9801 plus 19 als Ubertrag aus den Berechnungen von B. Ab
r = 202 und groRer betragt der Ubertrag 20, weshalb alle Zifferngruppen B
unter r = 202, 203 usw. mit einem Sternchen markiert sind®.

Auf weitere Zusammenhange der Tafelinhalte gehen wir nicht ein. Alle
Anwendungsmaoglichkeiten der Tafel sind im Vorwort von BLATER an
Beispielen eingehend erldutert.

4.4. Tafeln der Dreieckszahlen

Ein anderes Verfahren, die Multiplikation durch Additionen und Subtrak-
tionen mit exaktem Ergebnis zu ersetzen beruht auf der Verwendung von
Dreieckszahlen. Zwischen der Eingangszahl x und der zugehorigen Drei-
eckszahl T, besteht die Beziehung

%2 Eine gleichartige Losung des Problems wechselnder Ubertrage wurde auch bei der
Erleichterungstafel von CRELLE angewandt.
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Ty=(X(x+1)/2

Zu den Argumenten 0 bis 9 lauten die Dreieckszahlen

—— -
w N = O

OO NOOUIPWNEFO
_l
~
1
=
o

Auf der Basis der Dreieckszahlen l&i3t sich ein Produkt xy nach den
Beziehungen

Xy = Tx-l + Ty - Tx-y-l

oder

Xy =Tx+ Tya-Txy
berechnen.
Die Indices der Tafelwerte T werden aus den beiden Produktfaktoren x und
y errechnet. Sie sind gleichbedeutend mit den Eingangszahlen in die Tafel.

Mit Hilfe der oben aufgefiihrten Aufstellung von Dreieckszahlen fir die
Eingangszahlen 0 bis 9 errechnet sich beispielsweise das Produkt
7 X 6 wie folgt:

53 Der Name Dreieckszahl riihrt daher, da mit einer Anzahl von Ty Elementen ein
Dreieck gelegt werden kann, das aus Reihen von 1, 2, 3, ... Elementen besteht.
Bildliche Darstellung:
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X = 7; y =6
Te + Te — To =21 + 21 - 0 = 42
oder

T, + Ts = Ty =28 + 15 - 1 42 .

Die Multiplikation erfordert demnach neben der Errechnung der Eingangs-
zahlen den dreimaligen Eingang in die Tafel sowie eine Addition und eine
Subtraktion. Das Beispiel macht deutlich, dal’ eine Tafel der Dreieckszah-
len lediglich so viele Zahlenwerte enthalten mul3, wie der grélere der bei-
den Produktfaktoren angibt, mithin noch weniger als die Tafeln der Vier-
telquadrate.

Bis 1900 erschienen nur zwei Tafeln mit Dreieckszahlen. Nach den Anga-
ben, die wir der ENCYCL. D. MATH. WISS. [4], Abschn. Numerische
Tafeln, und dem Report von GLAISHER [6] entnehmen, handelt es sich,
geordnet nach dem Wertebereich der Eingangszahlen, um die Tafeln
20 000 de JONCOURT, 1762 [79]
100 000 ARNAUDEAU, 1896 [52], bisher nur in einem
Bruchstiick verdffentlicht, vgl. hierzu [71]

Die Tafeln der Dreieckszahlen fanden keine nennenswerte Verbreitung.

. Multipliziertafeln nicht-dezimaler Positionssysteme

Das Positionssystem der Ziffernschreibung 1aRt sich auf jeder beliebigen
Zahl groRer als 1 aufbauen. Auf der kleinsten Basis 2 beruht das Dual-
system™*. Es eignet sich besonders fiir Rechenmaschinen, deren Schalt-

> Mehrere Abhandlungen tber das Dualsystem und tiber bindre Arithmetik verfal3te
LEIBNITZ (vgl. dazu [40]). Eine Rechenmaschine, die mit Dualzahlen arbeitet, wurde
von ihm ebenfalls konzipiert [136], [143 ].
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organe nur zwei unterscheidbare Zustdnde annehmen kénnen. Auf der

groRten in der Praxis verwendeten Basis 60 fulRt das Sechziger- oder

Sexagesimal-System, dem wir wegen seiner Bedeutung in der Geschichte

der Mathematik und wegen des Umfangs des zugehdrigen Einmaleins

einen gesonderten Abschnitt (5.2.) widmen.

Zu den besonderen Eigenschaften eines Positionssystems gehdren

o die Teilbarkeit der Basiszahl und damit verbunden die Mdglichkeit,
Multiplikations- und Divisionsaufgaben abgekurzt ausfiihren zu kénnen
sowie

e die Anzahl der einstelligen Zahlen, die wiederum

e die Anzahl der Stellen einer Zahl gegebener GroRe und

e den Umfang des kleinen Einmaleins festlegt™.

Die Frage nach der zweckmaRigsten Basiszahl wurde in der VVergangenheit
immer wieder diskutiert, zuletzt besonders eingehend im Zusammenhang
mit der Vereinheitlichung von Mal} und Gewicht in Europa gegen Mitte des
letzten Jahrhunderts. In der Umstellung der MaR3- und Gewichtseinheiten
und ihrer Unterteilungen sahen die Befiirworter der nichtdezimalen Teilung
eine geeignete Gelegenheit, eine andere Basiszahl als 10 einzufiihren.

5.1. Multipliziertafeln flr Systeme mit der Basis 8 und 12

Ein besonderer Vorzug wurde den Basiszahlen 8 und 12 zuteil, weil 8
durch 2 und 4; 12 durch 2, 3, 4 und 6 ohne Rest teilbar sind. Als Vorteil der
Basiszahl 8 wurde zudem angesehen, dal’ das vollstandige kleine Einmal-
eins nur 49 Produkte umfal3t. Uneinigkeit herrschte jedoch in der Auf-
fassung darlber, ob die 121 Produkte des Einmaleins im 12er-(Duodezi-
mal-)System die menschliche Aufnahme- und Merkfahigkeit Gberschreiten
oder nicht. Uber die zweckmaéligste Basiszahl erschienen zahlreiche Ab-
handlungen. Wir zitieren hier zwei Autoren, die ihre Argumente durch
Multipliziertabellen erganzen.

MARIAGE [31] schlug die Basiszahl 8 vor. Die Vergleichs- und Umrech-
nungstabellen zwischen Oktal- und Dezimalzahlen sowie das kleine Ein-
maleins bis 7 x 7, die er seiner Schrift beifligte, sind in Abb. 33 wiederge-
geben.

% Mit einer Basiszahl n umfaRt das vollstandige kleine Einmaleins (n-1)> Produkte, die
Produkte mit dem Faktor Null nicht mitgezahilt.



Die Multipliziertafeln

W e e —Errr e - - - -t oz S
NOMINES NOMDBNES NOMINES NOMIES
— T — — e R g——_
Naveaus | Anclene. [Mowveson | Anclena. |Souvesur | Anclens Mouvesis, Antkenn.
1 1 24 20 &7 a9 72 58
2 2 25 21 S0 S0 T3 54
3 b 26 22 Y| M 7 )]
A & a7 23 53 42 75 il
5 b Jd0 2% B3 # b (i
6 G HY| 25 51 A 71 i3
7 7 a2 26 55 A5 100 64
10 8 a3 27 H0 4G 200 128
11 ] 3% 28 57 57 ann 102
12 10 35 249 G A8 hilx) 2516
13 i1 a6 an 61 49 500 320
145 12 3 11 G2 50 G0 JRE
15 | K] 40 i 6 51 T AR
iG 14 1 43 4 ho 10HH) 512
17 15 42 a5 s | 10HHH) &G
20 16 4 a5 {6 54 1IN J2768
21 17 11 36 67 ] 1IHHHIH 262144
02 18 Lb J7 0 L1H
2] 19 AG R 1 57

e 1 o) =l e e R

NOUVELLE TABLE DE MULTIPICATION PAR NIUIT.

fois

1]
n

1]

2

-

9
A
5
fi
7
1
i

5

o
7

fonl 4

¥ B S o d o
—
=

=
55

NUMERATION Pal 10

Carrd
Culie
Carré
Cube
Carré
Culie
Carre
Culie
tarrd
Cube
Carre
Culie
Carrd
Gl
Carrd
Gl
Carrd

b e D Ll ]

it
16
32
42
6
i
195
124

Hh T

20f
512

65,630
512

font 4
8

16

64

G

519

256G
4096
1024
32,768
A6

962 154
16,185
9,007,152
65,536
16,777,216
262,144

Cnbe 512 262,491 134,217,728 |

Abb. 33:

4

S B = IS

fois & font 20

" ) » o4

" G n an

W i " 1%

n 5 " M

0 [ b H1H

" T n 43

» IH " 5%

n 7 »n 52

" T n il

NUMERATION PAR 8 :

2 fois 2 font i
a i 10
& 4 20
5 a0 100
10 10 100
10 104 1000
20 20 )
0 500 10,(8K)
40 £0 2{HI0
i 2000 100,000
100 100 10,(0H)
1060 AD,000 1,000,000
D(H) 900 FO,000
20 40,0 10,000, 0000
AlK) 00 SN OEHD
00 200,000 1040, 000,000
(600 1000 1,000,000

1000 1,000,000 1,000,000, (K

Zahlen im Oktalsystem: Vergleichstabelle (oben), kleines Einmaleins
(Mitte) und Tabelle der zweiten und dritten Potenzen (unten) bei
MARIAGE.

88



Die Multipliziertafeln 89

FERRARI [21] gab der Basiszahl 12 den VVorzug. Fur die zwei neu
einzufiihrenden Ziffern wahlte er die Zeichen®

o (dezimal 10) und das Zahlwort cappa sowie

d (dezimal 11) mit dem Zahlwort pendo.

Kombinationen der neuen Ziffern ergeben notwendigerweise auch neue
Zahlworter wie z.B.

2w vingt-cappa (dezimal 34) oder

®d cappanta-pendo (dezimal 131).

Abb 34a zeigt eine quadratische Einmaleinstafel bis 10 x 10 (dezimal

12 x 12), Abb. 34b eine Multipliziertabelle bis & x 10, die um die Quadrate
von 117 (dezimal 13%) bis 100? (dezimal 144%) erweitert ist.

FERRARI ergéanzte seine Schrift durch zahlreiche Rechenbeispiele sowie
durch Dividiertabellen und Gegentberstellungen der Zahlen im Dezimal-
und Duodezimalsystem.

Unbestritten ist, daR mit Zahlensystemen zur Basis 8 bzw. 12 ebensogut,
bei einiger Gewohnung auch schneller gerechnet werden kann als mit dem
Dezimalsystem. Die genannten und weitere VVorschlage zur Umstellung der
Basiszahl wurden dennoch nicht verwirklicht.

5.2. Multiplizierhilfen fur Sexagesimalzahlen

5.2.1. Mesopotamische Keilschrifttabellen

Die é&ltesten uns bekannten Multipliziertabellen finden wir auRerhalb unse-
res Kulturkreises und des uns vertrauten Zahlensystems. In Mesopotamien
entstand ab dem 4. Jahrtausend v. Chr. eine hochentwickelte Kultur mit
beachtenswerten mathematischen Fahigkeiten. An Hand von Keilschriftta-
feln, die bei Ausgrabungen gefunden wurden, lassen sich die Besonderhei-
ten der mesopotamischen Mathematik weitgehend rekonstruieren. Ge-
nauere Untersuchungen haben ergeben, dal} das verwendete Zahlensystem
nur in Verbindung mit Rechentafeln einen hohen Gebrauchswert besitzt.

*®wegen typografischer Schwierigkeiten kdnnen die neuen Zahlzeichen im Text hier nur
angendahert wiedergegeben werden.



Die Multipliziertafeln
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Quadratische Einmaleinstafel fur das Duodezimalsystem bei FERRARI
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Abb. 34b:

Multiplizier- und Quadrattabelle fiir das Duodezimalsystem bei FERRARI

Zur Notation diente ein Positionssystem mit der Basis 60. In diesem

Sechziger- oder Sexagesimalsystem hat die Zahl 60 die Bedeutung der
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Basis 10 unseres Dezimalsystems. Die Zahlen 1 bis 59 wurden durch eine
dezimal strukturierte Aneinanderreihung von Keilen und Winkelhaken
festgehalten®’. Der Stellenwert der einzelnen Ziffern in einer Zahl war
jedoch nicht eindeutig festgelegt. Die Sexagesimalzahl®® (13, 46, 12)
konnte beispielsweise

13 x 60% + 48 x 60 + 12 = 49692 oder

13 x 60 +48 + 12 /60 = 828,2 aber auch

13 +48/60 + 12 /3600 = 13,8033
oder sinngemal noch andere Werte ausdriicken.
Ein besonderes Zeichen zur Trennung der Ganzen von den Bruchteilen
wurde nicht benutzt, weil sich die Grol3e einer Zahl in diesem sogenannten
relativen Positionssystem bei so grofRer Basis aus dem Zusammenhang er-
gab. Wie noch zu zeigen sein wird, hielt man an der Unbestimmtheit der
GroRenordnung absichtlich und mit Vorteil fest.

Das Sexagesimalsystem, so ungewohnt es uns heute erscheint, besitzt be-
sonders fur die Bruchrechnung erhebliche Vorteile. Diese leiten sich aus
der Tatsache ab, dal? 60 durch 2, 3, 4, 5, 6, 10, 12, 15, 20 und 30 ohne Rest
teilbar ist. Dem Vorteil bei Bruchrechnungen steht jedoch ein Nachteil ge-
gendber: Das ,kleine* Einmaleins des Sexagesimalsystems reicht von 1 x 1
bis 59 x 59 = (58, 1), umfalit also 3481 Produkte bzw. unter Berticksichti-
gung des kommutativen Gesetzes immerhin noch 1770 Produkte. Da die
Beherrschung eines derart umfangreichen Einmaleins eine ungewohnliche
Gedé&chtnisleistung erfordert - sie geht quantitativ tber den allgemeinen
Sprachschatz hinaus - ,waren Multipliziertafeln eine zwingende Voraus-
setzung fur Rechnungen im Sexagesimalsystem. Es ist daher nicht verwun-
derlich, daR bei Ausgrabungen unter den zahlreichen Keilschrifttexten ma-
thematischen Inhalts auch Multiplizierhilfen in Form von Tabellen auf Ta-
feln gefunden wurden. Fast alle Tafeln stammen aus der Zeit zwischen
2000 bis 200 v. Chr. Sie bestehen aus Ton, in den vor dem Trocknen mit
einem Stift oder Griffel die Keil- und Winkelzeichen eingedriickt wurden®®.
Die Grole der Tontafeln hédngt von der Anzahl der Tabellen ab, die sie ent-
halten.

Fir die Anordnung der Zahlen auf den Tafeln wurde die tabellarische Form
gewdhlt, d.h. die Vielfachen der in der ersten Zeile stehenden Kopfzahl

*" Hinsichtlich der Art und der Bedeutung der Zeichen wird auf die einschlagige
Fachliteratur verwiesen [7], [10], [12].

* Um Verwechslungen zu vermeiden, setzen wir mehrstellige Sexagesimalzahlen in
Klammern. In Anlehnung an die heute gebréuchliche Darstellungsweise trennt ein
Komma die einzelnen Stellen.

* Eine Rekonstruktion des benutzten Werkzeugs wird von PULLAN [11] beschrieben.
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sind untereinander aufgelistet. Abb. 35 stellt eine Tafel mit den Vielfachen
der Zahl 18 dar. Sie mif3t im Original etwa 4 x 6 cm, so dal sie bequem in
einer Hand gehalten werden kann.

Abb. 35:
Vorder- und Rickseite einer mesopotamischen
Multipliziertabelle mit Vielfachen von 18 (Nachzeichnung)

Die Nachzeichnung einer Multipliziertabelle ftr Vielfache der Zahl 7 findet
man in Abb. 36. Auf der rechten Seite der Abbildung ist die Ubertragung in
unsere Schrift beigefiigt. Das in jeder Zeile vorkommende Zeichen

o—
T? =T wird a-ra gelesen und entspricht in seiner Bedeutung unserem
Wort oder Zeichen mal.
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FEdeC M iz 30
W ﬁc& Vf\é’ a-Ta 40 4,40
Tk Ph& ariso 3550

Abb. 36:

Multipliziertabelle in Keilschrift fur Vielfache von 7
(Nachzeichnung). Rechts die Ubertragung in unsere
Schreibweise

Mit der Frage, fur welche Produktfaktoren Gberhaupt Tabellen angelegt
wurden, hat sich NEUGEBAUER [10] befal3t. Zunachst sind in jeder Mul-
tipliziertabelle an Stelle aller 59 Vielfachen ihrer Kopfzahl nur die 2- bis
20-fachen sowie die 30-, 40- und 50-fachen, insgesamt also 22 Produkte
aufgefihrt. Vielfache, die in einer Tabelle nicht enthalten sind, mussen
demnach additiv zusammengesetzt werden, z.B. 37 x 16, mit Hilfe der Ta-
belle der Kopfzahl 16 aus 30 x 16 und 7 x 16. Durch diese Einschrankung
auf die Werte der gelisteten Produktfaktoren verringert sich der Inhalt der
Tabellen ganz erheblich, die zusatzlich notwendige Addition von Teilpro-
dukten hat man daftr offensichtlich in Kauf genommen. Als Kopfzahlen
selbst wurden die einstelligen Sexagesimalzahlen 2 bis 10, 12, 15, 16, 18,
20, 24, 25, 30, 36, 40, 45, 48, 50 sowie siebzehn zweistellige und eine drei-
stellige Zahl (44, 26, 40) auf Tabellen gefunden oder aus AnschluRzeilen®
in vorhandenen Tabellen abgeleitet. Die zuné&chst naheliegende Vermutung,
dal? die Vielfachen aller 59 einstelligen oder sogar aller 3599 ein- und

% AnschluBzeilen stehen am Ende einer Tabelle und geben an, wie die erste Zeile der
nachfolgenden Tabelle lautet.
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zweistelligen Zahlen tabelliert wurden und ein Grofiteil der Tabellen verlo-
ren gegangen ist, stellte sich als falsch heraus. NEUGEBALER konnte den
Nachweis erbringen, daR andere als die oben genannten Kopfzahlen in
Multipliziertabellen nicht aufgetreten sind. Der Grund fur diese Auswahl
an Kopfzahlen ist darin zu suchen, daR die Tabellen ursprtinglich anderen
Zwecken als der Multiplikation ganzer Zahlen dienten.

Der eigentliche Anlal flr die Erstellung der Tabellen war der, Vielfache
von Stammbriichen® zur Verfiigung zu haben. Mit Hilfe solcher Tabellen
konnte dann die Division b/a als Multiplikationder Form bx1/a
ausgefuhrt werden. Dies besagt nichts anderes, als dal} alle in den Tabellen
auftretenden Kopfzahlen mit Ausnahme der 7 auch als sexagesimale Dar-
stellung ausgewahlter Stammbriiche anzusehen sind®2. Als infolge der
Weiterentwicklung der Mathematik die Bruchrechnung kein besonderes
Problem mehr darstellte, konnte aus den bereits vorhandenen Tabellen un-
ter absichtlicher Beibehaltung der Unbestimmtheit der tabellierten Zahlen
ein geschlossenes Werk von Multipliziertabellen geschaffen werden. Es
genlgte, zu den bereits vorhandenen Tabellen eine weitere mit der Kopf-
zahl 7 hinzuzuftgen, um die Vielfachen der konstanten Faktoren 2 bis 10
sowie 20, 30, 40 und 50 zu besitzen. Die tbrigen Tabellen fur einige zwei-
stellige und die dreistellige Sexagesimalzahl wurden beibehalten, da sie
nach wie vor auch fir Bruchrechnungen gebraucht wurden.

Die besonderen Merkmale der mesopotamischen Multipliziertabellen

fassen wir nochmals zusammen:

e alle berechneten Produkte sind auf mehrere Tabellen verteilt,

e jede Tabelle enthalt nur die Vielfachen eines konstanten Faktors,

e keiner der beiden Faktoren nimmt alle 59 Werte einer einstelligen
Sexagesimalzahl an. Das gesamte Tabellenwerk ist somit nur ein
Ausschnitt des sexagesimalen kleinen Einmaleins.

®t Stammbriichg besitzen eine 1 im Zahler.

%2 Beispielsweise finden sich die Kopfzahlen

50 in 1/(1,12)=(0;0,50) dezimal 1/72

48 in 1/(1,15)=(0;0,48) dezimal 1/75 oder

(44,26,40) in 1/(1,21)=(0;0, 44, 26,40) dezimal 1/81 usw. wieder.
(Anmerkung: In der modernen Notation der Sexagesimalzahlen werden die Ganzen von
den Bruchteilen durch einen Strichpunkt getrennt).
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5.2.2. Sexagesimale Multipliziertafeln in den Landern des Islam und in Europa

Weitee Verbreitung erlangte das Sexagesimalsystem wegen seiner Vorteile
bei Bruchrechnungen durch die Vertreter der rechnenden Astronomie. Der
hellenistische Mathematiker und Astronom PTOLEMAIOS (85? - 165?)
schrieb:

,.Im allgemeinen werden wir die Ansatze der Zahlen nach dem
Sexagesimalsystem machen, weil die Anwendung der Briiche (gemeint sind

die Briiche im griechischen Zahlensystem) unpraktisch ist*®,

Mit dieser Wahl fanden das Sexagesimalsystem und die zugehorigen Ein-
maleins-Zusammenstellungen Eingang in die Wissenschaft, besonders in
die Astronomie der folgenden Jahrhunderte. Da islamische Mathematiker
und Astronomen sich ebenfalls — wenngleich nicht ausschlie3lich — des
sexagesimalen Systems bedienten, erstellten sie ebenfalls sexagesimale
Multipliziertafeln. Von gekirzten Tafeln abgesehen reichen die Werte bei-
der Produktfaktoren von 1, 2,... bis 59 oder 60. Die Tafeln enthalten dem-
nach, im Gegensatz zu den mesopotamischen Multipliziertafeln, mit ca.
3600 ein- und zweistelligen Produkten das vollstandige kleine Einmaleins
und wurden jadwal al-sittini oder jadwal al-nisba al-sittiniya® genannt. In
einer Abhandlung, die um das Jahr 1000 entstand, wird, soweit bisher be-
kannt, erstmals eine vollstandige Tafel islamischen Ursprungs erwéhnt.

Die vermutlich grofRte islamische sexagesimals Multipliziertafel wurde um
1600 angelegt. Das Werk enthalt Produkte

mx n fir die Wertebereiche

m = (0; 1), (0; 2),..., (59; 59), (60; 0) und

n=1,2,..,60.

Es enthalt mithin 216 000 ein- bis dreistellige Zahlen [80]. Produkte der
Art (4;27)x 37 =(2, 44; 39) lassen sich direkt ohne Zwischenrechnung
ablesen. Um eine Ubersichtliche Aufteilung zu erhalten, ist das Zahlen-
material auf 180 Doppelseiten in kleineren rechteckigen Tafeln angeordnet.
Die beiden Produktfaktoren mtssen auf jeder Seite in einer oberen waage-
rechten Zeile und in einer seitlichen senkrechten Spalte aufgesucht werden.
Im Schnittpunkt der Zahlenreihen fiir beide Faktoren steht das gesuchte
Produkt.

%3 Zitiert nach WUSSING [16].

® Tafel der Sechziger* oder ,, Tafel der Sechzigerrechnung* (zitiert nach KING [80]).
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Durch die Ubersetzungen griechischer und islamischer Werke wurden die
Sexagesimalzahlen samt den Multipliziertafeln Bestandteil der Mathematik
des europdischen Mittelalters.

Multipliziertafeln flir Sexagesimalzahlen finden wir daher sowohl in astro-
nomischen Tabellenwerken als auch in Lehrbiichern mathematischen In-
halts, die ausschliel3lich oder in eigenen Kapiteln Rechnungen im Sexage-
simalsystem behandeln.

Als Beispiel fir ein Tabellenwerk zum Gebrauch in der Astronomie kann
das Buch von STRAUCH [104] angeflhrt werden. Unter dem Titel Canon
Sexagenarum enthélt es eine 14 Seiten umfassende Multipliziertafel von

1 x 2 bis 59 x 60. Die Abb. 37 gibt eine gekirzte Abschrift der letzten Seite
wieder.

|“;‘
o

53 54 55 56 57 58 59
31[26.52 [27.25]27.54 [28.25 [28.56 [29.27 [29.58 [ 30.29
32 |27.44 |28,16 |28.48 |29.20 |29.52 |30.24 |30.56 | 31.28
33 |28.36 |29. 9]29.42]30,15 |30.48 [31.21 |31.54 |32.27

54 129.28 |30. 2]13%0.36]3%31.10|31.44 132.18 |32.52 |33.26

%, | ]

57 |4#9.24 |50.21151.18 |52.15 |55.12 [b4. 9|55. 6|56. 3
58150.16 |51.14]52.12 |53.10 |54. 8]55. 6]56. 4|57. 2
29(21. 8|52. 7[55. &|5%4. 5|55. 4|56. 3|57. 2]|58. 1
60|52. 0|53. O|54. 0]|55. O|56. 0|57. O|58. 0]|59. O
02 03 ok 22 26 2 o8 29

Abb. 37:
Letzte Seite des Canon Sexagenarum von STRAUCH, gekirzt

Um das Produkt zweier Faktoren zu finden, ist diejenige Spalte zu wéhlen,
an deren oberem und unterem Ende einer der beiden Faktoren aufgefiihrt
ist. In dieser Spalte steht auf Hohe des in der Spalte links au3en gesetzten
anderen Faktors das gesuchte sexagesimale Produkt. In der beigefligten Ta-
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felabschrift ist z. B. das Produkt 32 x 56 = (29, 52) direkt ablesbar,
Produkte mehrstelliger Faktoren missen durch Additionen der Teilpro-
dukte zwischen den Stellen beider Faktoren gebildet werden.

Die Aufgabe 31° 58¢ x 55¢
wird zusammengesetzt aus den Teilprodukten

31° x 55° = 28° 25°¢ und
58° x 55° = 53¢ 10
Summe 29° 18° 10°¢

Beide Teilprodukte sind der Tafel entnommen.

Da die Stellen einer Sexagessimalzahl wie in obigem Beispiel durch be-
sondere Zeichen markiert wurden, ergédnzte man die Multipliziertafel oft-
mals durch eine weitere Tafel, die zur Bestimmung des Stellenwertes des
Teilproduktes aus zwei einstelligen Sexagesimalzahlen diente. Die Abb. 38
stellt eine derartige Tafel dar. Wir verwenden darin eine

211107/
214(3(2|1]|0
1|83 | 2|1 |18]¢
oj2|1(0]|7(nm
P10 (m|m
AN REAN ALY

Abb. 38:

Tafel zur Bestimmung des Stellen-
wertes von Produkten zweier
Sexagesimalzahlen

Stellenkennzeichnung, die erst in spaterer Zeit gebrauchlich wurde. Die
Zeichen bedeuten als Ziffern positive und als Striche negative Exponenten
der Basis 60. Eine hochgestellte Null kennzeichnet die Einer. Diese Hilfsta-
fel wird wie eine quadratische Einmaleinstafel benutzt. In der oberen Quer-
zeile und in der linken Randspalte stehen die Stellenkennzeichnungen der
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beiden Produktfaktoren. Im Schnittpunkt der beiden ausgewéhlten Zeichen-
reihen findet sich die Stellenkennzeichnung des mit Hilfe der Multiplizier-
tafel ermittelten Teilproduktes. Die Hilfstafel ersetzt die Anwendung der
Regeln fur das Rechnen mit Exponenten.

Zu den Lehrbtichern, in denen das Sexagesimalsystem behandelt wird, ge-
hort der Cursus Mathematicus von SCHOTT [37]. Der Abschnitt De arith-
metica astronomica wird durch eine Tabula Sexagenaria vel Sexagesi-
morum Scrupulorum bis 60 x 60 ergénzt. Die Abb. 39 verdeutlicht den
Aufbau der dreieckig angelegten Einmaleinstafel. Das Dreieck ist in zwei
Teile getrennt, die die Produkte

mxn far

m=1,2,.., 30 n=m,m+1,.,60 und
m=31,32,..,60 n=mym+ 1,.,60
enthalten.

Zur Verringerung des Platzbedarfs sind beide Teile des Dreiecks zu einem
Quadrat zusammengeflgt.

Im 16. Jahrhundert wurden die sexagesimalen Brtiche allmahlich von den
Dezimalbriichen abgel6st, die leichter zu handhaben sind. Reste des sexa-
gesimalen Systems haben sich bis heute in der Teilung des Kreises und der
Zeiteinheit (60 Minuten, 60 Sekunden) erhalten. Die Benennung der
Bruchteile der Winkel- und Zeiteinheiten geht auf die Bezeichnungen par-
tes minutae primae (die ersten verminderten Teile) und partes minutae se-
cundae (die zweiten verminderten Teile) in den lateinischen Ubersetzungen
zurick.
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60 |59 |58 |5% 34 (33 [32 |34
60
59
58
2 5%
2
3 .
I -
: 34
. 33
32
e 34
28
29
30 30
34 34
32 32
33 33
5% 5%
58 58
59 59
60 60
14 |2 |3 |& 2% (28 (29 |30
Abb. 39:

Schematischer Aufbau der Tabula Sexagenaria von SCHOTT, nicht
malfdstablich gezeichnet

100
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. Preistabellen, Rechenknechte

Fur Berechnungen im Handel und in der Wirtschaft niitzen Multiplizier-
tafeln der bisher vorgestellten Art wenig, vor allem dann nicht, wenn die
verschiedenen Gewichts-, Mal3- oder Wéhrungseinheiten dezimal und
nicht-dezimal unterteilt nebeneinander gultig sind, wie dies bis in das letzte
Drittel des vergangenen Jahrhunderts der Fall war. Da die Mehrzahl der in
Handel und Wirtschaft Tatigen nur geringe Grundkenntnisse des prakti-
schen Rechnens besalRen, gab man ihnen auf ihre Bedurfnisse zuge-
schnittene Tabellen fir die verschiedensten Zwecke an die Hand®.

Die Titel zweier Rechenhilfsbiicher umgrenzen den angesprochenen
Personenkreis:

,,Der hurtige Rechner, vorstellend verschiedene nuitzliche Ausrechnungen
uber allerhand Preil} allerley Getrayds, Getrancks, Gewichts und Interesse.
Allen Rechnungs-Beamten, Castnern, inn- und auslandischen Wein-Hand-
lern, Wein- und Bier-Schencken, Bierbrauern, Becken, sowohl als auch al-
len und jeden so im taglichen Handel und Wandel dergleichen vonndthen
und entweder der Arithmetik nicht kundig seyn oder ein- und anders auszu-
rechnen nicht an der Zeit haben** [111].

,.Der Vierfache hurtige Rechen-Knecht dienende

I. Einem HauBhalter

I1. Einem ZinR- und Lehnmann

I11. Einem Weinhandler und

IV. Einem Kaufmann

oder: Ein Wercklein, welches sowohl denen, welche der Rechen-Kunst
ohnerfahren, als auch denen die deren kundig sind, zu sonderbahrer
Zeitgewinnung*‘ [110].

Wie eine Rechtfertigung kling es, wenn der Autor eines anderen Tabellen-
werkes [117] im Vorwort auf den Zweck eingeht:

,.-..dald niemand in die Gedanken gerathen wolle, als hatte ich gegenwarti-
ges Werck zu dem Ende ausgefertiget, daB ich faule Leute dadurch machen
... wolte, sondern es ist einig und allein darum geschehen, damit ich denen,
so im Rechnen nicht all zu wohl gelibet ... damit dienen und an die Hand
gehen mdchte*.

%Francois BARREME behandelte in seinem Buch Livre des Comptes faits (1670)
Rechenhilfstabellen mit einem oder mehreren Eingéngen. Sein Name ist seither im
franzosischsprachigen Raum ein Synonym fiir derartige Tabellen.
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Den Schwerpunkt der kommerziellen Rechenhilfsblicher bilden die
Preistabellen. Mit den Eingéngen

1. Grundpreis einer Ware (Preis pro Stlick, Langen- oder Gewichtseinheit)
und

2. Anzahl der Stlcke oder Malieinheiten

14t sich der Handelspreis der Ware bei gegebener Menge entnehmen. Ihr
Gebrauch enthebt den Benutzer nicht nur der Ausfiihrung einer Multipli-
kation, sondern auch der wiederholten Umrechnungen der Preise und der
Maleinheiten, die in mehreren nicht-dezimal geteilten Untereinheiten an-
gegeben sind. Aus der Vielzahl kommerzieller Rechenhilfsbiicher nennen
wir nur einige, um den Aufbau und den Inhalt aufzuzeigen.

In der Herzog August Bibliothek zu Wolfenbiittel werden Preistabellen®
aus der Mitte das 16. Jahrhunderts aufbewahrt, die sich nutzliche Tariffen
nennen und besonders auf die Anforderungen bei Handelsgeschéften aus-
gerichtet sind. Die Tabellen hat man im Format etwa halb so grof wie ein
modernes Taschenbuch gebunden. Sie konnten daher leicht zu Handels-
tatigkeiten tberall hin mitgenommen werden.Nicht alle Preis- und Um-
rechnungstabellen wurden als kleine und handliche Blicher herausgegeben,
es gab daneben umfangreiche Werke mit mehreren hundert Seiten.

Bei MAYR [112] stehen auf jeder Doppelseite in tabellarischer Anordnung
die Preise fir die Silbergewichte von 1 Pfennig(gewicht) bis 400 Mark,
wobei auf jeder Doppelseite ein konstanter Grundpreis gultig ist. Der
Grundpreis steigt von 8 Gulden bis 24 Gulden pro Mark, gestuft um 1/4
Gulden, d.i. 1 Ort. Die dem Titel beigefligte Erganzung ... und gemachter
Arbeit weist auf einen weiteren Zweck der Tabellen hin: sie kdnnen auch
dazu verwendet werden, den Lohn fir eine nach Stlickzahl oder Zeit be-
rechnete Arbeit zu ermitteln.

Der Tarif von OTTENDORFER [113] dient zur Bestimmung von Preisen,
wenn die Ware — hier Stoffe, Wolle oder Garn — nach dem Gewicht in
Pfund oder nach der Lange in Ellen gehandelt wird. Ein Eingang in die
Tabellen wurde abweichend vom tblichen formuliert. Jede Seite ist fur
einen konstanten Grundpreis angelegt, der als Uberschrift in der Form
Lange pro Wahrungseinheit angegeben ist. Die Seitendiberschriften lauten
daher

Item 5 5/8 Eln um 1 Gulden,

% Sign. 23 Arith. [112];
Sign. 20.1 Arithm. [109];
Sign. 23.1 Arithm. [113].
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Item 5 3/4 ElIn um 1 Gulden  oder

Item 5 7/8 EIn um 1 Gulden  usw.

Die Grundpreise decken den Bereich 3 bis 12 Ellen (gestuft um 1/8), 12 bis
15 Ellen (gestuft um 1/4) und 15 bis 20 Ellen (gestuft um 1/2) jeweils fir
einen Gulden ab. Auf jeder Seite sind die Vielfachen der Grundpreise flr
die Langen 1/2, 1, 2,..., 9, 10, 20, 30,..., 100 Ellen angegeben. Bei dieser
Tabelle haben wir es streng genommen mit einer Divisionstabelle zu tun,
weil der gesuchte Preis den Quotienten aus den beiden Eingéngen

1. tatsachliche Lange und

2. Grundpreis (d.h. L&nge pro 1 Gulden)

darstellt.

Die Antwort auf die Frage, weshalb je nach Handelsware der Tafeleingang
einmal als Preis fiir eine MalReinheit und ein anderes Mal als Menge fir
eine Wahrungseinheit angegeben wurde, muf in den Besonderheiten beim
Handel mit eben diesen Waren liegen.

Oftmals hat man Preistabellen aus spéterer Zeit mit sogenannten Resolvie-
rungstabellen zum Umrechnen und Vergleichen von Miinzen, Malen und
Gewichten verschiedener Gebiete oder Lander kombiniert. Auf Umrech-
nungstabellen gehen wir nicht weiter ein, weil sie als Produktentafeln mit
nur einem Eingang und einem zweiten konstanten Umrechnungsfaktor an-
zusehen sind.

Preis- und Umrechnungstabellen waren, ihrem Verwendungszweck ent-
sprechend, reine Gebrauchsgegensténde. Sie verloren durch Abnutzung
oder bei der Umstellung von Wéhrungen, Mal3en und Gewichten jeglichen
Wert, so dal’ uns nur wenige alte Exemplare erhalten geblieben sind.

Uber das Angebot an Preistabellen im 19. Jahrhundert sind wir durch das
Biicher-Lexikon von KAYSER [150] gut unterrichtet. Unter den Bezeich-
nungen Rechenhelfer, Rechenknecht, Faulenzer, Schrannenfaulenzer®,
Schnellrechner, zuweilen auch Rechenmeister erschienen Blicher mit Preis-
tabellen, die zusétzlich um Tabellen fur MaR- und Gewichtsumrechnungen,
Zinstabellen, sowie fur andere im Handel nutzliche Angaben erweitert
waren. Jeder Band des Buicher-Lexikons, der einen Zeitraum von finf
Jahren umfaft, flihrt bis zum Jahre 1870 im Durchschnitt zwei bis vier
Rechenknechte, Rechenhelfer u.a. auf.

®” Schranne (sliddeutsch, veraltend):

1. Stand bes. zum Verkauf von Fleisch und Backwaren;
2. Markt(halle) zum Verkauf von Getreide

(zitiert nach DUDEN [147]).
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Offensichtlich bestand ein Bedarf an diesen Rechenhilfsmitteln. Die
Mehrzahl der Buchtitel sind zugleich Inhaltsangaben, wie folgender Titel
zeigt:

RECHENKNECHT, neuer. Schnelle Berechnung der verschiedensten
Preise von 1 bis 100 Stuick, Elle, Pfund, Loth etc., sowie der
gebrduchlichsten ZinsfufRe von 1 Tage bis 20 Jahren, nebst
Reduktionstabellen der verschiedenen deutschen u. franz. Miinzen
gegeneinander. Als Anh. die Stempelberechnung u. das grofl3e Einmaleins.
56 S., Crefeld 1848.

Bemerkenswert, dal? noch Mitte des 19. Jahrhunderts das groRe Einmaleins
beigefugt wurde.

Wie bereits erwéhnt, besitzen Preis- und Umrechnungstabellen nur solange
Gebrauchswert,wie die in ihnen verwendeten Gewichts-, Mal3- und Wéh-
rungseinheiten gultig sind. Das 19. Jahrhundert ist gekennzeichnet durch
Vereinheitlichungstendenzen des MaR- und Gewichtswesens. Zundchst auf
Landesebene in verschiedenen Spielarten durchgefihrt und durch den Zoll-
verein gefordert, gipfeln sie in der Vereinheitlichung von Mal} und Gewicht
nach franzdsischem Vorbild. Die Einfuhrung des metrischen Systems in
ganz Deutschland ab 1.1.1872 sowie die Gesetze liber die Auspragung der
deutschen Reichsgeldmiinzen vom 4.12.1871 und die AuRerkraftsetzung
der alten Landeswahrung vom 9.7.1873 liel3en nicht nur die alten Rechen-
tabellen wertlos werden. Sie erforderten zudem von der Bevolkerung die
Abkehr von alten gewohnten Malieinheiten, ein Umdenken in den Zahlen-
groRen fir MalR und Gewicht und nicht zuletzt das Aneignen des Rechnens
mit Dezimalbrichen. Die Preistabelle in Abb. 40 ist einem Rechenhilfs-
buch aus der Ubergangszeit entnommen.
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IX. Gin ©€1id (3. B. Meter, Yter) ju 30 freuger, -+ IX. Gin Ctid (5. B. Veeter, Lirer) ju 31 Kreuyer,
beredinet big auf 1000 Siid. berechnet bid auf 1000 Eunid.
©tL [ i |55 [ S5 | f. |55 || O | A [RE.|] St | R |ST LR [Re. | St R (&e [ €L (§e. [ ot | A |85
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7| 3|30( 34|17 6113030 88| 44 7| 313713411734 61 (31|31 88| 45128
8| 4] [35]17)30] 62|31 89| 44{30 8| 4| 8[35/18| 5[ 62[32| 2| 89| 45|59
"o 43003618 63(31{30( 90| 45] 9] 4/39136|18|36 || 63 (32133 00| 46{30
10| b 3718|130/ 64 {32 01| 45130 10| {1037 (19| 76433} 4| 91| 47| 1
111 5|30(35(19 6532|130 92| 46 111 5|41 |35|19(38} 65 (3335 92| 47/32
12| 6 3919|130 | 66 {33 93! 46!30 12! 61239120 9( 66 (34| 6| 93| 48/ 3
13! 6{30 4020 67133130( 94| 47 13| 6{43140120{40( 67 (34|37 ( 94| 48/34
1417 141(20130 68|34 05| 47/30.. 14| 71441 21|11 ] 65|35 8| 95| 49, 5
15 7(30( 42|21 69134/30] 96| 48 15| 745421211421 6935139 96| 4936
16| 8 4312130170 (35 97| 48(30 16| 8|16 (43 22(13 |70 |36]10( 97| 50| 7
17| Bl301 44 |22 1711351301 98| 49|- 17| 8|47 44 |22(44 | 71 36|41 98| 5038
18| 9 45 1221301172 136 99| 49130 18| 918145123151 72(37/12| 99| 51| 9
19| 9130|46{23| |[73(36/30| 100]| 50 19| 94946 |23[46 | 73 [37|43| 100| 51|40
2010 47123130174 137 ‘ 200 [100 20 110(20 (| 47 (2417 7L (38|14 200[103]20

21 10|30 48 [24| 753730 300|150 21 110/51 | 48 124148 7513845 | 300155
22 |11 4912430 (|76 138 || 400|200 22111122149 (25:19 176 |39/16 | 400 206,40
231111301 50 |25 771381301 500 (250 2311133 | 50 25}50 (713947 || 500125520
24112 51125/30(78(39 600 300 & 2411212451 [2621 || 78 [40{18 ] 600 1310
251121301 52 |26 79139'30 1 7001350 25(12(55 | 52 26152 79 40[49 | 700361]40
26 13 5326130 |80 |40 800 |400 26 13|26 | 53 |27|23 80 41[20| 800 413,20
27 13130 54 |27 81 |40i30| 900450 27 113[57| 54 |27]54 || 81 |41]51 | 900 |465] .
2514 | 5512730 | 82 |41 1000 |500 28 14|28} 552825 | 82 |42|22 1000 |516/40
Tiglig 30 tr. madt jibrlidy 182 fl. 30 fr. L Tdglicy 31 tr. madt jabeliy 188 fl. 35 b

Abb. 40:

Doppelseite aus RISEs Neuer vermehrter Faulenzer (1872)
mit den Vielfachen von Preisen.

Die Verleger entsprachen der plotzlich gestiegenen Nachfrage nach neuen
Rechenhilfen durch die Herausgabe von Uberarbeiteten Tabellenwerken.
Die veranderte Situation spiegelt sich am besten in einem weiteren Buch-
titel wider:

RECHENKNECHT, der f. alle Deutsche unentbehrliche od. der schnellste
u. sicherste Ausrechner beim Ein- und Verkauf von 1 bis 1000 Stiick f. den
Preis von 1 Pfennig bis 3 Mark neuer deutscher Reichsmiinze.

Als Anh.: Die Decimalbriiche, das neue deutsche Miinz-, MaR3- u. Ge-
wichtssystem, Tabellen ib. Grol3e u. gegenseit. Berechngn. der friiheren u.
neuen Minzen, MaRe u. Gewichte aller deutschen u. auRer deutschen Lan-
der, nebst vielen anderen prakt. Tabellen. 9., durchgéngig neu bearb. Aufl.
(d. bisher sdchs. Rechenknechts). 230 S., Meil3en 1875.
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KAY SERs Blicher-Lexikon gibt fiir den Zeitraum 1871 bis 1876 elf
Neuerscheinungen von neu berechneten Hilfstabellen an. Gleich den Pro-
duktentafeln blieben auch Preistabellen bis weit in unser Jahrhundert in
Gebrauch. Das Tabellenbuch von RISE (1872) [114] wurde unter dem Titel
Faulenzer noch 1958 herausgegeben [115].
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