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Létezik kozgazdasagi, fizikai, orvosi és béke Nobel dij is, de nincs matematikai Nobel
dij. Ennek okardl tobbféle magyarazat forog kozkézen. Az egyik szerint Alfred Nobel,
mikor alapitvanyat megtette, megkérdezte: van esély arra, hogy egy altala nem nagyon
kedvelt matematikus, bizonyos Gosta Mittag-Leffler megkapja a dijat. S mikor a valasz az
volt, hogy “bizony lehetséges,” inkabb kihagyta a matematikat a tamogatandé tudomanyok
koziil. Ez a valtozat a véarosi mitoszok koziil vald, mert az égadta vilagon semmi sem
tamasztja ala. Nobelt, mint feltaldlét és gyarost egyatalan nem érdekelte a matematika —
és altaldban az elméletek —, ezért maradt ki ez a diszciplina az dltala alapitott dijbdl [1].

A matematikusok azért nem maradnak dij nélkiil. Jé néhéany, kivalé matematikai
teljesitmény elismeréseként kaphaté dij 1étezik. Ezek koziil a legismertebbek az évenként
adomanyozott Wolf-dij valamint a Nemzetkozi Matematikai Kongresszus éaltal négyéven-
ként odaitélt Fields-meddl. A Magyar Tudoméanyos Akadémia altal a 20. szédzad els6 évei-
ben alapitott Bolyai Emlékérem az egyik legkorabbi ilyen tipusu dij, melyet az eredeti kiiras
szerint a matematikat leginkabb elorevivé, nagyszabasi munkéért adomanyoztak. A dijat
eldszor Bolyai Janos (1802-1860) sziiletésének szazadik évforduléjdnak emlékére, 1905-ben
adtak at. A dontést nagy varakozas elozte meg. Mindenki el6tt vilagos volt, hogy a dijat
két matematikus valamelyike fogja megkapni: vagy David Hilbert vagy Henri Poincaré.
Hilbert (1862-1943) ekkor még viszonylag fiatal volt, aki az 1900-as Matematikai Vildg-
kongresszuson tartott nagy hatasu eléadast arrél, milyen problémak megoldasat varja az
eljovendd huszadik szédzadtdl. Poincaré (1854-1912) iddsebb, munkai 4j fejezetet nyitottak
az algebrai gorbék geometriai tanulmanyozasaban, alapvetéo munkat végzett a specialis és
altalanos relativitaselmélet matematikai megalapozasaban is. Az 1895-ben megjelent Anal-
ysts Sttus cimi miive a modern topoldgia elso rendszeres 6sszefoglalédja. Uj modszert dolgo-
zott ki a hadromtest-probléma kezelésére (a probléma analitikusan leirni, hogy a vildgiirben
harom magara hagyott test, kizdrélag egymdast vonzva hogyan mozog). Itt jelenik meg
elészor a matematikaban a kdosz jelensége. Hires modellje a Bolyai geometriarél megmu-
tatta, hogy abban ugyanigy nem lehet ellentmondésra jutni mint a szokasos Euklideszi
rendszerben. Azon kivil, hogy termékeny matematikus, neves és jo tolld ismeretterjeszto
is volt. “A tudomanyrdl és a hipotézisr6l” cimii kdnyvében irja a kovetkezoket [2]:

A tudomdny ugy €épiil fel a tényekbdl, mint ahogyan eqy hdz épil a kovekbdl. De

eqy sor tény eqyuttvéve ugyanigy nem tudomdny, mint ahogyan eqy rakds ké sem

haz.

Arrdl, hogy az “igazi” geometria Euklideszi-e vagy sem, a véleményét kovetkezOképpen
foglalja Ossze:

Agyunk a természetes kivdlasztodds dltal alkalmazkodott a kiilsé vilaghoz. Azt a

geometridt fogadta el, amely a faj szamdra a legelonyosebb, vagy mds széval ami

a legkényelmesebb. A geometria nem igaz, hanem haszndlhato.

A matematikusokat nem csindljak, hanem sziletnek.

H. Poincaré




A Bolyai Emlékérmet odaitéld bizottsdg (Kdénig Gyula, Rados Gusztdv, Gaston Dar-
bouzx, Feliz Klein) 1905-ben a dijat és a vele jaré 10,000 aranykoronat Henri Poincarének
itélte. A kovetkezd dijatadédsra 1910-ben keriilt sor; a bizottsdgban ekkor Poincaré mar
mint titkar vett részt, a dijazott pedig David Hilbert volt. A méltatas 6sszegzést ad Hilbert
addigi munkajardl: az analizisben, szamelméletben elért nagyszerti eredményeir6l, a ma-
tematika alapjainak lerakasandl jatszott szerepérdl, a geometria axiomatizaldsanal végzett
munkajarél. Hilbert sokat tett a végtelen fogalmanak matematikan beliili elfogadasaért,
valamint azért, hogy a halmazelmélet a “komoly,” “igazi” matematika részévé valjon. Erre
utal a kovetkezo mondasa is: Senki sem tzhet ki minket abbol paradicsombol, amit Cantor
teremtett szamunkra®. A végtelenrdl pedig ezt irja [3]:

Egyetlen kérdés sem mozgatta meg az emberek lelkét jobban, egyetlen otlet sem
sarkallta gytiimolcsozébben az intellektusukat, és egyetlen fogalom sem igényli job-
ban a tisztdzdst, mint a végtelené.

Az els6 vilaghaboru megszakitotta a Bolyai-dijak sorozatat, és a kévetkezo kilencven
évben az Akadémia nem adta ki a Bolyai Emlékérmet. Bar sokszor probaltak feleleveniteni
a hagyomanyt, a dij megujitasa elé politikai és anyagi akaddlyokon tul szakmaiak is
tornyosultak. Két ilyen hatalmas, enciklopédikus tudasi dijazott utan, akik nem csak
kortarsaik, hanem az utanuk jové nemzedékek megitélése szerint is a legnagyobb matemati-
kusok kozé tartoztak, ki legyen a kovetkez6? Az elmult szdz évben a matematika bonyolult
és Osszetett tudomannya valt. Mar nincsenek, és nem is lesznek, lehetnek olyanok, akik a
matematika Osszes dgat ismerik, rdadasul mindegyikben maradandét tudnak alkotni. Ha
pedig a matematika ennyire szerteagazd, akkor hogyan dénthetnénk el, hogy melyik aga
fontosabb, és melyik kevésbé az? Ez is mutatja, milyen nehéz volt a feladata az 1998-ban
felallitott Bolyai bizottsagnak. A bizottsdg tagjai neves magyar és nemzetkozi matemati-
kusok voltak, akiknek feladata a 2000. évi Bolyai Emlékérem nyertesének kivalasztasa volt.
A kiiras szerint az “elmult tiz év legjelent6sebb matematikai monografidjanak szerzéjét”
kivantak a dijjal jutalmazni.

A 2000. évi Bolyai-dij matematikai fogalomalkotast, monografiat, iskolateremtést ki-
van elismerni, ezzel mintegy utalva a dij elsé két jutalmazottjara. A bizottsag a Bolyai
Emlékérmet ezek alapjan Saharon Shelah-nak, az izraeli Hebrew Egyetem es az amerikai
Rutgers Egyetem professzordnak itélte Cardinal Arithmetic (Szédmossdgaritmetika) cim,
1994-ben az Oxford University Press-nél megjelent monogréfidjaért [4].

Shelah két éve iinnepelte 6tvenedik sziiletésnapjat. Tudomanyos cikkeinek szama 750
folott van [6], tarsszerzbinek szama pedig meghaladja a 170-et. Osszehasonlitdsképpen egy
atlagos, jol képzett matematikus éves termése 68 cikk. Shelah szakteriilete a modellel-
mélet, matematikai logika, halmazelmélet, univerzalis algebra, és altalaban a matematika
tobbi szakteriiletének a halmazelmélethez kapcsolédoé része.

Az alabbiakban véazlatosan bemutatjuk a dijazott néhany korabbi eredményét, majd
arrol a témakorrol ejtiink néhany szot, amirél Shelah monografaja szél. Mind a fogalmak,
mind az eredmények a matematikanak a mindennapi szemlélettol legtavolabb es6 agahoz,
a halmazelmélethez tartoznak. A végtelen vildg nagyon mas, mint a mindennap tapasztalt
véges. Hosszu idébe telik és sok munkat igényel, mig olyan biztonsdggal tudunk benne

1 . . . ..
Aus Dem Paradies, das Cantor uns geschaffen, soll uns niemand vertreiben kénnen.
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mozogni, mint a tobbi matematikai diszciplindban. Eppen ezért az olvaso ne keseredjen el,
ha az ismertetd egyes részei, definiciéi szamara homalyosak vagy egyenesen érthetetlenek.

Shelah fiatalon oldotta meg a modellelmélet egyik legnehezebb probléméjat, az ugy-
nevezett Morley-sejtést. Thoralf Skolem (1887-1963) norvég és Leopold Léwenheim (1878
1957) német matematikus még az 1930-as években bizonyitotta, hogy egy megszamlalhaté
elméletnek minden végtelen szamossagban van legalabb egy modellje. M. Morley tétele sze-
rint ha egy ilyen elméletnek valamilyen megszamlélhaténal nagyobb szamosségra (izomorfia
erejéig) csak egyetlen modellje van, akkor minden megszdmlalhaténdl nagyobb szamossagra
csak egyetlen modellje van. Igaz-e — és ez volt Morley sejtése —, hogy egy rogzitett elmé-
lethez az a fiiggvény, ami egy adott szdmossidgra megmondja, hogy az elméletnek hany
paronként nem-izomorf modellje van az adott szamossagban, nem csokkenhet? Shelah
a kérdést ugy dontotte el, hogy az Gsszes lehetséges ilyen fiiggvényt megadta, az pedig
konnyen lathatd, hogy ezen fliggvények egyike sem csokken. A megoldashoz a logikai
elméletek és modelljeik altalanos strukturdlis leirdsaval foglalkozé, tgynevezett klasszi-
fikacio elméletet fejlesztette ki.

Shelah egy mésik nevezetes eredménye a kombinatorika van der Waerdenrél (1903—
1996) elnevezett tételéhez kapcsolédik. E szerint minden k és n természetes szdmhoz
taldlhaté olyan nagy N természetes szam, hogy az 1, 2, ..., N szamok mindegyikét
akarhogyan is szinezziik ki k szin valamelyikével, mindig fogunk taldlni n azonos szinfit,
melyek egymastdl egyenld tavolsdgra vannak (mésképpen mondva az n szam szamtani
sorozatot alkot). Milyen nagy ez az N7 A tételnek szdmos bizonyitdsa ismeretes, dm
mindegyik nagysdgrendileg hasonld, elképesztéen nagy értéket ad N-re. A masik iranybdl
viszont nem sikeriilt megadni még viszonylag kicsi N-re sem olyan szinezést, amiben ne
lett volna megfelel6 hosszisagu egyszini szamtani sorozat. Ismervén a tételre adott sok
kiilonboz6 bizonyitast, és hogy azok mindegyike ugyanolyan nagysagrendii becslést adott
N-re, a matematikusok altalaban, a kombinatorikusok pedig kivétel nélkiil igy gondoltak,
hogy N “igazi” értéke nagyon nagy, csak ellenpélda készitésére nincsenek megfelelé tech-
nikdaink, vagyis kisebb N-re nem tudunk megfelel6 szinezést konstrudlni. Eppen ezért oko-
zott nagy meglepetést, mikor Shelah a van der Waerden tétel egy olyan 1j bizonyitasaval
allt el6, amely N-re egy sokkal kisebb, emberkézeli (primitiv rekurziv) korlatot adott.

Saharon Shelah igazi kutatasi teriilete a halmazelmélethez kapcsolodik. A “naiv”
halmazelmélet Georg Cantor (1845-1918) alkotésa. Fogalmai, mddszerei a gondolkoddas
egyszeri modszereihez nytlnak vissza. Honnan tudja a pasztor, hogy a nap végén egyetlen
baranykaja sem hianyzik? Példaul megszamolhatja a nap elején is és végén is a nyajat. Es
ha nem tud szamolni? Reggel ahogyan a baranyokat kiengedi, mikor egy barany kimegy
a karambol, tesz egy kavicsot a tarisznyajaba. Este mikor a baranyokat beengedi, minden
baranynal kivesz egy kavicsot. Ha egy kavics sem marad, akkor az 0sszes barany megvan.

Ugyanigy dontjiik el, hogy két halmazban ugyanannyi elem van-e: keresiink kozottiik
egy kolcsonosen egyértelmii megfeleltetést. A két halmaznak pontosan akkor van ugyan-
annyi eleme, ha ilyen megfeleltetés létezik kozottiik. Egy halmaz végtelen, ha beldle egy
elemet elhagyva a halmaz mérete nem csokken, vagyis ugyanakkora halmazt kapunk.
A végtelen halmazok nem mindig tugy viselkednek, ahogyan azt elvarnank. Példaul a
természetes szamok és a raciondlis szamok ugyanannyian vannak, ellentétben intuicionkkal,
ami azt sugallja, hogy racionalis szambdl jéval tobb van, mint természetes szambdél. Cantor
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matematikai kongresszusokon kérdezgette kollégait, hogy szerintiink az egységszakaszon
vagy pedig az egységnyi oldali négyzetben van-e tobb pont? Szinte senki sem tippelt
helyesen. Guiseppe Peano (1858-1932) nevezetes fiiggvényét, amely az egységszakaszt
folytonosan raképezi az egységnégyzetre gy, hogy a négyzet minden pontja el6all képként,
csak 1890 koriil készitette el. Cantor joval korabban tudta az igazsagot: egy szakaszon és
egy négyzetben ugyanannyi pont van.

Azt, hogy nem minden végtelen halmaz egyforma méretii, Cantor a rdla elnevezett
atlés moédszerrel megmutatta meg. Pontosabban azt igazolta, hogy egy halmaz mindig
kisebb, mint a hatvanyhalmaza, ami nem mas mint 6sszes részhalmazainak halmaza. Tehat
nem csak egyfajta végtelen van. Mivel minden méreti halmaznal tudunk nagyobbat mon-
dani, azért végtelen sok kiilonb6z6 végtelennek kell 1éteznie. Ami az ugyanakkora hal-
mazokban kozos, az a szamossdguk. A véges szamossagok a véges halmazok szamossaga,
tobbi szamossag végtelen.

Végtelen szdmossdgokon is értelmezni tudjuk a véges halmazokon jol ismert 6sszeadast
és szorzast. Ha k és \ két szdmossdg (akar véges, akar végtelen), akkor vegylink kozos
elem nélkiili A és B halmazokat gy, hogy A szdmossaga k és B szamossiga A legyen. A
K-+ A szamossag az A és B halmazok egyesitésének szamossaga. Mas széval vegyunk egy k
szamossagu halmazt és mellé egy A\ szadmossagu halmazt: a ketto egyiitt k + A szamossagu
lesz. Ugyanigy, mint amikor kett6 almédhoz még két alméat téve négyet kapunk. Hasonléan
a K+ A\ szorzat azon (a,b) parok szdma, ahol a az A-bdl, b pedig a B-bél vals. Ez utébbi
nem mas, mint az A sorbdl és B oszlopbdl all6 tablazat elemeinek szama — jol lathatéan a
természetes szamok szorzatanak kozvetlen altalanositasa.

Nézziik végiil azokat az n hosszisagu sorozatokat, melyekben minden helyen £ kiiton-
b6z6 elem valamelyike dllhat. Az ilyen sorozatok szdma k™. Ennek analégidjara a x* azon
“sorozatok” halmazanak a szdmossaga, ahol a sorozat elemeit egy A szamossagu halmaz ele-
meivel indexeljiik, és minden egyes helyen egy adott x szamossagi halmaz valamelyik eleme
szerepelhet. Példdul, ha B egy A szdmossagi halmaz, akkor 2* az olyan B elemeivel in-
dexelt sorozatokbdl 4ll, melyekben mindeniitt 0 vagy 1 van, ezek pedig B részhalmazainak
karakterisztikus fiiggvényei. Ezért 2* a B 6sszes részhalmazabdl all6 halmaznak, vagyis B

hatvanyhalmazanak szamossaga.

Mar Cantor bizonyitotta, hogy az Osszeadas, szorzas és hatvanyozas szokasos tu-
lajdonsagai a végtelen szamossigokra is érvényben maradnak, s6t még akkor is, ha az
Osszefliggésekben az Osszeadanddk, vagy a tényezOk végtelen sokan vannak. Példaul k
darab X 0sszege k-, ami egyenld A\-x-val. Az is ismeretes volt, hogy végtelen szamossagokra
az Osszeadas és szorzas nagyon egyszeri: ha k és A koziil legalabb az egyik végtelen, akkor
K+ X=k-Xés ez k és A\ kozill a nagyobbik. A Bolyai—dij atadasakor tartott eléadasan
Shelah megjegyezte: az altaldnos iskolakban biztosan szeretnék az ilyen egyszerii 6sszeado-
és szorzétablat! A hatvanyozéssal més a helyzet: 2 mindig nagyobb A-nal.

A A-nal nagyobb szamossagok koziil — ahogyan fentebb lattuk ilyenek vannak —, a
legkisebbet A1 jeloli (ez mindig létezik), és ez \ rdkovetkezbje. Egy szdmossdg rakovetkezd,
ha k* alaki (vagyis valaminek a rakovetkezdje), és limesz egyébként. A X végtelen
szamossag regularis, ha nem all el A-nal kevesebb A-ndl kisebb szamossagok osszegeként.
A végtelen rékovetkezo szamossagok mind regularisak. A A szdmossag kofinalitisa az a
legkisebb szamossag, amire A ennyi darab, nédla kisebb szamossag 0sszegeként eloallithaté.
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Mivel A mindig egyenlé \ darab egyes Osszegével, azért a A szamossag pontosan akkor
reguldris, ha kofinalitdsa megegyezik sajat magaval.

A végtelen szamossagok korében az Osszeadas és szorzas nagyon egyszert, talan tilsa-
gosan is az. Azt varjuk, hogy a hatvanyozasnak sem lehet tilsdgosan bonyolult. Mivel 2*
mindig nagyobb mint A, az a természetes elvarasunk, hogy ennek értéke a lehet6 legkisebb
A-ndl nagyobb szdmossig, vagyis A" lesz. Az dltaldnositott kontinuum hipotézis éppen az
a feltételezés, hogy ez minden végtelen A\ szamossagra igy is van.

Altaldnositott kontinuum hipotézis: Minden végtelen szdmossdgra 2 = AT .

David Hilbert az 1901-es Matematikai Kongresszuson felsorolt 23 problémat, melyek
megoldasat az eljovendo szazadtol varta. Hilbert problémdéin nagyon sokan dolgoztak, a
problémak a huszadik szdzad matematikdjanak legfontosabb kutatdsi iranyait jelolték ki.
Egy—egy probléma megoldasaval hiressé lehetett valni. Hilbert problémai koziil az elsoként
a harmadikat sikeriil megoldania Max Dehnnek (1858-1952): az azonos térfogati szabélyos
tetraéder és a kocka nem darabolhaté at egymasba. Az altalanositott kontinuum hipotézis
fontossdgat mi sem mutatja jobban, hogy ez volt Hilbert problémai koziil az elso.

Hogy egy kicsit jobban megértsiitk miért is ilyen fontos probléma ez, kanyarodjunk
vissza egy Kkicsit, és vizsgdljuk meg hogy mik is azok a halmazok. A halmazelmélet
matematikai fogalomalkotas egyik csicspontja. Kizarélag matematikai fogalmakkal, a
matematikan beliil definidl egy 14j diszciplinat, melynek — kiilonosen a végtelen halmazok
tulajdonsagait tekintve — nincsenek olyan egyszeri, hétkoznapi, kézzel foghatd gyokerei,
mint amilyenek a természetes vagy valdos szamok, folytonossdg, fiiggvények. A halmaz
fogalma kizarolag matematikai absztrakciéval keletkezett, a halmazelmélet a matematika,
a matematikai gondolkodéas lényegét volt hivatva megfogni. Ezért is okozott a 19. szazad
utolsé éveiben panikot a halmazelméletben felbukkant paradoxonok sora: ha mar a tiszta
matematika is ellentmonddsos, mit lehet varni a joval kisebb szigorusaggal felépitett al-
kalmazasoktol? Utdlag persze nagyon jol tudjuk, hogy a paradoxonok nem jelentettek el-
lenmondast, csak a fogalmak tisztazatlansiga, illetve a végtelen tulajdonsagainak szokat-
lan, gyakran az intuicidonak szogesen ellentmondé természetének koszonhetGek. A hal-
mazelmélet megbizhaté felépitéséhez a halmazok alaptulajdonsidgainak megfogalmazasa,
vagyis ezeket a tulajdonsigokat leiré aziomarendszer felépitése valt sziikségessé. Ezek az
axiémak a halmazok egyszerii, mindenki altal elfogadott tulajdonsagait irjak le, minda-
mellett elegendéen gazdagok ahhoz, hogy a naiv halmazelméletbdl jol ismert tételek, a
halmazok “elvart” tulajdonsagai mind levezethetok legyenek. Az egyetlen axiéma, aminek
elfogaddsa nem volt teljesen egyontetli a matematikusok kozott, a nevezetes kivalasztasi
axioma, amire viszont sziikség van: ha az elemi analizis tételeit (mint példdul minden
korlatos sorozatbdl kivalaszthaté konvergens részsorozat) az axidméakbdl bizonyitani akar-
juk, a kivédlasztasi axiomat fel kell hasznalnink. Az intuicid, az analdgia a végtelen mate-
matikajaban nagyon csaléka. Megtanultuk: a halmazokrol csak annyit tudunk, ameny-
nyi az axiomdkbol levezethetd, sem tobbet, sem kevesebbet. Ha intuiciénkra akarunk
tamaszkodni, konnyen csapdéaba esiink.



A természetes szamokat mindenki jél ismeri, a réluk szolé “természetes” allitasok va-
lamilyen értelemben “el vannak dontve.” Az, hogy van-e akarmilyen nagy ikerprim pér,
akdr tudjuk bizonyitani, akdr nem, mindenképpen vagy igaz, vagy hamis. (Valdszintileg
igaz.) Az, hogy am = 3.1415. .. tizedestort felirdsaban végtelen sok hetes szamjegy fordul-
e eld, fiiggetlen, eldontott kérdés: a valasz nem fligg semmitdl, van, 1étezik és egyértelmi,
még ha nem is tudjuk a valaszt.

A halmazelmélettel azonban nem igy vagyunk. Ha egy &llitasrél a halmazelmélet
axiomai semmit sem mondanak, akkor azzal bajban vagyunk. Kérdezhetjiik-e hogy “a
valésdgban mi a helyzet?” Egyatalan mi a valésag? Ha a matematika a valé vilag modellje,
akkor hol talaljuk a halmazelmélet megfelel6jét? Hol taldlunk végtelen halmazt, amibdl
ha elvesziink egyet, ugyanannyi marad; vagy ha megduplazzuk, nem lesz tobb?

Amit a halmazelmélet axiémai leirnak, az a biztos mag. Ez Bolyai Janos abszolit
geometriajahoz hasonlithaté: a halmazok igaz tudoméanya, melyet biztos alapokon, biz-
tos modszerekkel épitiink fel. Sajnos az altalanositott kontinuum hipotézis nincs ebben
a magban. Kurt Gdodel (1906-1978) még 1940-ben megmutatta, hogy az altaldnositott
kontinuum hipotézis Osszeegyeztetheté a halmazelmélet szokasos axiomaival; Paul Cohen
(1934-) pedig 1963-ban azt, hogy a tagadasa is. A Cohen altal kitalalt forszolasi tech-
nikat hasznalva sok, korabban megkozelithetetlen, hagyomanyos matematikai (elsésorban
analizibeli valamint topoldgiai) problémérdl sikeriilt igazolni, hogy nem vezethet6 le a hal-
mazelméleti axiomakbol.

Ha egy allitas Osszeférheté a halmazelmélet axiomaival, akkor azt mondjuk roéla,
hogy konzisztens. Ez lehet gy is, hogy kovetkezik az axiémakbol, de az is lehet, hogy
nem kovetkezik. Egy allitas fiiggetlen, ha sem 6, sem pedig a tagadasa nem kovetkezik
az axiémdakbol, mas szavakkal mind 6 mind a tagaddsa konzisztens. Godel és Cohen
eredményeit egyiitt gy is fogalmazhatjuk, hogy az &altalanositott kontinuum hipotézis
fiiggetlen.

A forszolds megjelenése utan nagyon hamar kideriilt, hogy az dltalanositott kontinuum
hipotézis “nagyon fliggetlen,” néhany természetes megszoritastol eltekintve majdnem tet-
szélegesen eléirhatjuk 2% értékét. A megmaradt aprésag, érthetetlen jelenség, a “majd-
nem.” Ennek kibogozasa soran a rendetlenségben varatlanul rend, a fiiggetlen allitasok
kozott pedig abszolit tételek jelentek meg. Errdl a rendrol, ezekrol az 1j tételekrol szol
Shelah Bolyai-dijjal kitiintetett monografidja. A cikk hatralevd részében azt probaljuk
bemutatni, mennyire megzabolazhatalan a hatvanyfiiggvény, mi volt az apré folt, bosszanté
kényelmetlenség, és végiil Shelah milyen 1j, meglep6 eredménnyel jelentkezett.

A legkisebb végtelen szamossig a természetes szamok halmazanak szamossaga, ezt a
Cantor altal bevezetett jelolésmodnak megfeleléen Ry jeloli. Az N jel a héber dbécé elsd
betiije, és alefnek olvassuk. A legkisebb Ny-nal nagyobb szamossagot, vagyis N rakovetke-
z0jét Wy jeloli, dltaldban egy n természetes szdmra N, 1 az N, rdkovetkezdje: N, 11 = NI
A végtelen szamossagokat nagysag szerint sorba rakva a sor eleje ezek szerint igy néz ki:
N, Ny, Ny, N3, stb. Természetesen van olyan szamossag, ami mindegyik N,,-nél nagyobb.
A szamossagok felsorldasdhoz ezért a természetes szamok tiul kevesen vannak. Azért, hogy
ebben a felsorolasban ne akadjunk meg, a sorszamozast is altalanositani kell. Az ilyen
altalanositott sorszamokat a halmazelméletben rendszdmoknak nevezziik; ezek az egyesével
val6 tovabbszamlalds altalanositasai.



Nl; NQ; N3
Georg Cantor a legnagyobb a vildgon?.

Erdos Pal

A legkisebb végtelen rendszam a legelsé rendszam, ami a természetes szamok utéan
kovetkezik. Ezt szokas szerint w-val jeloljiikk. Az w utdni rendszam w + 1, azutan sorban
w ~+ 2, w+ 3 kovetkezik. FEzeket az w +w = 2 - w koveti, és igy tovabb vég nélkiil.
A rendszamokat a gorog abécé kezdobetiiivel jeloljiikk. Ugyanigy, mint a természetes
szamokra, a rendszamokra is igaz az indukcio tételének a kovetkezo valtozata: ha minden
a rendszamra abbdl, hogy egy allitds minden a-nél kisebb rendszamra igaz, be be tudjuk
latni, hogy a-ra is teljestil, akkor az allitdsnak az Osszes rendszamra teljesiilnie kell. A
rendszamok rendezve vannak, példaul barmely két rendszam koziil valamelyik kisebb, mint
a masik. A rendszamok azért nem mindenben viselkednek ugyanigy, mint a természetes
szamok. Mig a természetes szamok kozott a nulla kivételével mindegyiknek van kozvetlen
megelozbje, addig ez a rendszamokra mar nem igaz. Példaul az w-nal kisebb rendszamok
(vagyis a természetes szamok) kozott nincs legnagyobb, ezért w nem lehet valami meg egy.

Egy a rendszam megszamlalhato, ha a nala kisebb rendszamok halmaza megszamlalha-
t0. fgy w, W+ n, w+w mind megszamlalhato rendszamok; tovabba ha o megszamlalhato,
akkor av + 1 is az. A legkisebb nem-megszamlalhaté rendszam jele wp, az ennél kisebb
rendszamok halmazanak szamossaga — taldn nem meglepé médon — éppen Ry. Az wi-nél
nagyobb rendszamok mind olyanok, hogy a megel6z6ikbdl all6 halmaz szamossaga legalabb
N;. A legkisebb olyan rendszamot, amire ez a szamossag mar kifejezetten nagyobb Nj-
nél, az el6zohoéz hasonléan ws jeloli. Persze az wo-nél kisebb rendszamok halmazanak
szamossaga N lesz. Egy rendszam rdkovetkezd, ha egy mésik rendszamnal éppen eggyel
nagyobb, és limesz egyébként. Példaul w, w + w, wi vagy ws mind limesz rendszamok, az
ezeket koveté rendszamok pedig mint rakovetkezok.

A rendszamok segitségével a szamossagokat nagysag szerinti sorba tehetjiik. Lattuk,
hogy az els6 néhany végtelen szamossag Ng, Ny, N, stb. A legkisebb szamossig, ami
ezek mindegyikénél nagyobb a szdmossagok sordaban az w-dik, ezért a jele N,. Az N,
rakovetkezoje N, 11, az N1, Ny1a, N,y3 szdmossagok legkisebb felsé korlatja pedig az
Nyt+w = No., szamossag. Ha ezt folytatjuk, akkor az N indexében az Osszes rendszam
el6fordul. Nincs legnagyobb rendszam, és minden szamossag egyszer és csak egyszer
talalhaté meg az N, szdmossdgsorozatban. Az « rendszamot az N, szamossag indexének
szokas nevezni. Az w; és wo mintdjara altaldban is definidljuk az w, rendszamot: ez a
legkisebb olyan rendszéam, amire a nala kisebb rendszamok halmazanak szamossiga N,,.

Szamossagok koziil azok, melyeknek indexe rdkovetkez6 rendszam, maguk is rakovet-
kez$ szamossagok, hiszen R = X, 1. Egy rdkovetkez6 szdmossdg mindig reguldris, vagyis
nem all el6 nalanal kevesebb, nala kisebb szamossag Osszegeként. Limesz szamossagok
indexe mindig limesz rendszdm, ezek kofinalitdsa (vagyis hany ndla kisebb szdmossig
osszegeként allithat6 el) mar mindenféle értéket felvehet. Példaul N, kofinalitdsa, amit

2 Eazt a versikét Hajnal Andrastél hallottam.



cf(N,) jeldl, éppen Ry. Ehhez azt kell latnunk, hogy R, el6all megszamlalhaté darab, V-
nal kisebb szamossag Osszegeként, és ehhez ennél kevesebb nem elegendé. Am X, a néla
kisebb szamossagok Osszege:

Nw:NO+N1+"'+Nn+"'7

és itt a jobb oldalon megszamlalhatéan sok Osszeadandd szerepel. Masrészt ha az Gsszea-
dandék koziil csak véges sokat vesziink, az eredmény az osszeadandok legnagyobbika lesz.
Azt is igaz, hogy cf(R,,) = Ny, vagy cf(X,,) = No. Ugyanakkor cf(X, ) méar nem X,
hanem ismét Ng.

A kofinalitas igen fontos szerepet jatszik a szamossigaritmetikaban. Kdnig Gyula
(1849-1913) nevezetes halmazelméleti tétele szerint 2* kofinalitdsa mindig nagyobb, mint
M. Ez a tétel példaul azonnal kizérja, hogy 2% értéke RN, legyen, hiszen ez utébbi ko-
finalitdsa Ng. Paul Cohen a forszolds bevezetésével els6ként mutatta meg, hogy 2%
akarmilyen szamossag lehet, aminek kofinalitasat Koénig tétele nem zarja ki. Nem sokkal
kés6bb W. FEaston a kovetkezéképpen kiterjesztette ezt az eredményt [7]. Vegyiink egy,
a szamossagokon értelmezett, szamossagokat felvevo tetszoleges f leképezést, mely ren-
delkezik a kovetkez6 két tulajdonsdggal: f monoton, vagyis k < A esetén f(k) < f(N),
tovdbba f nem mond ellent Kénig tételének, vagyis cf(f(k)) > k. Ekkor elképzelhetd
(vagyis konzisztens), hogy minden reguldris k szdmossagra 2" = f(k).

Easton modelljében a nem regularis — vagyis szingularis — szamossagokra a hatvany-
fliggvény értéke a legkisebb olyan szamossag, amivel f még monoton marad és még teljesiil
a Konig-feltétel is. Példaul ha Easton konstrukcigjadban minden n természetes szamra
28 < R, akkor 2%« értéke automatikusan N, lesz.

A 70-es évek elején Menachem Magidor (bizonyos nagyon nagy szdmossag létezését
feltéve) tudott olyan modellt konstrudlni, melyben minden n természetes szdmra 2% =
N, 41, mig 2% = R, |, vagyis az ltaldnositott kontinuum hipotézis elészor N,,-ndl sériil.
Ennek fényében tgy tiint, hogy a szamossag hatvanyozas — hasonléan a szdmossagok
osszeadasahoz és szorzasahoz — teljesen érdektelen, csak méas miatt. Mig az Osszeadas és
szorzas trividlis, addig a hatvanyozas akarmi lehet, amit a fenti két egyszeri megszoritds,
nevezetesen a monotonitas és Konig tétele megenged. Regularis szamossagokra ezt Eas-
ton modellje igazolta. Szingularis szdmossagok esetén problémék jelentkeztek, ezeket a
problémakat els6sorban technikai jellegiinek vélték, aminek lekiizdésében Magidor ered-
ménye lett volna az els6 1épés.

Megvolt tehat a “majdnem” eredmény, és ugy latszott, hogy a kimaradt kellemetlen
eseteket is kezelni tudjuk. 1974-ben mindenki legnagyobb meglepetésére J. Silver bi-
zonyitotta, hogy az altalanositott kontinuum hipotézis nem sérulhet elészor wi-nél. Vagyis
ha minden a < w; rendszdmra 2= = RT akkor sziikségképpen 28«1 = XY is igaz. Silver
bizonyitasaban modellelméleti eszkozoket is hasznalt. Rovidesen Hajnal Andrds és Fred
Galvin kombinatorikus médszerekkel egy jéval altalanosabb tételt igazolt. Ennek egyik
kovetkezménye, hogy ha a hatvanyfiiggvény R, el6tt aldarhogyan is viselkedik, de N, -et
nem ugorja at, akkor 28«1 indexének szadmossdga legfeljebb 2%1. Ugyanez igaz marad,
ha w; helyébe wo-t tesziink: ha a hatvanyfiiggvény nem ugorja 4t N,,-t, akkor 2%~z in-
dexének szadmossaga legfeljebb 22 lehet. Sajnos a médszer nem mond semmit a legkisebb
szinguldris szamossagrol, N,-rél. Saharon Shelah-nak majdnem tiz év elteltével sikeriilt
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csak igazolnia, hogy ha a hatvanyfiiggvény nem ugorja 4t R,-t, akkor 28« indexe kisebb,
mint wy.

Shelah a tétel bizonyitasahoz egy 1j elméletet fejlesztett ki: a lehetséges kofinalitasok
elméletét, amit az angol elnevezés roviditéseként csak pcf elméletnek neveznek. Ahe-
lyett, hogy a hatvanyhalmaz szdmossigat vizsgalnd, szdmossagok szorzatan definial egy
operaciét, aminek azutéan bizonyos algebrai tulajdonsagaibdl kovetkezik a fenti eredmény.
Legyen tehdt A szdmossdgoknak egy halmaza. Az ehhez az A-hoz rendelt pcf(A) minda-
zokbdl a szamossagokbdl all, amik az A-beli szamossagi halmazok szorzatan értelmezheto
redukalt rendezések kofinalitasai. Innen szarmazik az elnevezés is, ezek a szorzat lehetséges
kofinalitasai. Ez a pcf operacio sok szép és érdekes algebrai tulajdonsaggal rendelkezik.
Példaul pcf(A) mindig tartalmazza A-t, tovabba pef(pef(A)) = pef(A) (vagyis az operécié
idempotens), valamint pcf(A) nem sokkal nagyobb szamossagu, mint az A halmaz. Az
elmélet felépitését, a fent idézett eredményt és még sok mas tovabbi tételt tartalmaz
Shelah Szamossagaritmetika cimii monografidja. A konyvet Shelah 1991-ben befagyasz-
totta, ami azt jelenti, hogy csak az addig elért eredmények vannak benne. A pcf elmélet
segitségével jobban megérthetjiik a halmazelmélet egyik alapvetd, s igy tlinik mindmaéig
félreértett agat: a szamossighatvanyozas problematikajat. E szerint a Hilbert altal is fel-
vetett kontinuum hipotézis rossz kérdés, hiszen a halmazelmélet axiémainak alapjan nem
oldhaté meg. A hatvanyfiiggvény értéke két részbol tevodik Ossze. Az egyik a “zaj,” az
esetlegesség, amit a fiiggetlenségi eredmények is mutatnak. A masik rész a pcf elmélet al-
gebrai struktiraiba van beirva, ami viszont abszolut, eldontott. A szamossaghatvanyozast
ezeken a strukturdkon keresztiil kell vizsgalnunk, hiszen ezek kevésbé terheltek a statikus
zajjal. Ezek vizsgalatan keresztiil érthetjiik meg igazéan, hogy milyen torvényeknek en-
gedelmeskedik tulajdonképpen a szdmossagaritmetika. Erdekes médon ez a “zaj” sokkal
erdteljesebben jelentkezik, ha a hatvanyozasban az alap kicsi a kitevohoz képest, mig tel-
jesen eltlinik, ha a kitevo véges.

A pcf elmélet természetesen messze van attél, hogy lezart egységet alkosson. Az
elmélet egyik legnagyobb misztikuma a négyes index abban a fent idézett allitasban, mi-
szerint 2%« indexe a kisebb ws-nél, feltéve, hogy a hatvanyfiiggvény nem ugorja &t R,-t.
Ismeretes, hogy ez az index barmilyen megszamlalhaté rendszam lehet (vagyis a 2% = R,,
konzisztens minden w + 1 < o < w; esetére gy hogy egytttal 2% < R, is teljesiil), igy
a természetes korlat w; volna. Az elmélet alapjan elvégzett szamitasok mindenesetre csak
wy-et adnak. A pcf-elmélet a szamossagaritmetikan kiviil alkalmazhaté olyan allitasok bi-
zonyitasara, melyekrdl eddig csak annyit tudtunk, hogy konzisztensek. Ilyenek taldlhatok a
modellelméletben, univerzalis algebraban, kombinatorikdban, Boole-algebrak elméletében,
vagy a topologiaban is.
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