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Modellierung und Simulation kristallplastischer Werkstoffe mit
Hilfe von Versetzungsdichten

Ubersicht: Versetzungen werden als wesentlicher Bestandteil des metallischen Gefiiges be-
trachtet, das viele Eigenschaften eines Metalls, insbesondere die technologisch wichtigen,
bestimmt. Die Versetzungsbewegung im Kristall fithrt zu plastischer Abgleitung auf kri-
stallographischen Ebenen in kristallographischen Richtungen. Die Bewegungsfreiheit der
Versetzungen hingt stark von deren Wechselwirkungen ab, die die Verformungsverfestigung
der Kristalle bestimmen.

In der vorliegenden Arbeit wird ein kristallplastisches Werkstoffmodell vorgeschlagen, das
eine vertiefte Untersuchung des Verformungsverhaltens von kubisch-flichenzentrierten Me-
tallen erlaubt. Das Modell basiert auf der Entwicklung der Versetzungsdichte, die experi-
mentell messbar ist. Zusédtzlich wird das Modell geschwindigkeitsabhéngig formuliert, das
sowohl isotrope als auch anisotrope Eigenschaften abbildet.

Da metallische Werkstoffe in der Regel polykristallin aufgebaut sind, wird ein Pollykristall
als Verband mehrerer Einkristalle mit unterschiedlichen kristallographischen Orientierun-
gen betrachtet. Wesentliche mechanische Eigenschaften vom Ein- und Polykristall werden
durch Simulationen unter der Anwendung dieses Werkstoffmodells richtig wiedergegeben.
Dariiber hinaus gelingt es, Gesetzméfigkeiten fiir das Auftreten der Spannungsiiberhhun-
gen in der korngrenzennahen Umgebung sowie der Dehnungslokalisierungen abzuleiten, die
eine potentielle Vorstufe zur Schiadigung darstellen.

Modeling and Simulation of crystal-plastic Materials based on the
Evolution of the Dislocation Density

Abstract: Dislocations are considered as essential part of the metallic microstructure, which
affects many properties of a metall, particularly the technological aspects. The motion of dis-
locations in crystal gives rise to plastic slipping on crystalographic planes in crystalographic
directions. The freedom of the motion of dislocations depends strongly on the interaction
of dislocations, which determines the work hardening of crystalls.

The present work proposes a crystal-plastic model that allows the investigation of the de-
formation behaviour of cubic face-centered metals. The model is based on the evolution
of dislocation density, which can be determined in experiments. Additionally, the model is
rate-dependend formulated and reproduces the isotropic and anisotropic properties.

Since metallic materials generally possess a polycrystalline structure, a polycrystal will be
considered as an assembly of single crystals, which have different crystalographic orienta-
tions. Caculations with this model show that the essential mechanical properties of single
crystals and polycrystals are reproduced correctly. Moreover, it is possible to establish con-
ditions for the formation of higher stress at grain bounderies and strain localisations, which
are possible starting points for damage.
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Einleitung

Versetzungen, die nach topologischer Eigenschaft die Gitterbaufehler sind, werden auch als
wesentlicher Bestandteil des metallischen Gefiiges in Betracht gezogen. Die Definition des
Gefiiges oder der Mikrostruktur beruht auf der Gesamtheit aller nicht im thermodynami-
schen Gleichgewicht befindlichen Kristallbaufehler (nach Art, Zahl, Verteilung, GroéBe und
Form) eines Metalls (s. HAASEN [36]). Es zeigt sich, dass viele Eigenschaften von Metal-
len, insbesondere die technologisch wichtigen, gerade durch dieses Gefiige bestimmt sind.
Fiir die Verwendbarkeit der Metalle in Konstruktionen des Ingenieurbaus ist die mechani-
sche Festigkeit am wichtigsten, die weitgehend durch das Gefiige beeinflusst wird, also eine
strukturfehlerbestimmte Eigenschaft eines Metalls ist. Weiterhin sind metallische Werkstof-
fe iiberwiegend nicht aus einem einzigen Kristall, sondern polykristallin aufgebaut. Thre
Bestandteile, die Korner, verhalten sich sowohl elastisch als auch inelastisch anisotrop. Sie
verbinden sich durch Korngrenzen, die Teil des Gefiiges sind. Die Koérner unterscheiden sich
voneinander durch ihre kristallographischen Orientierungen und ihre Grofle, so dass jedes
Korn (von einem gemeinsamen Bezugsystem aus betrachtet) andere Eigenschaften besitzt.
Zusammen mit dem Zwang zum Zusammenhalt des Gefiiges fithrt diese Anisotropie bei Be-
lastung zu inhomogener Verteilung von Spannung und Verformung auf Kornebene. Die in
der Folge auftretenden Dehnungslokalisierungen geben Informationen iiber eine potentielle
Schédigung, die von technischer Bedeutung ist.

Durch Versetzungen ist die leichte Verformbarkeit metallischer Kristalle moglich. Die Ver-
setzungsbewegungen fiithren zu plastischer Abgleitung eines Kristalls auf einer ausgezeich-
neten kristallographischen Ebene (Gleitebenen) um einen elementaren Translationsvektor
b (Burgers-Vektor) in einer ausgezeichneten Gitterrichtung (Gleitrichtung). Die Wechsel-
wirkung der sich multiplizierenden Versetzungen erzeugt die Verformungsverfestigung der
Kristalle. Gerade diese Wechselwirkung mit ihren Multiplikationsméglichkeiten ist das grofie
Problem der Kristallplastizitéit, die in dieser Arbeit besser verstanden werden soll. Die sy-
stematische Untersuchung der Verfestigung der Metalle in den letzten Jahrzehnten hat eine
Vielfalt von Informationen geliefert, nicht nur iiber die zu jeder Verformung gehorige Verset-
zungsanordnung mittels TEM, Rontgen-Topographie und Atzengrubenbeobachtungen, son-
dern auch iiber die Abhéingigkeit der Verfestigungskurve von der Orientierung der Zugach-
se, der Temperatur, Probengrofie, Verformungsgeschwindigkeit, Stapelfehlerenergie usw. (s.
SEEGER [87]). Besonders informativ sind auch die Ergebnisse von Gleitstufenvermessungen
auf verformten Kristallen. Dabei geben Gleitstufen an, wo und wieviele Stufenversetzungen
in die Kristalloberfliche ausgetreten sind. Die von diesen Versetzungen nach Auskunft der
Gleitstufenldngen iiberstrichenen Teile der Gleitebene bestimmen die Abgleitung.

Ziel der vorliegenden Arbeit ist, zu einem tieferen Verstindnis der Kristallplastizitéit mit Hil-
fe von Versetzungen beizutragen. Basierend auf vorhandenen Erkenntnissen und Ansétzen
wird ein Werkstoffmodell entwickelt, mit dessen Hilfe das lokale Verformungsverhalten po-
lykristalliner Metalle untersucht wird und so Zusammenhinge zwischen charakteristischen
Verformungsgrofen verstanden werden kénnen. In Anbetracht des Polykristalls als Verband
gekoppelter Einkristalle mit unterschiedlichen Orientierungen sollen wichtige physikalische
Einkristalleigenschaften durch dieses Werkstoffmodell richtig wiedergegeben werden. Zusétz-
lich muss das entwickelte Werkstoffmodell die folgenden wichtigen Anforderungen fiir ein



reales Material erfiillen: So soll es ein geschwindigkeitsabhéngiges Deformationsverhalten
beschreiben und isotrope sowie anisotrope Eigenschaften abbilden kénnen. Beim Ubergang
von elastischen auf plastische Zustandsénderungen muss die Fliegrenze eindeutig sein, so
dass das Schmidsche Schubspannungsgesetz erfiillt wird (s. Abschnitt 1.1.2). Letztlich soll
das Werkstoffmodell fiir grofle Deformationen und drei dimensional formuliert werden.

Die Arbeit beginnt mit der Erkldrung wichtiger Notationen und der Geometrie des hier
im Mittelpunkt stehenden kubisch-flichenzentrierten (kfz) Kristalls, die zur Beschreibung
plastischer Abgleitung auf Gleitsystemen notig ist. AnschlieSend werden Eigenschaften von
Versetzungen vorgestellt, deren Bewegung und Wechselwirkung im Zusammenhang mit pla-
stischer Verformung durch Abgleitung auf Gleitsystemen ausfiihrlich behandelt werden. Die
in der Folge auftretenden Fliespannungen und Riickspannungen, die zur Verfestigung des
Kristalls beitragen, werden eingefiihrt. Die typische Einkristall-FlieBkurve mit unterschied-
lichen Verfestigungsraten wird vorgestellt und diskutiert. Schliellich werden wichtige Eigen-
schaften bei der Verformung von Polykristallen beschrieben.

Der folgende Abschnitt 2 gibt einen Uberblick iiber die ausgewihlten Modellansiitze aus
der Literatur, die sich ebenfalls mit der Untersuchung lokaler Flieivorginge in Kristallen
beschéftigen. Dabei wird die quantitative Entwicklung von Versetzungsdichten, Flie- und
Riickspannungen sowie Gleitraten ,konzentriert behandelt”. Vor- und Nachteile der einzel-
nen Anséitze werden anschliefend diskutiert.

Der Abschnitt 3 fasst zunédchst die Grundlagen der Kontinuumsmechanik und der speziellen
Mechanik eines Kristalls zusammen. Zusammen mit den in den beiden letzten Abschnit-
ten gewonnenen Erkenntnissen wird dann ein neues Werkstoffmodell vorgestellt, das das
Verhalten der kfz-Kristalle in Abhéingigkeit von der Forménderungsgeschwindigkeit, also
viskoplastisch, sowie von der Temperatur beschreibt. Das Modell basiert auf der Entwick-
lung der Versetzungsdichte und wird sowohl fiir grofe als auch kleine Verformung formuliert.
Dabei werden isotrope und anisotrope Verfestigung beriicksichtigt. Die Integration konsti-
tutiver Gleichungen zur Losung interner Zustandsvariablen wird mit Hilfe der implizten
Eulerschen Riickwirtsmethode durchgefiihrt und dann in dreidimensionale Finite-Elemente-
Formulierungen iibertragen.

Zur Uberpriifung des neu entwickelten Werkstoffmodells werden Ergebnisse von Simulati-
onsrechnungen im Abschnitt 4 présentiert. Im Mittelpunkt steht die Frage, inwieweit das
Modell in der Lage ist, bekannte physikalische Phéinomene der Ein- und Polykristallplasti-
zitit wiederzugeben. Zusitzlich werden Einfliisse der Modellparameter auf die Verformung
beschrieben. Auf Parameteranpassungen an konkrete Experimente wird allerdings verzich-
tet. Der letzte Abschnitt ,,Zusammenfassung und Uberblick” schlieft diese Arbeit ab.



1 Grundbegriffe der Kristallplastizitéit

Zur Untersuchung des Verformungsverhaltens von Metallen sowohl im Einkristall- als auch
im Polykristall-Zustand sind die werkstoffkundlichen Grundlagen zunichst zu behandeln.
Dabei sind die besonderen geometrischen Eigenschaften der Kristalle zu erértern, die wesent-
liche Einfliisse auf Verformung haben. Im Mittelpunkt steht das Verhalten kubisch-flichen-
zentrierter, reiner Metalle im Tieftemperaturbereich. Anschliefend werden einige wichtige
Notationen fiir diese Geometrie vorgestellt, um die Beschreibung von Kristalleigenschaften
zu erleichtern.

Die Tatsache, dass Verformung in Metallen im wesentlichen plastisch ist, ldsst die Be-
schrankung dieser Arbeit auf plastische Verformung und deren Zusammenhéngen zu. Plasti-
sche Verformung erfolgt im Wesentlichen durch Abgleitung auf kristallographischen Ebenen
in kristallographischen Richtungen. Diese Abgleitungen werden durch die Bewegung von
Versetzungen in der Kristallstruktur ermoglicht. Die Bewegungsfreiheit der Versetzungen
héngt stark von deren Wechselwirkungen ab, die sich wiederum in unterschiedlichen kristal-
lographischen Lagen differenziert verhalten. Um die Versetzungen zu mobilisieren muss die
Schubspannung bei Beginn plastischer Verformung einen kritischen Wert erreichen, der als
Fliespannung bezeichnet wird.

Da die mechanischen Eigenschaften der Metalle technisch interessant sind, spielen entspre-
chende Untersuchungsmethoden eine wesentliche Rolle in der Metallkunde. Dabei ist hier
nicht an elastisches Verhalten gedacht, sondern an plastische Eigenschaften bei der Kristall-
verformung. Es bieten sich neben dem Zug- oder Druckversuch an einem Stab oder an einer
Platte auch der Kriechversuch und die Hértepriifung (s. WASSERMANN [98]) an. Besonders
bei einachsiger Verformung von kubisch-flachenzentrierten Einkristallen (kfz-Einkristallen)
ist der ausgeprigte qualitative Verlauf der sogenannten Fliekurve, bei der es drei Phasen
mit unterschiedlichen Steigerungen gibt (Abschnitt 1.5). Auch unter der Betrachtung von
Polykristallen als Verband gekoppelter Einkristalle mit unterschiedlichen kristallographi-
schen Orientierungen werden die wichtigsten Einkristalleigenschaften in diesem Abschnitt
ausfiihrlich beschrieben.

Im Rahmen der Einfithrung von Grundbegriffen der Kristallplastizitiat wird auf die Herlei-
tung von Gleichungen und Nachweisen physikalischer oder geometrischer Eigenschaften in
diesem Abschnitt verzichtet. Allerdings wird auf einschlidgige Literaturen verwiesen, so dass
bei Bedarf an entsprechender Stelle nachgeschlagen werden kann.

1.1 Geometrie der kfz-Einkristalle
1.1.1 Gleitsysteme und Notationen

In einer dichtestméoglichen Oktaeder-Atomanordnung der kfz-Kristalle bilden sich bestimmte
kristallographische Ebenen und Richtungen, die die Verformung der Kristalle beeinflussen.
Fiir kfz-Kristalle sind die {111}-Ebenen und die (110)-Richtungen (Abbildung 1) mafige-
bend. In jeder der vier unterschiedlichen {111}-Ebenen liegen dabei drei Gleitrichtungen,



Abbildung 1: Notationen der Gleitsysteme in kfz-Kristallen nach SCHMID und BoAs [86].

so dass sich insgesamt zwolf Kombinationen, sogenannte Gleitsysteme, ergeben. Aufgrund
differenzierter Abgleitung auf unterschiedlichen Gleitsystemen ist es empfehlenswert, eine
feste Notation zu verwenden, um die Wechselwirkung zwischen den mikromechanischen
Mechanismen auf den einzelnen Gleitsystemen zu beschreiben bzw. besser zu verstehen. Eine
viel verwendete, leicht reproduzierbare Notation ist die von SCHMID und BOAS [86], bei der
das zuerst abgleitende System (Primérsystem) die Indizierung (111) fiir die Gleitebene und

‘ System-Nr. H Normalvektor der Gleitebene ‘ Gleitrichtungsvektor ‘ ScHMID und BOAS ‘

1 nf = —-(1,1,1)" m} = 75(1,0,-1)" B4
2 ny = —=(1,1,1)" mj = (—1,1,0)" B5
3 ng = —=(1,1,1)" mj = (0, -1,1)" B2
4 nj = —-(-1,1,1)" m{ = 55(0,1,-1)" A2
5 ng = —=(-1,1,1)" m) = 5(—1,-1,0)" A6
6 nd = %(—1,1,1? mg = 5(1,0,1)" A3
7 nd = %(—1, LT md = %(—1,0, -7 C3
8 ng = %(—1, LT m) = %(1, —1,0)T C5
9 ng = (-1,-1,1)" my = —=(0,1,1)" C1
10 nf, = 2=(1,-1,1)" mj, = (0, -1, —1)" D1
11 ny; = —o=(1,-1,1)" mj, = (1,1,0)" D6
2 b= 11" iy = 51,0, D) e

Tabelle 1: Verwendete Numerierung der Gleitsysteme mit Vektorkomponenten zusammen
mit Angabe der Notation nach SCHMID und BoAs [86].



[101] fiir die Gleitrichtung erhélt. Die Abkiirzung B4 fiir das Priméirsystem weist den Buch-
staben B auf die Gleitebene und die Zahl 4 auf die zugehorige Gleitrichtung zu. Analoger-
weise werden die Indizierungen fiir die verbleibenden Systeme vergeben (Abbildung 1).

Neben der Notation von SCHMID und BOAS ist die Numerierung der Gleitsysteme mit ange-
gebenen Vektorkomponenten nach JORDAN und WALKER [52] zu erwéhnen, die vorteilhaft
fiir die numerische Umsetzung ist und in dieser Arbeit auch verwendet wird. Es beginnt mit
dem Primérsystem (111)[101] dquivalent zu B4 nach ScHMID und Boas. Die Reihenfolge
der restlichen Numerierung wird in Tabelle 1 mit Hinweis auf die entsprechende Notation
nach SCHMID und BOAS angegeben.

1.1.2 Das Schmidsche Schubspannungsgesetz

Die Aktivierung der Gleitsysteme kennzeichnet den Beginn plastischer Verformung im Kri-
stall. Die Voraussetzung fiir diese Abgleitvorginge geht vom Schmidschen Schubspannungs-
gesetz (SCHMID [85]) aus, d.h. die Abgleitung auf einem Gleitsystem findet statt, wenn
die (Schmidsche) Schubspannung 7 auf diesem Gleitsystem einen kritischen Wert 74,.;; (al-
so die Flielspannung, die im wesentlichen vom Material sowie der Temperatur abhéngt,
s. Abschnitt 1.4) erreicht. Weiterhin ist die auf das Gleitsystem wirkende Schubspannung
nichts anderes als die Projektion des auf der Gleitebene wirkenden Spannungsvektors auf
die Gleitrichtung und damit lautet das Schmidsche Schubspannungsgesetz

T:=(on) -m > Tgy, (1)

é
Gleitebene ?
lo

Abbildung 2: Demonstration eines einachsigen Zugversuches zur Bestimmung der Schmid-
schen Schubspannung

s
: x \/)})

[

\

Q



das als Fliebedingung fiir ein System gilt. Dabei ist o der Spannungstensor und n bzw. m
der Einheitsnormalen- bzw. Einheitsgleitrichtungsvektor (s. Tabelle 1). Geméafl der Unglei-
chung (1) fangt auf demjenigen Gleitsystem an zu gleiten, das am giinstigsten beziiglich der
duferen Spannung o orientiert ist.

Fiir die einachsige Zugverformung an Einkristallen bei gegebener Nennspannung o ist die
Schmidsche Schubspannung angenéhert durch (HAASEN [36)):

T 0.COSY COSA =: 0.Mmg (2)

wobei x bzw. A die Winkel zwischen der Zugachse und Gleitebenennormale bzw. Gleitrich-
tung bezeichnen (Abbildung 2). Der Faktor mg := cos x cos A wird als der Schmidfaktor
des Gleitsystems bei bestimmter Kristallorientierung relativ zur Zugachse bezeichnet. Ei-
ne Darstellung der Schmidfaktoren des priméren Gleitsystems B4 in der stereographischen
(001)-Projektion (s. Anhang A.2) ist in der Abbildung 3 zu sehen, wobei der maximale Wert
von 0,5 fiir die Orientierung y = A = 45° erreicht wird.

[011]

[011]

(111)
0]

[1o1] H

Abbildung 3: Darstellung der Schmidfaktoren im [001] — [011] — [111] Standarddreieck der
stereographischen (001)-Projektion beim Zugversuch. Die eingetragenen Linien entsprechen
den konstanten Schmidfaktoren fiir das Hauptgleitsystem.

1.1.3 Geometrie der Verformung in kfz-Einkristallen

Plastische Verformung wird meist in einem Zug- (oder Druck-)Versuch an einem Stab un-
tersucht, nicht aber in einem direkt Abgleitung erzeugenden Schubversuch, bei dem die
Orientierung des Kristalls sich nicht &ndert. Im Lauf der plastischen Verformung &dndert
sich stidndig die Kristallorientierung relativ zur festen Zug- bzw. Druckachse. Dies liegt dar-
an, dass die Lage der Probenldngs- bzw. Zugachse durch Einspannung der Zugmaschine
erhalten bleibt, was zu einer Gitterverdrehung gegeniiber der Probenachse fiithrt (Abbil-
dung 4). Durch die stindige geometrische Anderung wihrend der plastischen Verformung



Gitterbiegung

Gitterdrehung

Gleitrichtung

(a) (b)

Abbildung 4: Zur Anderung der kristallographischen Orientierung im Zugversuch: (a) Ein-
fachgleitung bei freier Verformung. (b) Gitterdrehung und -biegung durch Einspannung der
Zugachse.

dndert sich entsprechend die Schmidsche Schubspannung geméfl der Gleichung (2) und fiihrt
zu einer charakteristischen FlieBkurve mit unterschiedlichen Phasen. Im Folgenden wird die
Geometrie der Verformung in einem Zugversuch demonstriert. P sei die Ausgangslage der
Zugachse relativ zu den lokalen Kristallkoordinaten, die in einem sog. stereographischen
,,Standarddreieck” [001] — [011] — [111] dargestellt ist (Abbildung 5(a)). In dieser Lage ist
das Gleitsystem B4 (hier nach Notation von SCHMID UND BOAS) so giinstig orientiert,
dass die Abgleitung zuerst nur auf diesem System (nach elastischer Phase) stattfindet, al-
so Einfachgleitung. Bei der Abgleitung bewegt sich die Zugachse dementsprechend auf die
primére Gleitrichtung [101] (Gleitrichtung von B4) zu. Erreicht die Zugachse durch die Ori-
entierungsdnderung den Rand des Standarddreiecks, so tritt ein zweites Gleitsystem mit
Gleitrichtung [011], also Gleitsystem C1, aufgrund der giinstigen Lage auf, wodurch sich die
resultierende Gleitrichtung von [101] auf [112] dndert ([101] + [011] = [112]). Entsprechend
wandert die Zugachse relativ auf die [112]-Richtung zu.

Liegt die Ausgangslage der Zugachse auf dem Grofikreis [101] — [011], so stoBt die Orientie-
rung der Zugachse bei Erreichen der Symmetralen direkt auf die [112]-Richtung und &ndert
sich folglich ihre Richtung nicht mehr.

In der Regel findet man leichte Abweichungen von diesem idealen Verhalten derart, dass
bei Erreichen der Symmetralen das primére Gleitsystem weiter allein aktiv bleibt, so dass
die Zugachse iiber die Symmetrale hinausschieBt (Abbildung 5(b)). Je weiter sie sich auf
die primére Gleitrichtung [101] zubewegt, desto aktiver wird das sekundére Gleitsystem C1
und damit kehrt die Orientierung der Zugachse zur Symmetralen zuriickkehrt. Dieses Uber-
schiefen kann als latente Verfestigung verstanden werden, d.h. die sekundéren Gleitsysteme
werden bei Betéitigung des priméren Gleitsystems verfestigt.
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Abbildung 5: (a) Lagednderung der Zugachse relativ zum Kristall durch das gleitaktive
Primérsystem B4 im einachsigen Zugversuch; (b) Latente Verfestigung bei Aktivierung des
Sekundirsystems C1 durch Uberschiefien ins Standarddreieck [001] — [111] — [101].

1.2 Versetzungen in Kristallen
1.2.1 Topologische Eigenschaften von Versetzungen

Versetzungen in metallischen Kristallen sind nach topologischer Eigenschaft die Gitterbau-
fehler. Sie stellen Liniendefekte des Kristalls dar, welche den Anteil einer Ebene, auf der
die Abgleitung stattfindet, vom Rest der Ebene abgrenzen. Mit Hilfe des Transmission-
Elektronen-Mikroskops (TEM) kénnen die Versetzungen von diinnen Metallfolien (Dicke
~ 0, 1um) direkt beobachtet und in drei Arten aufgeteilt werden. Eine Stufenversetzung
entsteht dort, wo eine kristallographische Ebene endet. Die Begrenzungslinie dieser Teilebe-
ne im Kristall wird als Stufenversetzung bezeichnet (Abbildung 6(a) mit dem Symbol L).
Eine andere Art von Versetzungen, Schraubenversetzung, erhédlt man, wenn man die beiden
Trennflachen nicht senkrecht, sondern parallel zur Begrenzungslinie des Schnitts um einen
Atomabstand verschiebt (Abbildung 6(b)). Geht man auf einer Ebenen senkrecht zur Ver-
setzungslinie um die Schraubenversetzung herum, so kommt man nicht zum Ausgangspunkt
zuriick, sondern bewegt sich auf einer Schraubenlinie. Die Versetzungslinien sind meist nur
auf kurzen Teilstiicken reine Stufen- oder Schraubenversetzungen. Im Allgemeinen sind sie
eine Kombination beider Komponenten: gemischte Versetzung, bei der die Verschiebung
der getrennten Kristallite geneigt (also weder senkrecht noch parallel) zur Schnittbegren-
zung wird. Die Haufigkeit von Versetzungen, die Versetzungsdichte, wird als die Anzahl der
Versetzungen pro Flédche angegeben.

Eine Versetzung wird durch ihr Linienelement d€ und den sog. Burgers-Vektor b, um den die
Kristallteile sich gegeneinander verschieben, wenn eine Versetzung sich bewegt, charakteri-
siert. Der Burgers-Vektor wird durch den sog. Burgers-Umlauf (Abbildung 7) definiert. Im
gestorten Kristall wiahlt man einen geschlossenen Umlauf im Uhrzeigersinn um die positive
Richtung der Versetzungslinie. Vollzieht man den gleichen Umlauf im perfekten Kristall,
so sind Anfangs- und Endpunkt des Umlaufs um einen Burgers-Vektor verschoben. Zusétz-
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Abbildung 6: Darstellung von Stufenversetzung (a) und Schraubenversetzung (b) als Git-
terbaufehler.
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Abbildung 7: Zur Definition des Burgers-Vektors durch den Burgers-Umlauf im (a) gestorten
und (b) ungestorten Kristall.

lich muss der Burgers-Vektor ein Translationsvektor des Gitters sein, damit die kristalline
Struktur erhalten bleibt.

Betrachtet man nun eine orientierte Versetzungslinie £, so ist der Burgers-Vektor der Stufen-
bzw. Schraubenversetzung senkrecht bzw. parallel zur deren Versetzungslinie. Bei gemisch-
tem Versetzungstyp kann in jedem Punkt der Versetzungslinie die Versetzung in einen
Stufen- und in einen Schrauben-Anteil zerlegt werden, so dass sich der Burgers-Vektor ana-
log zerlegt in

b=b, + b|| (3)
mit
b, = (b.(I1xe))(lxe)
by = (b.I,
wobei 1 := % und e := ‘KE' die Tangential- und Normaleneinheitsvektor der Versetzungs-

linie £ sind.



Letztlich kénnen Versetzungen nur an einer freien Oberfliache, an einer anderen Versetzung
oder an einem anderen Kristalldefekt (z.B. einer Korngrenze) enden. Diese Stetigkeit wurde
ebenfalls von NABARRO [71] geometrisch streng bewiesen.

1.2.2 Bewegung von Versetzungen

Durch lokale Stérung des Gitters um eine Versetzung werden elastische Verzerrungen her-
vorgerufen, welche in erster Linie vom Burgers-Vektor und von der Geometrie der Verset-
zungslinien abhéngen. Es bilden sich dabei eigene Spannungsfelder, die, neben eventuell von
auflen angelegten Spannungsfeldern, die Bewegung der Versetzungen ermdoglichen. Wird nun
ein Linienelement df einer Versetzung um dr bewegt, so miissen beide Seiten des Elements
(d€ x dr) relativ zueinander um den Burgers-Vektor b verschoben werden (s. Abbildung 8,
HAASEN [36]). Liegt dr nicht in der Gleitebene (b x d€), dann 6ffnet sich bei der Verschie-
bung ein Volumenelement

dV = b.(de x dr) = dr.(b x d) . (4)

Eine solche Bewegung mit dV # 0 nennt man nicht-konservativ oder Klettern und mit
dV = 0 konservativ oder Gleiten. Eine Schraubenversetzung besitzt in diesem Sinn keine
bevorzugte Gleitebene, so dass sie leicht ihre initiale Ebene fiir eine dquivalente Kristalle-
bene verlassen kann (Quergleiten). Dies gilt nicht fiir Stufenversetzungen, die durch Einbau
von Leerstellen oder Zwischengitteratome an ihrer Extrahalbebene klettern (s. Abbildung
9). Offenbar erfordern nicht-konservative Bewegungen (Klettern) einen Materialtransport
durch Diffusion und dementsprechend eine thermische Aktivierung. Sie finden deshalb sel-
tener als konservative Bewegungen statt und werden iiberwiegend bei hoheren Temperaturen
beobachtet.

Gleiten und Klettern von geraden Versetzungen beginnen oft lokal von Kinken und Spriingen
aus. Eine Kinke ist ein Knick in der Versetzungslinie und bringt die Versetzung um den Ele-
mentarschritt in der Gleitebene vorwérts (s. Abbildung 10), wiahrend Spriinge die Verset-
zungslinie aus der Gleitebene heraus fiithren (s. Abbildung 11). Die zwangslaufigen Schneid-
vorgéange von in unterschiedlichen Gleitebenen beweglichen Versetzungen (s. Abschnitt 1.2.3)
fithren zu Spriingen. Je nach Typ der schneidenden Versetzungen kénnen die erzeugten

Abbildung 8: Ausdehnung eines Versetzungsrings durch Element d€ x dr.
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Abbildung 9: Klettern von Stufenversetzung aus gestrichelter Positionen durch Einbau von
Leerstellen.

Spriinge die Beweglichkeit der Versetzungen beeintriachtigen. Im Fall von zwei Stufenverset-
zungen wird ein gleitfahiger Sprung erzeugt, der sich mit den restlichen Versetzungen bewe-
gen kann (HONEYCOMBE [48]). Hingegen hat der beim Schnitt zweier Schraubenversetzun-
gen erzeugte Sprung einen Stufencharakter, weshalb er im Tieftemperaturbereich sesshaft
ist. Die vom Linienelement d€ und Burgers-Vektor b aufgespannte Gleitebene des Sprungs
stimmt mit der Gleitebene der Schraubenversetzung nicht iiberein, so dass die Bewegung der
Schrauben stark behindert wird. Falls sie sich weiter in ihre urspriingliche Richtung bewegen
sollen, konnen sie nicht mehr durch Gleiten sondern nur durch Klettern folgen. Es geschieht
eine nichtkonservative Bewegung, bei der je nach relativer Lage von Halbebene und Sprung
die Anlagerung von Leerstellen und Zwischengitteratomen stattfindet (HIRTH und LOTHE
[45]). Diese geometrischen Uberlegungen deuten darauf hin, dass durch eine Wechselwirkung
zwischen verschiedenen Gleitsystemen die Beweglichkeit der Schraubenversetzungen mehr
behindert wird als die der Stufenversetzungen.

Die oben genannten Versetzungsbewegungen resultieren aus Kréften, die durch eigene bzw.
von auflen angelegte Spannungen entstehen und auf Versetzungen ausiiben. Die Verschie-
bung eines Fliachenelements da = d€ x dr um b erfordert die Arbeit

dA = b.(c.da) = bo.(dl x dr) = dr.(bo x df) (5)

Aus der Defintion einer mechanischen Arbeit hat der Term

df :=bo x de (6)

die Bedeutung einer Kraft, die nach ihren Erfinder als Peach-Koehler-Kraft bezeichnet wur-
de. Diese Kraft ist im Sinn der Thermodynamik die konjugierte Grofie zur Bewegung einer
Versetzung. Sie wirkt senkrecht zum Tangentenvektor 1 := % der Versetzungslinie £.

Bei hohen Temparaturen konnen lokale Storungen durch Versetzungen die Gitterschwingun-
gen verursachen. Die dadurch entstandene Spannung, wenn sie hinreichend grof ist, kann
die Versetzungen zur Bewegung fiithren. Die sogenannte Peierls-Nabarro-Kraft, die minde-
stens aufgewandt wird, um die Versetzung starr um eine Gitterkonstante a zu verschieben,
ist berechnet worden (z.B. HIRTH und LOTHE [45]):

11
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Abbildung 11: Spriinge von Stufen- (a) und Schraubenversetzung (b).

2G

foy = 11—y P {b(fiau)} ’ ()

wobei G und v der Schubmodul und die Querkontraktionszahl sind. Die Gleichung (7) zeigt,
dass sich Versetzungen in den Ebenen mit grofiem Netzabstand (z.B. kfz- oder hdp-Metalle
mit dichtester Packung) und mit dem kleinstmoglichen Biirgers-Vektor leichter bewegen. Fiir
solche Kristalle ist fpn ~ 107°G vernachlissigbar klein. Fiir einige Kristalle wie Ge, Si und
iiberwiegend kubisch raumzentrierte Metalle ist fpx ~ 1072G relativ grofl. Tatsiichlich sind
Versetzungen in diesen Metallen infolge der thermischen Aktivierung bei noch geringeren
Kréfte als fpy beweglich. Thre Bewegung erfolgt allerdings nicht durch Translation sondern
durch Gleitung von Kinken (HAASEN [36]). Die Selbstenergie einer Kinke besteht aus Peierls-
und elastischer Linienenergie zufolge

4b
Ek == ? EPNEL . (8)
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1.2.3 Wechselwirkung von Versetzungen

Mit unterschiedlichem Richtungsvorzeichen vom Linienelement d€ gegeniiber dem Burgers-
Vektor b kann die Wechselwirkungskraft in Gleichung (6) die Rolle der Anziehung bzw. Ab-
stoBung zwischen Versetzungen iibernehmen. Fiir z.B zwei beliebig orientierte gleichartige
Versetzungen mit den Burgers-Vektoren b; und by kann die Wechselwirkung aus der Vereini-
gungsreaktion (b; + by) abgeschétzt werden. Die dabei entstehende Energie steigt bzw. féllt
proportional zu (b; + by)? — b? — b = 2b; by, je nachdem, ob AbstoBung (b;by > 0) oder
Anziehung (b;bs < 0) vorliegt. Die Vereinigung wird aber unter Umsténden durch man-
gelnde Gleitmoglichkeiten der beteiligten Versetzungen verhindert. Das (b;bs)-Kriterium
zeigt, dass Versetzungen mit moglichst kurzem Burgers-Vektor unter Energiegewinn in sog.
Shockley-Partialversetzungen zerfallen.

Man kann die Wechselwirkung zwischen Versetzungen in zwei Arten unterteilen: kurzrei-
chend oder weitreichend. Fiir die kurzreichende Wechselwirkung sind die Schneideprozesse
von anziehenden Versetzungen verantwortlich (Abbildung 12). Nach BAIRD und GALE [8])
schneiden sich zwei anziehende Versetzungssegmente A; A} und A, A, im Punkt F (Abbil-
dung 12(a)) und bilden dabei das gemeinsame Versetzungssegment PQ (Abbildung 12(b))
auf der Schnittgeraden der beiden Gleitebenen. Abhéingig von der wirkenden Spannung stellt
sich die Lange des Versetzungssegments P(Q) so ein, dass die Gesamtenergie der Anordnung
minimal wird. Ubersteigt die Spannung einen kritischen Wert, so kollabiert die Anordnung
und der Schneidvorgang wird vollendet. Durch solche Schneidevorgénge zwischen anziehen-
den Versetzungen konnen sich stabile Versetzungsknoten bilden, wobei aus topologischen
Eigenschaften der Versetzungen auch Kinken oder Spriinge entstehen (REED-HILL [80]).
Da die Energie einer Versetzung proportional zu ihrer Linge ist (HAASEN [36]), und die-
se Lénge durch Kinken und Spriinge zunimmt, ist fiir deren Bildung ebenfalls zusétzliche
Arbeit zu verrichten. Sesshafte Spriinge werden hauptséchlich durch Schneiden von Schrau-
benversetzungen in anderen Gleitebenen erzeugt, wihrend gleitfahige Spriinge beim Schnitt
zweier Stufenversetzungen (HONEYCOMBE [48]) entstehen.

Die weitreichende Wechselwirkung entsteht bei Abstoflung der Versetzungen mit gleichen

(a) (b)

Abbildung 12: (a) Schneidvorgang von Versetzungssegmente A; A} und A, A, im Punkt F,
(b) zwischenzeitliche Bildung des gemeinsamen Versetzungsstiicks PQ).

13
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Abbildung 13: Aufstauung von Stufenversetzungen vor Hindernissen.

Vorzeichen, also (bybs > 0), die sich aber vor Hindernissen, z.B. sesshaften Spriinge oder
Korngrenzen, aufstauen. Sie {iben eine abstoflende Kraft auf die nachfolgenden Versetzungen
mit gleichem Vorzeichen aus (Abbildung 13). Solche Versetzungsaufstauungen sind durch
Anitzen und TEM vielfach beobachtet worden (HIRTH und LOTHE [46]).

Eine andere weitreichende Wechselwirkung kommt zustande durch energetische giinstige
Anordnungen von Versetzungen in Kristallen im Laufe der Verformung, z.B. auftretende
Zellstrukturen im Tieftemperaturbereich (HoOLT [47]). Hierbei sind die Versetzungen so an-
geordnet, dass in der Ndhe der Zellwénde hohe Versetzungsdichten zu finden sind, wéhrend
die zellinneren Bereiche fast versetzungsfrei sind. Durch starke lokale Diskrepanzen von Ver-
setzungsdichten iiberlagern sich die Spannungsfelder von solchen immobilisierten Versetzun-
gen zu kinematischen Riickspannungen, die die Beweglichkeit der Versetzungen beeinflussen.

1.2.4 Versetzungsbildung und -annihilation

Im Laufe der Bewegung néhern bzw. schneiden sich die Versetzungen. Das dabei entstandene
Spannungsfeld bewirkt eine kurzreichende Wechselwirkung zwischen Versetzungen, wodurch
Versetzungen neu gebildet oder auch vernichtet werden kénnen. Die bei den Schneidepro-
zessen entstehenden Kinken und Spriinge beeinflulen die Beweglichkeit der Versetzungen
iiberwiegend negativ, da sie sich als Hindernisse darstellen. Die z.B. beim Schnitt der Schrau-
benversetzungen erzeugten gleitunfahigen Spriinge behindern die Versetzungsbewegung, da
die vom Versetzungselement und dem Burgers-Vektor aufgespannte Gleitebene des Sprungs
mit der Gleitebene der Schraubenversetzungen nicht iibereinstimmt. Eine entsprechende
Bewegung ist nur durch das Klettern (oder nicht-konservativ) von Leerstellen oder Zwi-
schengitteratomen moglich (HIRTH und LOTHE [45]), wobei eine Arbeit zu verrichten ist.
Im Tieftemperaturbereich ist die Behinderung von solchen sesshaften Spriingen besonders
stark, da es sehr wenig Zwischengitteratome oder Leerstellen gibt.

Die Energie einer Versetzung kann als Linienspannung E, betrachtet werden und ist propor-
tional zu ihrer Lange (HAASEN [36]). Unter einer Spannung 7 kriimmt sich eine Versetzung,
die an beiden Enden durch Hindernisse (z.B Korngrenze oder sesshafte Spriinge, usw.) fest-
gehalten ist, zu einem Radius rx = Fp/7b. Ist der Radius kleiner als der halbe Abstand [/2
der Ankerpunkte, so wird die Versetzung instabil (DIETER [20]) und baucht sich zwischen
den Ankerpunkten auf bis zur Erzeugung vollstandiger Versetzungsringe (Abbildung 14) und
reproduziert sich dabei. Die Einsatzspannung dieser Instabilitdt ist die Orowan-Spannung

14
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Abbildung 14: Frank-Read-Quelle erzeugt einen Versetzungsring und reproduziert sich.

2k, Gb
TS YT (9)

mit einem Zahlenfaktor «, der von der Anordnung benachbarter Versetzungen abhéngt, also
dem Einfluss der latenten Verfestigung. Die Versetzungsmultiplikation durch solche Quel-
len wurde 1950 von FRANK und READ [29] vorgeschlagen und gilt als einer von vielen
wichtigen Mechanismen zur Erzeugung der Versetzungen. Ein dhnlicher Prozess findet bei
Versetzungen statt, die nur an einem Ende festgehalten sind. Hier wickelt sich die Versetzung
aufgrund der duferen Spannung zu einer Spirale auf, und es kann durch eine Versetzungsre-
aktion &hnlich beim Frank-Read-Mechanimus zur Bildung eines Versetzungsrings kommen.
Solche Quellenmechanismen wurden experimentell bestétigt (KITTER [53] und DAsH [19]).
Einen Uberblick iiber die wichtigsten Mechanismen geben z.B. HIRTH und LOTHE [45].

Die Versetzungsdichte eines unverformten Kristalls liegt in der GréBenordnung von 10*%m =2
(Anzahl der Versetzungen und DurchstoSpunkte pro Kontrollfliche). Dabei sollen die Ver-
setzungen auf die Gleitsysteme gleichméflig verteilt werden, so dass auf jedem Gleitsystem
eine anfingliche Versetzungsdichte von ungefihr 10%m =2 vorliegt. Im Laufe der plastischen
Verformungen steigen die Versetzungsdichten auf den aktivierten Gleitsystemen stark an,
wobei die Gesamtversetzungsdichte bei ihrer Séttigung bis zu 10°m =2 erreichen wird (Ess-
MANN und MUGHRABI [24]).

Mit steigender Versetzungsdichte erhoht sich die Wahrscheinlichkeit des ,,Zusammentref-
fens” von zwei Versetzungen in einer gemeinsamen Gleitebenen mit unterschiedlichen Vor-
zeichen, wobei sie sich gegenseitig annihilieren. Der hier benutzte Begriff |, Zusammentreffen”
ist so zu verstehen, dass sich Versetzungen bis zu einem kritischen Abstand annéahern, bevor
sie sich ausloschen. Ursache hierfiir ist, dass Versetzungen Eigenspannungen besitzen und
damit Kréfte aufeinander austiben (HIRTH und LOTHE [45]). Die Gréfienordnung des , kriti-
schen Annihilationsabstandes” z.B. in Kupfer liegt fiir Schraubenversetzungen zwischen 50
und 500 nm (ESSMANN und MUGHRABI [24]) und fiir Stufenversetzungen deutlich niedri-
ger. Das bedeutet, dass sich Schraubenversetzungen bei ndherem Gleitebenenabstand nach
Quergleiten wahrscheinlicher ausléschen als Stufenversetzungen durch Klettern auf andere
Gleitebenen. Die Kletterprozesse von Stufenversetzungen spielen nach WEERTMAN [102] nur
bei hoheren Temperaturen eine Rolle, wihrend sich im Tieftemperaturbereich eine Vielzahl
von Stufen-Dipolen bei der Deformation bilden (EssMANN und RAPP [26]). Die Uberle-
genheit von beiden Prozessen zur Bildung und Ausléschung von Versetzungen ist wihrend
der Deformation gegenldufig, bis eine Kompensation erreicht wird, also eine Séttigung der
Versetzungsdichte (ESSMANN und MUGHRABI [24]).
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1.3 Zusammenhang von Versetzungsbewegung und plastischer Ver-
zerrung

1.3.1 Plastische Verzerrung einer Versetzung

Es wurde erwahnt, dass plastische Verformung wesentlich durch Abgleitung von Verset-
zungen auf kristallographischen Ebenen hervorgerufen werden. Nun ist die Frage, wie grof3
die plastische Verzerrung wird, wenn eine Versetzungsschleife der Lénge ¢ eine Fliache A
iiberstreicht. Aufgrund vielféltiger Eigenschaften von Versetzungen wird hier vereinfachend
angenommen, dass diese Versetzungsschleife sich in einem homogengen Spannungsfeld o
nur in ihrer urspriinglichen Gleitebene mit dem Normalvektor n und der Geschwindigkeit v
bewegt (MURA [70]). Die geleistete Arbeit eines Spannungsfelds wihrend der Verschiebung
eines infinitesimalen Versetzungssegments d€ um dr ist (siche Abbildung 15)

dW (o) = ob(d€ x v). (10)

Die entsprechende Leistung fiir die gesamte Schleife betrigt demnach

y{o-b (de x v) j{abnvdﬁ— 7{0 b® (v x1)]dl (11)

mit n = d€ x v/|d€ x v|,v = dr/dt,|v] = v und d€ = 1d/. Damit ist die gesamte Arbeit
W des Spannungsfelds o, wihrend die Versetzung eine Gesamtfliche A {iberstreicht

W(a):—/AabndA:—/Aa-(b@n)dA. (12)

Die Arbeit W* eines Spannungsfelds o, das eine plastische Verzerrung €, in einem Volumen
V erzeugt, ist auBerdem gegeben durch

W(o*) = /Va* e, dV . (13)

Durch den Vergleich der Gleichungen (12) und (13) unter Beriicksichtigung der Symmetrie
des Verzerrungstensors ergibt sich die plastische Verzerrung

€,(x) = —%(b®n+n®b)5(x—A), (14)

wobei eine Dirac-Distribution mit ihrer Verteilung §(x — A) als Delta-Funktion! verwendet
wurde. Dieses Ergebnis lédsst sich auch so interpretieren, dass die Eigenspannungen, welche

IDie Delta-Funktion besitzt folgende Eigenschaften:

0 wenn X # Xq

sx-xa) = {

wenn X = X

[o= /f d(x —x0)dV = {gEXO)’ wenn  xg € V

wenn xg €V
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Abbildung 15: Verschiebung eines Versetzungsegment d€ um dr.

fiir den Zusammenhalt des Korpers verantwortlich sind, durch die plastischen Verzerrungen
in einem plastisch verformten Koérper abgebaut werden. Die bleibende Dehnung ist dann rein
plastisch und entspricht dem symmetrisierten Gradienten der plastischen Verschiebungen
des Elements.

Analog lésst sich die plastische Verzerrungsrate €, aus der Gleichung (11) herleiten

ép(x):—%[b@(v><1)+(V><1)®b]5(x—£). (15)

1.3.2 Ubertragung auf das reprisentative Volumenelement

Im Allgemeinen erhélt ein Kristallit oder Einkristall viele Versetzungen, deren Bewegungen
zu einer heterogenen Verformung fithren. Die Mittelwerte der plastischen Verzerrungen und
der Verzerrungsgeschwindigkeiten sind aber unter Voraussetzung eines homogenen Span-
nungsfeldes ermittelt worden. Um die Ergebnisse von Gleichungen (14) und (15) verwenden
zu konnen, muss das Gesamtvolumen als Verbund mehrerer sehr kleiner Teilvolumen, die
sog. reprasentativen Volumenelemente (RVE), betrachtet werden, in denen die Versetzun-
gen durch ihre Bewegung nur homogene Verformungen verursachen. Andererseits soll das
RVE gro8 genug sein, damit die festgestellten Zusammenhénge in Gleichungen (14) und (15)
nicht von den speziellen Anordnungen der Versetzungen innerhalb des RVE abhéngen. Fiir
ein repréisentatives Volumenelement mit dem Volumen V', in dem n Versetzungen wandern,
ist die mittlere plastische Verzerrungsgeschwindigkeit

1
<& > = V/epdv
_ /Z ® (vi x L)+ (v; x L) @ bi]d(x — £;)dV
S b, ® (vi x 1 %< 1) @ byld¢
QV;ﬁ[®wX> +(vi x 1) ® b))
1 .

2V &
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Der Term

L

ist die Zeitableitung der iiberstrichenen Fliche A,, wenn die Versetzung mit der Geschwin-
digkeit v in ihrer Gleitebene wandert. Die mittlere plastische Verzerrung < €, > ist damit
gegeben zu

1
2V =

Als Sonderfall betrachten wir nun einen Wiirfel der Léange ¢, in dem sich nur gerade Stufen-
versetzungen parallel zur z-Achse mit der Geschwindigkeit v = —v% in Gegenrichtung des
Burgers-Vektors b bewegen. Die Wanderung solcher Versetzungen ruft eine positive Ver-
schiebung der oberen Fléche in Richtung von b hervor. Aus den Gleichungen (16) und (17)

ergibt sich die entsprechende Abgleitung

¥ =< &Y >= obv, (19)

wobei o = n/¢? die Versetzungsdichte ist. Die Gleichung (19) ist als die Orowan-Beziehung
bekannt (OROWAN [75]). Sie gibt einen Zusammenhang zwischen den mikroskopischen und
makroskopischen Grofien an.

1.3.3 Kleine Verzerrungen im Einkristall

In einem Einkristall konnen mehrere Gleitsysteme a = 1, 2, ..., N, welche durch die jeweiligen
Burgers-Vektoren b, = m,b, und ihre Gleitebene n, charakterisiert sind, gleichzeitig aktiv
sein. Der Beitrag eines einzelnen aktiven Gleitsystems ist durch Gleichung (16) gegeben

< ép >0 = —&[ma ®n, +n, ® ma]ba Z Aa
2V o
1,
— _é’ya[ma X n, + n, ® ma] ) (20)
wobei
j/a - _&baZAa (21)
V a=1

die mittlere Scherung auf dem Gleitsystem a darstellt, und n, die Anzahl der Versetzungen
auf diesem Gleitsystem ist. Die akkumulierte plastische Verzerrungeschwindigkeit ergibt sich
aus der Summe aller Gleitsysteme

1

Q’ya[ma ®n, +n, ®m,|. (22)

N
<€ >=)

a=1
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1.4 Flielspannung und Riickspannung

Plastische Verformung in Kristallen beginnt erst bei der Aktivierung der Gleitsysteme,
auf denen die Schmidsche Schubspannung die kritische FlieBspannung 7, {ibersteigt (das
Schmidsche Schubspannungsgesetz, Abschnitt 1.1.2). Diese Fliespannung ist im wesentli-
chen abhingig vom Material, seiner Reinheit, méglichen Legierungszuséitzen sowie der Tem-
paratur. In der Regel nimmt 7/ mit zunehmender Reinheit und Temparatur ab und erhoht
sich bei wachsender Konzentration von Legierungszusitzen, wobei die Stérke des Effekts
vom zulegierten Element abhingt. Eine detaillierte experimentelle Studie der genannten
Abhéngigkeiten ist z.B. bei WILLE U.A. [106] zusammengefasst. Die Groenordnung von
7+ liegt bei 107°G, wobei G den Schubmodul bezeichnet. Fiir das im Raumtemparatur be-
findliche Kupfer mit seiner Reinheit von 99,999% bzw. 99,98% liegt 7; bei ca. 0,35 bzw.
0,95M Pa.

Mit zunehmender plastischer Verformung und damit Versetzungsdichte erhéht sich die Wahr-
scheinlichkeit fiir das Zusammentreffen von Versetzungen, womit kurzreichende Wechselwir-
kungen entstehen. Das Maf fiir solche Wechselwirkungen ist die FlieBspannung. Dagegen
nimmt der Abstand benachbarter Gleitebenen, die freie Weglénge L, bei zunehmender Ver-
setzungsdichte bis zu einem kritischen Abstand (Annihilationsabstand) ab. Also muss die
FlieBspannung umgekehrt proportional zur freien Weglénge sein

Gb
~ — 23
wobei G der Schubmodul und b der Betrag des Burgers-Vektors ist. Aus Dimensionsiiberle-
gungen ist die freie Wegldnge L umgekehrt proportional zur Wurzel der Versetzungsdichte

0

L~L (24)

\/E ’
wodurch sich zusammen mit Gleichung (23) die kritische Fliespannung ergibt

TF ~ Gb\/é (25)

Diese Bezichung ist nach TAYLOR [93] benannt und war zunéchst fir die Wechselwirkung
paralleler Stufenversetzungen bestimmt. Experimentelle Messungen von Versetzungen durch
Atzgruben auf Cu-Einkristallen, die bis zu FlieBspannung 7 verformt wurden, bestéitigten
diese Beziehung (s. LIVINGSTON [62]).

Im Allgemeinen ist die Wechselwirkung von Versetzungen iiberwiegend kurzreichend, wo-
bei das ,,Schneiden eines Versetzungswaldes?” die Verfestigung wesentlich verursacht. Die
Versetzungsdichte g in Gleichung (25) wird durch die Waldversetzungsdichte g,, ersetzt, so
dass die FlieBspannung nur in Abhéngigkeit von der Waldversetzungsdichte p,, angegeben
wird (s. auch Abschnitt 2.2)

7~ Gby/Ow . (26)

2Versetzungen, die sich auerhalb der Hauptgleitebene befinden.
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Der Zusammenhang 7 ~ /0, wurde bei direkten Messungen der Versetzungsgeschwindig-
keit auf der Basisebene von Zinkkristallen, in deren Pyramidenebenen Waldversetzungen
eingebracht worden waren, bestéitigt (VREELAND [107]).

Die lineare Proportionalitéit von FlieSspannungen zur Wurzel von Versetungsdichten in Glei-
chungen (25) und (26) gilt sowohl bei tiefen als auch bei hohen Temperaturen. Der Proportio-
nalfaktor ist allerdings von der Temperatur abhéngig, wodurch eine thermische Schwankung
auf die Schneideprozesse und die daraus folgenden Sprungbewegungen von Versetzungen
aufgebracht wird.

Anders als kurzreichende Wechselwirkung entsteht weitreichende Wechselwirkung durch
energetisch giinstige Anordnungen von Versetzungen in Kristallen im Laufe der Verformung
(s. Abschnitt1.2.3). Die Versetzungen, die den Laufweg L auf einer Gleitebene zuriickgelegt
haben, bleiben am Ende der Gleitlinie liegen und {iben eine Riickspannung auf die Quelle
aus. Zusammen mit den sekundéren Versetzungen, die als Hindernisse den Laufweg L be-
grenzen, bilden diese Versetzungen solche Strénge, Dipol- und Multipolanordnungen, die in
elektronenmikroskopischen Durchstrahlungsaufnahmen normalerweise zu sehen sind (MuU-
GHRABI [69]). Das sind die Quellen der inneren Spannungen im Kristall, die von weiteren
Versetzungen auf ihrem Weg durch den Kristall iiberwunden werden miissen. Fasst man
diese kinematische Riickspannung z mit der Schmidschen Schubspannung 7 zusammen, so
ergibt sich eine effektive Spannung

Teff =T —T. (27)

Damit gilt nun die entsprechende FlieBbedingung

Teff > Tkin, - (28)

Bezogen auf ein Gleitsystem kann die kinematische Riickspannung aufgrund ihrer anisotro-
pen Natur bei einer moglichen Abgleitung eine behindernde oder unterstiitzende Wirkung
haben. Die erstere ist der Fall mit gleichem Richtungssinn von Schmidscher Schubspannung
und kinematischer Riickspannung und die letzte ist der Fall des gegengesetzten Richtungs-
sinns. Bei monotonen Zugversuchen an Einkristallen (siehe Abschnitt 1.5) ist der Betrag
kinematischer Riickspannung relativ klein gegeniiber der Schmidschen Schubspannung und
Flielspannung, so dass sie nur eine quantitative, nicht aber qualitative Rolle spielt. Der
qualitative Verlauf von Einkristall-FlieSkurven &ndert sich dabei nicht. Hingegen ist der
Einfluss von kinematischer Riickspannung besonders stark bei Zugversuchen mit Lastwech-
sel oder bei der Verformung von Polykristallen, die sich als Verband von Einkristallen un-
terschiedlicher kristallographischer Orientierung verstehen lassen. Dabei sind die Korner,
Subkoérner und die oben genannten Zellstrukturen reichlich vorhanden und die Korngrenzen
sowie Zellwénde zeigen sich als Hindernisse, in deren Umgebung hohe Versetzungsdichten zu
finden sind. Die Existenz der kinematischen Riickspannung in anisotropen Werkstoffen l&sst
sich als Bauschinger-Effekt bei Einkristallzugversuchen mit Lastumkehr (z.B. EDWARDS
[21], [22] an Kadmium und Zink) bzw. mit zyklischen Lastwechseln (z.B. WADSWORTH
[100] an Kupfer, GIESE und ESTRIN [33] an Aluminium, BLOCHWITZ und VEIT [14] an
Nickel) nachweisen.
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1.5 Einkristall-FlieBkurve

Die Verformungsgeometrie beim Zugversuch an kfz-Einkristallen (vgl. Abschnitt 1.1.3) zeigt
die Aktivierung der Gleitsysteme in Abhéngigkeit von der relativen Lage der Zugachse be-
zogen auf dem Einkristall. Mit Hilfe von der Versetzungstheorie soll diese Verformung mit
typischer Einkristall-FlieBkurve (Abbildung 16) ergénzend erklért werden. Aufgetragen ist
die auf dem Primérgleitsystem wirkende Schmidsche Schubspannung 7 iiber der akkumu-
lierten Abgleitung aktivierter Gleitsysteme ~,.r. Die FlieBkurve zeigt bei richtiger kristal-
lographischer Anfangsorientierung und bei grofier Deformation normalerweise drei Bereiche
mit unterschiedlichen Steigungen, sog. Verfestigungsraten. Beispielsweise sei die Ausgangs-
lage der Zugachse im ,,weichen”?® Bereich des [001] — [011] — [111]- Standarddreiecks der
stereographischen (001)-Projektion. Im Bereich I herrscht die Einfachgleitung auf dem ak-
tiven Gleitsystem B4 vor, auf dem die priméren Versetzungen durch giinstige Orientierung
mit wenig Hindernissen zu mobilisieren beginnen (,,easy-glide”). Diese relativ ungestorten
Versetzungsbewegungen lassen sich experimentell bestétigen, dass Scharen mit relativen lan-
gen Gleitlinien zu erkennen sind (z.B. MASING [65]). Aufgrund der langen freien Weglinge
und noch keiner wesentlichen Wechselwirkung zwischen den Versetzungen steigt die Abglei-
tung zeitlich schneller als die durch duflere Belastung entstehende Schubspannung auf dem
Primérsystem B4, so dass sich nur eine geringe Verfestigungsrate 0; ergibt, ca. 107*G.

Durch Aktivierung der Sekundérsysteme, besonders des néchsten giinstig orientierten Gleit-
systems C1, erhohen sich die Versetzungsdichten auf den Sekundérsystemen, so dass die
Wahrscheinlichkeit der Schneideprozesse von Versetzungen (sog. kurzreichende Wechselwir-
kung) steigt. Die dabei immer mehr erzeugenden sesshaften Versetzungskonfigurationen
erschweren die Versetzungsbewegung und damit die Abgleitung auf dem priméren Gleitsy-
stem B4 zunehmend und fiihren zu kurzwelliger Periodizitdat der Versetzungsanordnung. Fiir
Neubildung und Bewegung der mobilen Versetzungen ist folglich eine wachsende Schubspan-
nung erforderlich (SEEGER U.A. [88]), so dass sich die Verfestigungsrate 07; bis ca. 102G
erhoht, die allerdings unabhéngig von Temperatur und Gleitrate ist (VREELAND [107]). In
diesem Bereich erhoht sich auch die primére FlieBspannung aufgrund der steigenden Verset-
zungsdichte auf den Sekundérsystemen als Waldversetzungen fiir das Primérsystem. Diese
Verfestigungsphdnomene werden auch sog. latente Verfestigung genannt.

Zusitzliche Erklarungen fiir den starken Anstieg der Verfestigungsrate im Bereich 1T versu-
chen HIRSCH [44] und MOTT [68] der behindernden Wirkung der Versetzungsspriinge bei
kurzreichenden Wechselwirkungen von Versetzungen zuzuschreiben. Die dataillierte Unter-
suchung von HIRSCH [44] zeigt, dass es Spriingen in Schraubenversetzungen bei geeigneter
Lage der Halbebene moglich ist, in Richtung der Schraubenachse zu gleiten. Die eigentliche
Bewegung von Schraubenversetzung wird jedoch in jedem Fall erschwert. Obwohl HIRSCH
[44] Versetzungsaufstauungen beriicksichtigt, geht jedoch von einer lokalen Erholung durch
Sekundérgleitung aus, die zur Bildung der Versetzungsknéuel beitragt. Der Spannungsan-
stieg resultiert letztendlich aus der kurzreichenden Behinderung durch die Verknéduelungen.
Die Theorie von KUHLMANN-WILSDORF [60] beriicksichtigt die inhomogene Versetzungsan-
ordnung in zellférmigen Strukturen, die sich im Lauf der Deformation verkleinern, so dass

3nicht zu nah an den Bereichgrenzen des Standarddreiecks, also ,,harten” Bereichen, wo die Mehrfach-
gleitungen ausgeprigt sind (s. Abbildung 22).
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Abbildung 16: Qualitative Verlauf der Einkristall-FlieBkurve bei monoton einachsigem Zug-
versuch mit drei unterschiedlichen Verfestigungsraten.

sich die Versetzungen bei gleichzeitigem Anstieg ihrer Dichte multiplizieren. Der hieraus
resultierende Anstieg der Quellspannung fiithrt zur Verfestigung.

Wichtige Hinweise zur Gleitaktivitdt auf den einzelnen Systemen liefern Messungen der
jeweiligen Versetzungsdichten von ESSMANN und RAPP [26], die an schwach neutronen-
bestrahltem Kupfer durchgefiihrt wurden. Der mit Hilfe von elektronenmikroskopischen
Durchstrahlungsaufnahmen gewonnene Verlauf von primérer (g,.) und (iiber die restlichen
Systeme summierter) sekundérer (g,.;) Versetzungsdichte zeigt, dass (o,,) wéhrend der Ein-
fachgleitung zunéchst stark ansteigt und dann eine Tendenz zur Séttigung anstrebt. Die
sekundére Versetzungsdichte entwickelt sich wesentlich erst mit dem Einsetzen des Bereichs
IT und zwar quadratisch mit der Abgleitung bzw. Fliespannung, die in diesem Bereich pro-
portional zur Abgleitung ansteigt. Schliefflich iibersteigt sie die primére Versetzungsdichte.
Dieser Effekt tritt deutlich bei Messungen von NEUHAUS U.A. [73] an Cu-1,3%Mn auf, der
auch in Simulationsergebnissen dieser Arbeit wiedergegeben wird (s. Abbidung 29).

Bei grofler Abgleitung im Bereich III werden die Versetzungen nicht nur erzeugt, sondern
auch durch zunehmende Hindernisse vernichtet. Damit steigen die Fliefspanungen lang-
samer, tendieren zur Séttigung. Durch kontinuierliche steigende Schubspannungen erhéht
sich die Spannungsdifferenz, so dass die Versetzungen ihre urspriinglichen Gleitebenen z.B.
durch Quergleiten von Schrauben bzw. Klettern von Stufen (s. Abschnitt 1.2.2) verlassen
konnen. Dies kann bei hoheren Temparaturen durch zusétzliche thermische Aktivierung
noch erleichtert werden. Es zeichnet sich eine verstéirkte Erholungsphase durch Abbau in-
nerer Spannungen auf. Diese bestimmt den Bereich III der Verfestigungskurven kubischer
Kristalle sowie das Kriechen bei hohen Temperaturen. Die Verfestigungsrate 6;;; in diesem
Bereich liegt bei ca. 0;;; = 1073G.

Die Identifizierung des Bereichs I1I mit der Quergleitung ist durch Gleitstufenbeobachtung
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gelungen, wobei ein Zerfall des Kristalls in Zellen und Subkérner beobachtet wurde, und
die Stufenversetzungen sich nach Annihilation der Schrauben in Kleinwinkel-Korngrenzen
umlagern, die gegeneinander um den kleinen Winkel 1, je nach dem Versetzungsgehalt ihrer
Grenzen verkippt sind (z.B. HAASEN [36]). Das fiihrt bei der Gleitung von einem Subkorn
zum anderen dazu, dass Differenzversetzungen des Burgers-Vektors (¢/b) in der Grenze lie-
genbleiben. Das bedeutet wiederum eine erneute athermische Verfestigung, die nach dem
erholungsbedingten Abfall der Verfestigungsrate im Bereich III als neuer Bereich IV sicht-
bar wird. Besonders erkennt man bei Polykristallen den thermisch aktivierten Abfall von
0771 mit zunehmender Verformung (FlieBspannung 74) bis auf so kleine Werte, dass die mit
7 wieder steigende Verfestigungsrate 0 dominiert (Torsionversuchen an Cu-Polykristall
ZEHETBAUER [108]). Schlielich setzt im Bereich V dann Klettern ein, und die Verfesti-
gungsrate fallt endgiiltig ab. Die beiden Prozesse, Quergleitung und Klettern, kénnen bei
hohen Temperaturen oder kleinen (vy/Gb) auch in vertauschter Reihenfolge als Bereiche 111
und V auftreten (SIETHOFF [89)).

1.6 Verformung bei Polykristallen

Technische Metalle sind fast alle vielkristallin aufgebaut. Sie besitzen neben ihrer Kristall-
struktur ein Gefiige, das aus verschieden orientierten Koérnern oder verschieden zusammenge-
setzten Phasen aufgebaut ist. In dieser Arbeit wird der Polykristall als Verband von Einkri-
stallen unterschiedlicher kristallographischer Orientierung betrachtet, die an den Korngren-
zen miteinander verbunden sind. Trotzdem ist es nicht zweckméfig, die Verfestigungskurve
des Polykristalls als {iber alle Orientierungen gemittelte Einkristall-Verfestigungskurve zu
betrachten. Denn bei Einkristallen hingt die Verfestigungskurve sehr stark von der Orientie-
rung ab, bei der die Beteiligung sekundérer Gleitsysteme entscheidend ist. Dieses Verhalten
iiberlagert sich beim Polykristall und fiihrt zu den besonderen Effekten an den Korngrenzen
und Trippelpunkten, die in dieser Arbeit untersucht und erklért werden sollen.

Die plastische Verformung von Polykristallen unterscheidet sich von der von Einkristallen
in zweierlei Hinsicht: Erstens ist die freie Weglénge (oder der Laufweg) L der Versetzung
durch die Korngrenzen als Hindernisse erheblich beschrankt und ist maximal gleich dem
Korndurchmesser, nicht aber dem Probendurchmesser. Zweitens sind die Schmidfaktoren
der Einzelkérner durch ihre unterschiedlichen Orientierungen so verschieden, dass sich die
Einzelkorner bei gegebener Zugspannung ganz anders verformen wiirden, wenn sie nicht
miteinander verbunden wéren. Fiir diese Eigenschaft hat ASHBY [7] den Begriff der , geo-
metrisch notwendigen” Versetzungen eingefiihrt, der dem der ,,statistisch gespeicherten”
Versetzungen entgegengestellt ist. Eine Demonstration fiir die geometrisch notwendigen Ver-
setzungen bei der Verformung eines Polykristalls ist in Abbildung 17 zu sehen. Hingen die
Korner nicht zusammen (b), dann entstiinden aufgrund ihrer verschiedenen Orientierungen
und Schmidfaktoren Zwischenrdaume und Uberlappungen von Material bei der Verformung.
Erst der Einbau geeigneter Versetzungsanordnungen (c) an den Korngrenzen erméglicht es
die Korner des Polykristalls nahtlos wieder zu verbinden (d).

Im Gegensatz zu den statistisch gespeicherten Versetzungen, die im Kristall relativ homogen
verteilt sind, liegen die geometrisch notwendigen Versetzungen hauptséchlich in Korngren-
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Leerstelle

Uberlappung

(c) (d) @

Abbildung 17: Darstellung geometrisch notwendiger Versetzungen bei der Zugverformung
eines Polykristalls: Hingen die Korner nicht zusammen (b), dann entstiinden Zwischenrdume
und Uberlappungen von Material bei der Verformung. Erst die Einfithrung geeigneter Ver-
setzungsanordnungen (c) erlaubt es, den Zusammenhang der Kérner wiederherzustellen (d)
(HAASEN [36]).

zennihe, wo die Inkompatibilitétsspannungen wirken (HAASEN [36]). Trifft eine Versetzung
auf die Korngrenze, so findet sie im Nachbarkorn im Allgemeinen keine zu ihrem Burgers-
Vektor passende Gleitebene. Dadurch bilden sich schnell Aufstauungen vor den Korngren-
zen, die die kinematische Riickspannung auf anderen Versetzungen beeinflussen (vgl. Ab-
schnitt 1.2.3). Die Erhohung dieser lokalen Spannungen fiihrt einerseits zur Aktivierung
der in der Korngrenzennéhe liegenden Versetzungsquellen und andererseits zum Durchtritt
der Versetzungen durch die Korngrenzen und der nachfolgenden Abgleitung auf Gleitsyste-
men des Nachbarkorns (SCHATT [84]). Experimentelle Bestétigung fir das Letztere sind die
geknickten Gleitlinien an der Korngrenzen (HOOK und HIRTH [49]).

Betrachtet man das plastische Verformungsverhalten der Korner, so stellt man fest, dass
eine inhomogene Verteilung von Verformung und Belastung schon im elastischen Bereich zu
erkennen ist. Diese findet nicht nur von Korn zu Korn, sondern auch innerhalb einzelner
Korner statt. Dies liegt daran, dass der Kristallverband zum Zusammenhalt gezwungen
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wird, dessen einzelne Bestandteile sich aufgrund ihrer Anisotropie und unterschiedlichen
Orientierung eigentlich inkompatibel verformen.

Bei zunehmender Verformung erhoht sich die Zugspannung, und damit die Schmidsche
Schubspannung. Beim Uberschreiten der kritischen Fliefspannung beginnen zunichst loka-
le plastische Flievorgéinge, und danach die Abgleitvorginge auf Gleitsysteme mit grofiten
Schmidfaktoren. Die Aktivierung der in der Korngrenzennidhe liegenden Versetzungsquel-
len aufgrund der Kompatibilitdtsanforderung zwischen den Kornern fithrt schon frith zu
Mehrfachgleitung und damit verbundenen gegenseitigen Versetzungsbehinderungen. Da-
durch tritt die Einfachgleitung im Bereich I mit geringer Verfestigung in Polykristallen
nicht auf und macht Polykristalle sehr viel fester als Einkristalle. Aufgrund des Zwangs
zur kompatiblen Verformung miissen nach dem theoretischen Kriterium von vON MISES
[99] zu jedem Korn fiinf unabhingige! Gleitsysteme aktiviert werden. Das bedeutet, dass
jedes Korn fiinf unabhéngige Komponenten ¢;; des Dehnungstensors € durch Abgleitung
in Gleitsystemen realisieren muss (die 6. Komponente ist aufgrund der Volumenkonstanz
festgelegt). Mit Hilfe des sogenannten Thompson-Tetraeders fiir kfz-Kristallen ldsst sich
dieser Vorgang theoretisch erkliaren (z.B. HAASEN [36]), der auch in einer modellméBigen
Beschreibung von KRONER [59] verdeutlicht wird. Experimentell zeigt sich dagegen, dass
im Korninnnern oft nur wenige Gleitsysteme aktiv sind (HONEYCOMBE [48]). Wihrend es
in der Korngrenzennéhe sehr schnell zu Mehrfachgleitung kommt, sind auch nicht immer
fiinf aktiven Gleitsysteme vorhanden (HOOK und HIRTH [49]). Besonders stark ist die In-
kompatibilitat an Tripelpunkten von drei Kérnern. Trotz der fiir Einfachgleitung giinstigen
Orientierungen von Kornern kommt es in unmittelbarer Umgebung von Tripelpunkten zu
Mehrfachgleitung (REY U.A. [81]).

Im Fortgang der weiteren Deformation tragen nach und nach alle Kérner zur inelastischen
Verformung bei. Die starke Spannungsiiberh6hung in der Umgebung der Korngrenzen sowie
die relativ homogen verteilte Spannung im Korninnern werden ausgeprégter. Die inhomo-
gene Dehnungsverteilung bleibt nach wie vor erhalten, aber das Verhéltnis von maximaler
zu minimaler Dehnung steigt stetig. In der Umgebung von Korngrenzen ist die Verformung
allerdings kleiner als im Korninnern, da die Korngrenzen fester sind. Die Gleitaktivitét ist
aufgrund der ortsabhéngigen Gitterrotationen lokal unterschiedlich, auch innerhalb einzel-
ner Korner, wie schon bei der Einkristallverformung verdeutlicht wurde. Bei sehr grofien
Verformungsgraden drehen sich viele Korner quasi als Ganzes in sogenannte Vorzugsrich-
tungen, die vor allem vom Verformungsprozess (z.B. Tiefzichen, Walzen, usw.) und vom
Material abhéngen. Es bilden sich dabei Verformungstexturen, die in Polfiguren dargestellt
werden (s. HAASEN [36]).

Ferner hiangt die Aktivierung der Gleitsysteme von der Korngréfle ab, da kleinere Korner
stiarker verfestigen als grofiere. Dies liegt daran, dass die Fliespannung beispielsweise bei
kfz-Polykristallen etwa um das zehnfache grofler ist als bei entsprechenden Einkristallen
mit ,,weicher” Anfangsorientierung Kovacs [58] und mit abnehmender Korngrofie ansteigt.
HALL [37] und PETCH [76] fanden die spiter nach ihnen benannte quantitative Bezichung

4Unabhiingig ist ein Gleitsystem dann, wenn die durch seine Gleitung bewirkte Forminderung nicht
durch Gleitung in einer Kombination von anderen Gleitsystemen ersetzt werden kann.
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fiir die Schubspannung

T =14k, d/? (29)

durch Messung an weichem Stahl. Darin bezeichnet 7; die Fliespannung im Korn mit dem
mittleren Durchmesser d, in dem die Versetzungen aufgestaut sind, und 7 die erforderliche
Schubspannung, um die Versetzungsquellen im Nachbarkorn zu aktivieren. Die Hall-Petch-
Konstante k, ist ein Maf fiir die Wechselwirkung der Kérner und ist fiir verschiedene Mate-
rialien unterschiedlich. Ist die freie Weglénge und damit die Aufstaulénge der Versetzungen
kleiner als der Korndurchmesser, dann sollte 7 unabhingig von d sein. Die Hall-Petch-
Beziehung ist fiir viele Werkstoffe experimentell bestétigt worden (z.B. AL-HARDARY U.A.
[1] an Aluminium, HANSEN U.A. [38] an Kupfer) und ist die Grundlage der makroskopischen
Festigkeit in Abhéngigkeit der Korngroéfie von Polykristallen.

Ein weiterer Einflussfaktor in der Werkstoffentwicklung ist die Temperatur. Bis zur halben
Schmelztemperatur sind Korngrenzen sehr fest, so dass Korner sich nur einschrankt be-
wegen. Im Hochtemperaturbereich nimmt die Festigkeit zwischen den Kérnern ab, so dass
Korngrenzengleiten ermdéglicht wird. Dabei entstehen an Tripelpunkten grofie Spannungs-
differenzen, die nur durch Materietransport abgebaut werden koénnen (RAJ und ASHBY
[78]).

26



2 Materialmodelle fiir Kristallplastizitit

In Anbetracht der Polykristalle als Verband gekoppelter Einkristalle werden alle Formulie-
rungen immer zunéchst fiir Einkristalle bestimmt. Die Entwicklung eines Materialmodells
geht von zwei unterschiedlichen Strategien (Tabelle 3) aus, die einerseits auf phdnomenno-
logischem Ansatz basiert, und die sich andererseits mit zugrunde liegenden physikalischen
Vorgéngen verkniipft. Selbstversténdlich bietet jede Strategie ihre Vor- und Nachteile. Neben
der Strategie sind einige Rahmenbedingungen noch zu beriicksichtigen, ob ein Materialm-
odell fiir grofle oder kleine Verformungen, fiir schnelle oder langsame Verformungen, fiir
Hoch- oder Tieftemperatur verwendet werden soll.

In diesem Abschnitt werden qualitative und quantitative Materialmodelle in einem Uber-
blick vorgestellt. Die daraus gewonnenen Erkenntnisse dienen zur Aufstellung eines neuen
Modellansatzes, der qualitative Eigenschaften plastischer Verformung besser beschreibt.

2.1 Versetzungsentwicklung

Die Wechselwirkung der sich multiplizierenden Versetzungen beeinflusst die Verfestigung der
Kristalle. Mit der Tatsache, dass Versetzungen am Anfang plastischer Verformung erzeugt
und im Laufe weiterer Verformung auch gleichzeitig vernichtet werden (Abschnitt 1.2.4),
stellte KOCks [56] den Ansatz einer quantitativen Entwicklung der gesamten Versetzungs-
dichte o in makroskopischen Modellen zur Beschreibung isotroper Verfestigung vor:

1

o = i koot (30)

Die Grofle k, betrachtet KOCKs als Konstante, wihrend sie bei ESTRIN [25] von der Dehn-
rate € abhéngt. Die (iiber alle Systeme gemittelte) freie Wegliange L wird umgekehrt pro-
portional zur Wurzel aus der gesamten Versetzungsdichte angenommen (TAYLOR [93]):

L~ = (31)

Ve

Unter mikroskopischer Betrachtung trennen ESSMANN und MUGHRABI [24] die Entwick-
lung der Versetzungsdichten nach Stufen- und Schraubenversetzungen mit unterschiedlichen
freien Weglédngen und kritischen Annihilationsabstdnden. Folglich erhélt man zwei Entwick-
lungsgleichungen, die jedoch beide formell einen zu Gleichung (30) identischen Aufbau be-
sitzen. Auflerdem wird die Entwicklung der Versetzungen auf einzelnen Gleitsystemen mit
unterschiedlicher Abgleitung betrachtet, womit sich eine quantitative Versetzungsentwick-
lung in der Form ergibt:
1 Ye

'a = —'a_2_ a‘a- 32
0 pL e~ 25007 (32)

Dabei bezeichnen sich die Grofle b und y. als der Betrag des Burgers-Vektors und der
kritische Annihilationsabstand, bei dem die Versetzungen annihiliert werden.
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Die Erzeugungs- und Annihilationsvorgénge von Versetzungen in Gleichung (32) kénnen aus
folgenden Uberlegungen hergeleitet werden. Unter der mikroskopischen Betrachtung mit der
Annahme, dass die auf einem System a neugebildeten Versetzungen bis zur ihrer Immobilie-
rung eine mittlere freie Weglénge L, die dem Durchmesser des Versetzungsrings entspricht,
zuriicklegen konnen, ist fiir ein Gleitinkrement d~y, eine Zunahme dp, der Versetzungsdichte
um

1

dot —
Ca bL,

dVa (33)

erforderlich (ESSMANN UND MUGHRABI [24]). Mit steigender Versetzungsdichte erhoht sich
gleichzeitig die Wahrscheinlichkeit, dass sich Versetzungen in einer gemeinsamen Gleitebe-
ne mit unterschiedlichen Richtungssinnen durch gegenseitige Anziehung ausléoschen. Aus
geometrischen Uberlegungen wurde die Haufigkeit solcher Prozesse in Abhiingigkeit von
Versetzungsdichte, Gleitaktivitéit, Burgers-Vektor und kritischen Annihilationsabstand ent-
sprechend bestimmt:

do, = Z%Qad%. (34)
Fasst man Gleichungen (33) und (34) zusammen und leitet nach der Zeit ab, so erhédlt man
die Entwicklungsgleichung (32) fiir die Versetzungsdichte.

Die Versetzungsbildung und Annihilation sind zunéichst abhéngig von der Abgleitung. Basie-
rend auf Gleichung (32) formuliert TEODOSIU [95] die Entwicklung der Versetzungsdichten
unabhéngig von dem Richtungssinn der Abgleitung, und beschreibt damit die isotrope Ver-
festigung der Kristalle:

1

. . Ye .
. = ol =27204 | Aa | - 39
0 bLa\H b@\v\ (35)

Unter der Beriicksichtigung des Rechenaufwandes ist die Entwicklung der Versetzungen
nach OHASHI [74] vereinfacht worden. Er beriicksichtigt nur den Bildungsterm entsprechend
Gleichung (32) und vernachléssigt dabei die Annihilationsvorgéange. Dies fiihrt zu den stetig
steigenden Versetzungsdichten auf den Gleitsystemen, was den experimentellen Ergebnissen
von NEUHAUS U.A. [73] widerspricht. Im Allgemeinen wird der Ansatz (32) bzw. (35) fir
die Entwicklung der Versetzungsdichten im Sinne kristallplastischer Berechnung von vielen
Autoren verwendet, so dass er in dieser Arbeit auch zu finden ist.

Bei der Bestimmung der freien Wegldnge L, des jeweiligen Systems unterscheiden sich
die Vorgehensweisen. Im makroskopischen Bereich, wie oben erwéhnt, ist die mittlere freie
Weglinge umgekehrt proportional zur Wurzel aus der gesamten Versetzungsdichte o geschétzt
(Gleichung (31), TAYLOR [93]). Die freie Weglinge L,, die die auf einem System neugebilde-
ten Versetzungen bis zu ihrer Immobilisierung zuriicklegen kénnen, ist nach ESSMANN und
MUGHRABI [24] als algebraische Funktion der Abgleitung angegeben, die bei Einfachglei-
tung konstant bleibt und bei einsetzender Mehrfachgleitung stetig monoton abfillt. Diese
Abhéngigkeit von Abgleitungen ist eher phinomenologischer Natur. TEODOSIU [95] beriick-
sichtigt dagegen die kurzreichende Wechselwirkung von Versetzungen und gibt fiir die mitt-
lere freie Weglénge der Versetzung auf einem System in Abhéngigkeit von Hindernissen bei
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der Abgleitung die folgende Beziehung an:

1
2

Lo = K(Xa) . (36)

b#a

wobei K ein Modellparameter ist. In dieser Formulierung wird die mittlere freie Wegléange
aus den Versetzungsdichten der anderen Gleitsysteme (ausschliefllich der des betrachteten
Gleitsystems) bestimmt. Die von TEODOSIU [95] benutzte umgekehrte Proportionalitét zur
Wurzel aus der Summe der Versetzungsdichten der anderen Systeme hat eine dhnliche Form
wie der Ansatz von TAYLOR [93] in Gleichung (31), und ldsst sich aus der Dimensionsiiber-
legung begriinden, wobei sich der Proportionalitéitsfaktor K wéhrend der Verformung nach
ESTRIN [25] moglicherweise dndern konnte.

Im Prinzip stellen die Versetzungen gegeniiber anderen Versetzungen in gleicher Gleitebene
keine Hindernisse dar (NAKADA U.A. [72]), weshalb eine Immobillisierung von Versetzun-
gen vor allem durch die jeweiligen Waldversetzungen geschieht. Folglich erstreckt sich die
Summation der Versetzungsdichten statt der anderen Systeme wie in Gleichung (36) nur
iiber die jeweiligen Waldsysteme, was durch den Summationsindex b, ausgedriickt wird:

1
2

L. = K(bngs) . (37)

Diese Gleichung lésst sich mit Hilfe von der Spaltenmatrix Z, der die Komponenten 0 und
1 enthaltenen Matrix Z gemaf3

(@]
(@]
[a]

e == R == e B S
e e == R == e B S
e e == R == e B S

_ o= O OO
— == O OO
— == O OO
O O O o e e
O O O o e e
O O O o e

— o= = OO
— o= = OO
el e e e e e e e = R

(38)
= (Zla 227 237 Z47 257 267 277 287 297 ZlOa lea 212)
cinsichtlicher darstellen (HARDER [39]):

L=k (Z!d) " (39)

Der Vektor g enthilt 12 Komponenten aus Versetzungsdichten auf den 12 Gleitsystemen,
und ZT ist der transponierte Matrixvektor von Z,. Diese Darstellung ist sehr hilfreich fiir
die numerische Umsetzung in dieser Arbeit.
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2.2 Isotrope latente Verfestigung

In der Vergangenheit hat es eine Reihe von Untersuchungen zum latenten Verfestigungsver-
halten gegeben. Beispielhaft seien hier die Arbeiten von KOCKS U.A. [55] an Aluminium,
JACKSON U.A. [51] an Kupfer, FRANCIOSI U.A. [28] an Kupfer und Aluminium, WES-
SELS U.A [105] an Cu-Al-Legierungen sowie NAKADA U.A. [72] an Eisen genannt. Latente
Verfestigung beruht auf gegenseitigen Einfliissen von Versetzungen bei ihrer Bewegung im
Kristall. Als quantitatives Ma8 fiir die Erforschung der Zusammenhénge wird oft das latente
Verfestigungsverhéltnis (,,latent hardening ratio”, LHR) verwendet, das als Verhéltnis der
kritischen FlieBspannung eines Sekundérsystems a zur Fliefspannung des Primérsystems ry,
also

LHR, =% (40)

1

definiert ist. Der qualitative LH R-Verlauf iiber der priméren bzw. akkumulierten® Abglei-
tung im Verfestigungsbereich I soll mit einem Grenzwert LH R = 1 fiir gegen Null gehende
Dehnung, was der Annahme gleicher kritischer FlieBspannungen auf allen Gleitsystemen in
der unbelasteten Probe entspricht, beginnen. Nach steilem Anstieg wird es ein Maximum
erreichen und dann monoton bis auf Grenzwerte fallen (Abbildung 18). Die Messwerte von
Franciost U.A. [28] fiir Kupfer- und Aluminium-Proben bestéitigen diese Annahme, wobei
dieser qualitativer LH R-Verlauf bei Kupfer aufgrund der stirkeren latenten Verfestigung
nicht so eindeutig wie bei Aluminium gegeben ist.

latentes Verfestigungsverhiltnis

1 | 1
akkumulierte Abgleitung

Abbildung 18: Qualitativer Verlauf des latenten Verfestigungsverhéltnises iiber der akku-
mulierten Abgleitung im Bereich I.

Die LH R-Werte sind im Allgemeinen von Metall zu Metall unterschiedlich. Relative Un-
terschiede zwischen den Gleitsystemen wurden von vielen Autoren festgestellt, wobei die
Einteilung der Gleitsysteme in einzelne Gruppen oft voneinander abweicht (s. Tabelle 2).

5Im Bereich I mit Einfachgleitung sind die akkumulierte und primsre Abgleitung gleich.
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Kocks U.A. (Al) | JACKSON U.A. (Cu) | FRANCIOSI U.A. (Cu, Al)
grofe LHR A2, A3, A6, C1, C3, | A2, A6, C1, C5, A6, C1

C5, D1, D4, D6 D1, D4, D6
mittlere LHR A3, C3 A2, C5, D1, D6
kleine LHR B2, B5 B2, B5 A3, B2, B5, C3, D4

Tabelle 2: Einteilung der Gleitsysteme nach der experimentell bestimmten Stérke der laten-
ten Verfestigung.

Kocks U.A. [55] nehmen nur eine Zweiteilung der Systeme vor. Thren Messungen zufolge ist
die latente Verfestigung der komplanaren Systeme (B2, B5) klein, wihrend alle anderen sich
nicht wesentlich voneinander unterscheiden. JACKSON U.A. [51] beobachteten bei letzteren
eine geringere Verfestigung derjenigen Systeme (C3, A3), deren Burgers-Vektoren senkrecht
auf denen der Primérversetzungen stehen. Bei der Einteilung von FRANCIOSI U.A. [28] wird
die geringe latente Verfestigung dem Quergleitssystem D4 zugeordnet. Abgesehen von die-
sen Unterschieden ist allen Untersuchungen gemein, dass das LH R im Verfestigungsbereich
I nach dem Maximum monoton auf Werte nahe 1,0 fillt.

Die verschieden starke latente Verfestigung der einzelnen Gleitsysteme resultiert aus der
unterschiedlich starken Behinderung der Sekundérversetzungen durch Primérversetzungen.
Dabei spielen die unterschiedlichen Schneidvorgéinge, d.h. die kurzreichenden Wechselwir-
kungen, die entscheidende Rolle. Die detaillierten Untersuchungen von JACKSON U.A. [51]
an Kupfer zeigen dabei, dass die gebildeten Spriinge oder Kinken fiir eine nachfolgende
Behinderung sorgen, jedoch nicht fiir die unterschiedliche latente Verfestigung verantwort-
lich sind, d.h. eine Korrelation von Stufen- und Kinkenbildung zur Grole des LH R-Wertes
konnte nicht gefunden werden. Vielmehr wurde vermutet, dass die sich beim Schneidvor-
gang ausbildende Versetzungskonfiguration das Ausmafl der latenten Verfestigung bestimmt.
Zusitzlich wird héufig angenommen (z.B. FRANCIOSI U.A. [28], BASSINI U.A. [11]), dass
die vorhandene bzw. nicht vorhandene Gleitfdhigkeit der Reaktionsversetzungen bestimmt,
wie stark die Versetzungsbehinderung ausféllt. Die Spannung, die zum Auftreten der Kon-
figuration notwendig ist, hat hingegen weniger Einfluss, wie die Berechnungen von BAIRD
und GALE [8] zeigen.

Im Folgenden werden Einfliisse von Versetzungen auf Fliefspannungen quantitativ disku-
tiert, denn die Flielspannungen sind nicht durch dynamische Effekte bedingt, sondern durch
die inneren Spannungen aller Versetzungen. Es wurde im Abschnitt 1.4 erwéhnt, dass die
Fliespannungen linear von der Wurzel der jeweiligen Versetzungsdichte und der Waldver-
setzungsdichte abhéngen. Solche Abhéngigkeiten sind auch experimentell bestitigt worden
(HEINRICH U.A. [42], MECKING U.A. [66]). Die Frage bleibt, wie die unterschiedlichen Bei-
trage der einzelnen Gleitsysteme zur Flielspannung beriicksichtigt werden. FRANCIOST U.A.
[28] machen den Ansatz fiir die kritische FlieBspannung auf dem System a in der Form:

N
T = Gbx ZAab o, (41)
b=1

wobei Parameter A,, die Wechselwirkung zwischen den Gleitsystemen beschreiben. Der Fall
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a = b entspricht der eigenen Verfestigung des Systems und a # b der latenten Verfestigung.
Die Konstanten G, b und N sind der Schubmodul, der Betrag des Burgers-Vektors und
die Anzahl der Gleitsysteme. Einen dhnlichen Ansatz, in dem die gewichteten Wurzeln der
Versetzungsdichten summiert werden, verwenden OHASHI [74] sowie BALKE und ESTRIN
[10] in ihrem Modell zur Untersuchung von Scherbandausbildung in Einkristallen:

N
ra=GbY " Auw /Oy - (42)
b=1

Durch eine bessere Bestétigung mit experimentellen Ergebnisse (z.B. von FrRANCIOSI [28])
ist die Formulierung in Gleichung (41) besser geeignet als die in Gleichung (42), so dass
nur die erstere im weiteren Vorgehen berticksichtigt werden soll. Die in der Gleichung (41)
verwendeten Parameter Ay, sind im Allgemeinen sehr schwierig zu bestimmen, da die Natur
der Wechselwirkung zwischen verschiedenen Gruppen von Versetzungen duflerst komplex ist.
Man kennt bis jetzt fiinf verschiedenen Reaktionstypen von mobilen Versetzungen auf dem
System a mit den Waldversetzungen auf den anderen Systemen und die eventuelle Wechsel-
wirkung mit Versetzungen auf dem eigenen System, und somit konnen die Konstanten A,
grundsétzlich sechs verschiedenen Parameter annehmen:

e A;c fir die Bildung stabiler, nicht gleitfahiger ,,Lomer-Cottrell-Versetzungen”
o Ay fiir die Bildung stabiler, gleitfihiger Versetzungen
o Ay fir die Bildung instabiler ,,Hirth-Locks-Versetzungen”

e Agy fiir die Annihilation oder Abstoflung beim Aufeinandertreffen mit Priméarverset-
zungen

o Ago fir die Wechselwirkung der mobilen Versetzungen mit den (lokalen gebildeten)
Sekundérversetzungen, die aus Gleitvorgéngen auf einem komplanaren System resul-
tieren

o Agy fiir die Wechselwirkung der mobilen Versetzungen mit den (lokalen gebildeten)
Sekundérversetzungen, die aus Gleitvorgdngen auf einem eigenen System resultieren.

Die oben genannten Wechselwirkungstypen verdeutlichen folgende Anschauungen: Im Ab-
schnitt 1.2.3 wurde der Schneidevorgang zwischen zwei anziehenden Versetzungssegmenten
nach BAIRD und GALE [8] beschrieben. Bezogen auf die Notationen von SCHMID und BOAS
[85] treffen beispielsweise die Versetzungen des Primirsystems B4 mit denen des Systems
C1 aufeinander, so dass in diesem anziehenden Fall ein gemeinsames Versetzungssegment
mit dem Burgers-Vektor £[110] = 4[101] + 4[011] entsteht, wobei a die Gitterkonstante des
Kristalls ist (vgl. Abbildung 12). Das gemeinsame Versetzungssegment liegt auf der Schnitt-
geraden der Ebenen der Systeme B4 und C'1, weist also in Richtung [110], also senkrecht
zu der Ebene, die von zwei Normalvektoren [111] und [111] der zugehérigen Systeme B4
und C'1 aufgespannt ist. Der Normalvektor der Gleitebene dieses gemeinsamen Versetzungs-
segments steht immer senkrecht auf dem zugehorigen Burgers-Vektor und Linienelement,
ist also durch (001) indiziert. Da diese Ebene keine der ausgewiesenen kristallographischen
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Gleitebenen ist, ist das gebildete Versetzungssegment nicht gleitfahig. Dies wird nach sei-
nem Entdecker als Lomer-Versetzung bezeichnet (LOMER [63]), die analog auch bei der
Versetzungsreaktionen der Systeme B4 und A6 entstehen kann. In Erweiterung der Lomer-
Versetzungen beriicksichtigt COTTRELL [18] die Aufspaltung der Versetzungen vor und nach
dem Schneidevorgang, die vor allem im kubisch-flachenzentrierten Gitter auftritt. Die da-
bei entstehenden nicht gleitfahigen, aufgespaltenen ,,Lomer-Cottrell-Versetzungen” bilden
analog zu den Lomer-Versetzungen ein starkes Hindernis fiir nachfolgende Versetzungen.

Bei dem Aufeinandertreffen von Versetzungen des Primérsystems B4 mit denen der Syste-
me A2, C5, D1 oder D6 ist in entsprechenden Analysen festzustellen, dass die Reaktions-
produkte Gleitebenen vom {111}-Typ besitzen, also gleitfihig sind und dem Beitrag von
Agr, entsprechen. Ein weiteres Reaktionsprodukt von Teilversetzungen ist die ,,Hirth-Locks-
Versetzung”, die bei dem Aufeinandertreffen von Versetzungen des Primérsystems B4 mit
denen der Systeme A3 bzw. C3 entsteht. Da die zugehorigen Burgers-Vektoren senkrecht auf
denen des Primérsystems stehen, kommt es dabei nur zu einem geringen Energiegewinn, wo-
durch die Versetzung nicht stabil wird. Im Gegensatz zu den ,,Lomer-Cottrell-Versetzungen”
sind die ,,Hirth-Locks-Versetzungen” sehr selten zu beoachten, wie JACKSON U.A. [51] in
ihrem Uberblick zu experimentellen Ergebnissen feststellen.

Die Wechselwirkung von Versetzungen auf den Systemen B4 und D4 fithrt zu einer Anni-
hilation oder Abstoung der Versetzungen, da die zugehorigen Burgers-Vektoren entgegen-
gesetzt stehen. Eine stabile Versetzungsanordnung wie in Abbildung 12 ist nicht méglich.
Demzufolge ist der Beitrag Agy zur latenten Verfestigung relativ gering gegeniiber Ay der
,,Lomer-Cottrell-Versetzung” (FRANCIOSI U.A [28]). Schlielich sind die Reaktionsproduk-
te von Versetzungen einer Gleitebene, die aus der Wechselwirkung einerseits zwischen den
komplanaren Systeme B2, B5 und dem Primérsystem B4, bei den Schneidevorgéinge und
damit verbundenen kurzreichenden Behinderungen selten vorhanden sind, und anderseits
aus eigenem System resultieren. Die erstere fiihren NAKADA U.A. [72] auf einen Mangel an
mobilen Versetzungen auf den komplanaren Sekundérsystemen zuriick, die durch die lokalen
Versetzungsknduel blockiert bzw. immobilisiert sind. Der Beitrag von Agy bezeichnet sich
als Selbstverfestigung eines Systems.

Wihrend die Versetzungsdichte das quantitative Ausmafl der Behinderung durch Schneide-
vorgénge bestimmt, beschreiben die Parameter A, die Qualitdt der Wechselwirkung. Trotz
des entscheidenden Verhéltnisses zwischen den Parameter A,, sollen die Zahlenwerte des
einzelnen Parameters A, nach HEINRICH U.A. [42] und BAIRD U.A. [§] im Bereich von 0,1
bis 0,2 liegen, wobei aber auch eine Abweichung dieser Werte méglich ist. Bei legiertem Ma-
terial erhoht sich nach HEINRICH U.A. [42] die Fliespannung um eine von der Verformung
unabhéngige Grofie 1y, so dass sich die Gleichung (41) wie folgt ergibt:

N
re = rr, +Gb ZAab Op . (43)
b=1

Unter Beriicksichtigung der wechselseitigen geometrischen Beziehungen der Gleitsysteme
werden die Parameter A, als Komponente einer Matrix A zugeordnet, die auch fiir eine
numerische Umsetzung sinnvoll verwendet werden kann. Die Gleichung (43) wird in der
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Form
ro = 114+ G ATG (44)

umgeschrieben und gibt entsprechend die Beitrige der Verfestigung durch verschiedene
Wechselwirkungen von Versetzungen an. Der Vektor A, ist der Spaltenmatrix der Matrix
A gemif:

—

A= (Al, f‘fza 113, 1‘11, f‘fsn 12(67 z‘fn z‘fs, z‘fg, z‘fm, z‘fn, z‘fu)
(45)

Asv Arxo Arxo Act  Arc Awr Aur Acr Arc Acr Acr Agqu
Asy Axo Act  Awmr Arc Acr Agu Acr Arc Awnr Acr
Asy  Agu  Act Act Arc Acr Awur Awnr Awc Acr

Asy  Axo Arxo Acr Arc Awr Awpr Acr Arc

SYIIII. ASV AQU AGL AGL
Asv Axo Ako

Asv Axko

Asv

Eine vollig andere Methode zur Bestimmung der kritischen FlieBspannung ist der phdnome-
nologische Weg, auf dem die Entwicklung der FlieBspannung nicht von der Versetzungsdichte
sondern direkt von der Abgleitungsrate abhéngig ist. Ausgehend vom einfach formulierten
Taylor-Modell (TAYLOR [94]):

N
F=hoy || (46)
b=1
lautet der Ansatz von PEIRCE U.A. [77] und ASARO und NEEDLEMAN [6]

N
Fo=> Hau || - (47)
b=1

Statt der Konstante wie A, in Gleichung (41) verwenden PEIRCE U.A. [77] in ihrer Simu-
lation lokaler Verformung in Einkristallen fiir H,, die phdnomenologische Form:

Hyy = [q+ (1 — q)das) Hy | (48)

wobei H, als Beitrag der Selbstverfestigung zu betrachten ist. Der Modellparameter ¢; be-
stimmt das Verhéltnis von latenter Verfestigung zur Selbstverfestigung fiir nicht-komplanare
Gleitsysteme und ist im Allgemeinen nicht konstant, sondern liegt im Bereich von 1,0 bis
1,4. Zu dem Ansatz von PEIRCE U.A. [77] und ASARO und NEEDLEMAN [6] ist zu bemerken,
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dass die FlieBspannung gemifl Gleichung (47) aufgrund des fehlenden Erholungsterms bei
fortwiahrender Abgleitung unbegrenzt steigt. Dadurch ist diese Formulierung nur fiir kleine
Verformungen geeignet.

Im Modellansatz von MERIC und CAILLETAUD [15], [67] hat die kritische Fliefispannung
eine algebraische Gleichung in der Form

akk

N

Ta = ZHab'Q(l_eA% )’ (49)
b=1
t

W= [t (50)

Neben den neuen konstanten Modellparameter () und A in Gleichung (49) sind die konstan-
ten latenten Verfestigungsgrofien H,, in diesem Ansatz wieder zu finden. Weiterhin beriick-
sichtigen MERIC und CAILLETAUD [15], [67] gemiB Gleichung (49) die Erholungsvorginge,
die beispielsweise der Annihilation der Versetzungen entsprechen. Bei grofier Verformung
kann ein Sattigungszustand der FlieBspannung eintreten. Schliellich gibt statt der inkre-
mentellen Abgleitung des einzelnen Gleitsystems die akkumulierte Abgleitung vuxr gemaf
Gleichung (50) das Mafl der Entwicklung von Fliespannung an.

Aus den Uberlegungen, dass die FlieBspannung abhéingig von der Versetzungsdichte ist (Glei-
chung (41)), die wiederum vom Betrag der Abgleitungsrate (Gleichung (32)) abhéngt, sind
die Ansétze in Gleichungen (47) und (49) nachvollziehbar. Trotz der isotropen Eigenschaf-
ten bleiben die FlieBspannungen im Hinblick auf physikalischen Interpretationen wenig aus-
sagekriftig, da es keine direkte Verkniipfung mit den zugrunde liegenden physikalischen
Vorgéngen gibt, und zwar mit Versetzungsdichten, die nicht nur die Wechselwirkungen mit
Bildung, Annihilation oder gegenseitiger Behinderung beschreiben, sondern sich auch in
Experimenten bestimmen bzw. iiberpriifen lassen.

2.3 Anisotrope Verfestigung

Im Gegensatz zur isotropen Verfestigung ist die anisotrope Verfestigung abhéngig vom Rich-
tungssinn der Belastung. Sie entsteht durch Uberlagerung von inneren Spannungsfeldern
und denen der duBleren Belastung und fithrt dabei zu einem effektiven Spannungsfeld bei
der Verformung. Einem solchen Einfluss kann bei einer Abgleitung in Abhéngigkeit der
Schmidschen Schubspannung eine behindernde oder unterstiitzende Wirkung zukommen.
Die Existenz der anisotropen Verfestigung wird als der Bauschinger-Effekt betrachtet und
wurde in Experimenten mit Lastwechseln von EDWARDS und WASHBURN [21] bestétigt.

In Analogie zur quantitativen Versetzungsentwicklung ldsst sich die Entwicklung der ki-
nematischen Riickspannung x, mittels eines Verfestigungs- und eines Entfestigungsterms
formulieren (MERIC und CAILLETAUD [15], [67] oder JORDAN und WALKER [52]):

Tq = Ca#a_daxa|'7a|> (51)

wobei die Konstante ¢, und d, die Modellparameter sind. In dieser Form ist der Term c,7, in
Abhéngigkeit sowohl von dem Betrag als auch von der Richtung der Abgleitung angegeben.

35



Auflerdem kann eine sich auf einem Gleitystem entwickelnde Riickspannung z, nur einen
Einfluss auf dieses System ausiiben, d.h. es wird nur Selbstverfestigung beriicksichtigt, was
den experimentellen Ergebnisse bei Zink von EDWARDS und WASHBURN [21] widerspricht.
Bei diesem Experiment wirkt die kinematische Riickspannung nicht nur auf das System
selbst, sondern abhéngig von der geometrischen Lage auch auf anderen Syteme. Einen An-
satz zur Beschreibung von solchen wechselseitigen Auswirkungen von Riickspannungen auf
die einzelnen Systeme versucht WENG [103], [104] in folgender Gleichung zu formulieren:

Ty = T, COS gy COS Bap - (52)

Dabei ist x,, die Riickspannung, die ausschliellich aus Flievorgingen auf System b resul-
tiert, und x, der Einfluss von z,, auf System a. Der Winkel ay, bzw. (., ist der Winkel
zwischen den Gleitebenennormalen bzw. den Gleitrichtungen der Systeme a und b. Bezogen
beispielsweise auf das System B4 als Primérsystem bei Einfachgleitung ergeben sich laut
Gleichung (52) fiir kubisch-flachenzentrierte Kristalle die folgenden Beziehungen:

_ _ 1 _ 1
ry = L1, T2 = —5&1, T3 = T5T0,

_ 1 _ 1 _
Ty = 5T, s = —gL1, Teg = 0,

) . (53)

rr = 0, 28 = —5Ta, T9 = T,

_ 1 _ 1 _ 1
Tio = %1, T = sLy1, T2 = —3T, .

6 6 3

Dabei sind Gleitsystemvektoren entsprechend der Tabelle (1) gewéhlt. Das Vorzeichen von
x4 allein kann keine Aussage iiber Behinderung oder Unterstiitzung der Gleitung auf den
entsprechenden Systemen geben, sondern nur in Verbindung mit dem Vorzeichen der jewei-
ligen Schmidschen Schubspannung 7, beantwortet werden.

Aus den Uberlegungen, dass kristallplastische Modelle im Allgemeinen Abgleitvorgénge iiber
Kinetik und Kinematik der beteiligten Gleitsysteme beschreiben, sollte die sich ausbilden-
de Riickspannung wie die d&uflere Spannung tensoriellen Charakter haben. In Analogie zur
Berechnung der Schmidschen Schubspannung geméf Gleichung (1) muss sich jede Riick-
spannung x, nach HARDER [39] als Projektion des kinematischen Riickspannungstensors X
auf dem Gleitsystem a darstellen lassen:

z, = (Xn,).m, fir a=1,..,N. (54)
Der Riickspannungstensor X soll das gesamte Riickspannungsfeld aus der Uberlagerung der

sich auf einzelnen Systeme ausbildenden Spannungsfelder darstellen und hat folgende Form:

X = Zwa(ma®na+na®ma), (55)

wobei das Symbol ® das dyadische (bzw. innere) Produkt kennzeichnet. Die Werte w, stel-
len dabei die auf dem System a wirkenden Riickspannungen dar, die ausschliellich durch
Abgleitvorginge auf dem System a hervorgerufen wurden. Ihre Entwicklung ist der Glei-
chung (51) entsprechend

wa - Ca;)/a_dawa‘;)/a| . (56)

36



Abhéngig von den Modellparametern ¢, und d, kénnen w, und damit auch x, sowohl positive
als negative Werte annehmen, und zeigen ihren anisotropen Charakter. Weiterhin beriick-
sichtigt die Formulierung von HARDER [39] geméfl Gleichungen (54) und (55) die wechselsei-
tigen Auswirkungen von Riickspannungen auf die einzelnen Systeme, die in Experimenten
von EDWARDS und WASHBURN [21] bestétigt wurden. Im Vergleich mit den Ergebnissen
vom WENG-Ansatz in Gleichung (52) ist im Folgenden ein entsprechendes Rechnungsbei-
spiel bezogen auf das Primérsystem B4 bei Einfachgleitung fiir kubisch-flichenzentrierte
Kristalle dargestellt:

1 1
Ty = Wi, L2 = —jWi, T3 = —jWwi,
_ 1 _ 1 _ 2
Ty = Wi, Ts = —5Wi, T = T3Wi,
6 2 3
2 1 1 (57)
Ty = 3w, Tg = —yWi, L9 = 6 Wl
_ 1 _ 1 _ 1
Tio = Wi, T = gWi, Ti2 = —3Wi

Es gibt dabei im Vergleich mit den Werten aus der Gleichung (53) mit w; = x,; unterschied-
liche Riickspannungen nur auf vier Systemen (5,6,7,9), wihrend auf den restlichen exakte
Ubereinstimmung herrscht. Besonders erfiillen die Werte aus (57) die folgenden Vertriglich-
keitsbedingungen komplett (HARDER [39]):

.%'1+.T2+.’L’3 =
T4 + T5 + T4
T7 + g + X9
Tio + T11 + T2
Ty + Tg — Ty — Ty =

To + T5 + g + Ty

S O O O O o O
—
ot
oo
~—

T3 — Ty — Tg + T1o =

Die oben genannten Vertriglichkeitsbedingungen (59) resultieren aus der Erfiillbarkeit des
Gleichungssatzes (54), da der Riickspannungstensor X als symmetrischer Tensor nur sechs
unabhéngige Komponenten besitzt und die kristallographischen Vektoren n, und m, fest-
liegen. Sie verdeutlicht die Erfiillung gewisser Bedingungen zwischen den Riickspannungs-
projektionen auf einer Gleitebene (erste vier Gleichungen) sowie zwischen denen aller vier
Ebenen (restliche vier Gleichungen).

2.4 Gleitrate

Die Entwicklung der konstitutiven Gleichungen fiir die Abgleitung geht von Orowan-Beziehung
OROWAN [75] aus

¥ = 0nbo, (59)
die einen quantitativen Zusammenhang zwischen der Gleitrate 4 und der Dichte der sich mit

mittlerer Geschwindigkeit v bewegenden Versetzungen p,, mit dem Betrag ihres Burgers-
Vektors b liefert (s. auch Gleichung (19)). Theoretische und experimentelle Arbeiten zeigen,
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dass die mobile Versetzungsdichte sowie die mittlere Versetzungsgeschwindigkeit und damit
auch die Gleitrate von der Spannung und der Temperatur abhéngen. Nach FROST und ASH-
BY [30] ist eine quadratische Abhéngigkeit der mobilen Versetzungsdichte von der wirkenden
Schubspannung geméif

Om ~ T (60)

moglich, die auch durch theoretische Uberlegungen von ARGON [4] bestitigt wird. Die Be-
ziehung (59) zeigt auch, dass die Abgleitung auf Gleitebenen mit der Versetzungsbewegung
verbunden ist. Bei der Bestimmung der mittleren Versetzungsgeschwindigkeit v miissen ei-
nerseits die Anderung der Schubspannung und andererseits die Temperatur beriicksichtigt
werden. Aufgrund der niedrigen freien Aktivierungsenergie des Kristalls im Tieftempera-
turbereich entscheidet die Anderung der Schubspannung und damit die relative Lage des
Kristalls zur Zugachse iiber die Entwicklung der Versetzungen (Abschnitte 1.1.3 und 1.5).
Bei steigender Temperatur erhoht sich entsprechend die freie Aktivierungsenergie AF, die
fiir die Versetzungsbewegung auch beim Uberwinden von Hindernisse durch Schneidepro-
zesse erforderlich ist. Der thermisch aufzubringende Anteil, die frei Enthalpie AG, nimmt
folglich mit zunehmender Spannung geméfl

AG(r) = AF — AW(7) (61)

ab (GERDES [32]), wobei AW (1) die geleistete Arbeit der duleren Spannung ist. Die freie
Aktivierungsenthalpie AG(7) bestimmt die Haufigkeit des Uberwindens von Hindernissen
und lésst sich durch eine Arrheniusbeziehung mit der mittleren Versetzungsgeschwindigkeit
entsprechend

T ~ exp <—AkG:ﬁT) ) (62)

verkniipfen, wobei sich k£ und T als Boltzmannkonstante und absolute Temperatur bezeich-
nen. Unter Beachtung, dass Versetzungsschneiden als wesentlicher Behinderungsmechanis-
mus fiir die mobilen Versetzungen anzusehen ist, schlagen KOCKS U.A. [54] einen phdnome-
nologischen Ansatz fiir die freie Aktivierungsenthalpie in Abhéngigkeit von den Spannungen
vor:

AG = AF[1 - <f>pr, (63)

S

wobei die freie Aktivierungsenergie AF nach FROST und AsHBY [30] als Konstante in
der Groéfenordnung von 0,2 ... 1,0 Gb® liegt. Die dabei neu beriicksichtigte Grofie s ist
als Bezugsspannung zu interpretieren, bei der es mit thermischer Unterstiitzung zur Hin-
dernisiiberwindung kommt. Fiir die Anwendung eines thermisch aktivierten Modells bei
gegebener Dehnrate ist die sogenannte homologe Temperatur 7}, also das Verhiltnis der
aktuellen Temperatur zur Schmelztemperatur, entscheidend. Die Potenzzahlen p und ¢ in
Gleichung (63) liegen in den Bereichen

0<p<1l und 1<¢g<2, (64)

38



und dienen zur Kontrolle, dass die freie Enthalpie AG von AF bei (7 = 0) bis 0 bei (7 = s)
abnimmt. Die Gleichungen (59), (60), (62) und (63) ergeben eine konstituve Gleichung
fiir die Gleitrate in Abhéngigkeit von der Spannung (und damit geschwindigkeitsabhingig)

g ~ TQ.eXp{ SR <I>]} (65)

Diesem Ansatz folgen viele Autoren zur Beriicksichtigung einzelner Gleitsysteme und deren
Gleitrichtungen im Kristall. Bei Modell von ANAND U.A. [3] wird eine effektive Spannung
geméaf

gemaf

chff =|7a| —7a (66)

verwendet, wobei r, als die kritische FlieBspannung angesehen wird, bei der die Versetzungen
ohne Hilfe thermischer Fluktuation Hindernisse iiberwinden kénnen. Mit dem Ansatz einer
phénomenologischen Flielgrenze ergibt sich fiir eine Gleitrate

0 fir 7¢/7 <0,

Ya = (67)

. q
1— (ﬁ)p} }.sgn (1o) fiir 0< 79 <s,,

Yo €Xp { — 2 -
wobei jy als Modellparameter anzusehen ist. In diesem Ansatz beginnt die plastische Ver-
formung, wenn die Schmidsche Schubspannung die kritische Fliespannung r, iibersteigt.
Dagegen bleibt die effektive Schubspannung 76/ immer unter einer von der Temperatur
abhédngigen Schwellspannung s,, bei der die Versetzungen trotz Hilfe thermischer Fluktua-
tion Versetzungshindernisse nicht iiberwinden konnen. Trotz der Unterscheidung zwischen
ro und s, entwickeln sie sich gemeinsam geméafi Gleichungen (47) und (48)

N
ya:f’a+éa:ZHab|7b| . (68)
b=1

Fiir kubisch flichenzentrierte Kristalle ist das Verhéltnis s,/r, bei gegebener Temperatur
nach COTTRELL und STOKES [17] unabhéngig von der (globalen) Dehnung, und liegt bei-
spielsweise fiir Aluminium im Bereich von 0,5 bis 1,0. Dagegen spielt s, fiir kubisch raum-
zentrierte Kristalle die Rolle von Peierls-Spannungen (s. Abschnit 1.2.2) und bleibt damit
néherungsweise konstant (ANAND U.A. [3]).

Hingegen betrachtet HARDER [39] s, fiir kubisch flichenzentrierte Kristalle als die Schwell-
spannung fiir die Hindernisiiberwindung von Versetzungen geméafl Gleichung (41). Aus Glei-
chung (65) mit der Vereinfachung p = ¢ = 1 folgt die Gleitrate ohne FlieBgrenze
eff\? AF | 7eff
Yo = o <T“G ) exp{k—T [ ‘} .sgn(ijf) , (69)

Sa

Die hier verwendete effektive Schubspannung 7¢/7/ beriicksichtigt statt kurzreichender Wech-
selwirkung von Versetzungen wie bei ANAND U.A. [3] die weitreichende kinematische Riick-
spannung x, (Gleichung (54)) und wird durch die Gleichung

T = g (70)
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ermittelt. Unabhéngig von den thermodynamischen Effekten sind phianomenologische Ansétze
fiir die Gleitrate 4 in mehreren Veroffentlichungen zu finden. Darunter sind sowohl der Ex-
ponentialansatz z.B. von HAVLICEK U.A. [40], [41]

| 0 fiir | Ta |< Sa
(il N G

als auch Potenzansétze von MERIC und CAILLETAUD [67], [15]

0 fir |7, — x4 |<7,

P‘)/G/ == ‘7_ —z |—7" n .. (72)
(M) csgn(t, —x,) fiur |1, — x4 |> 7,

Sa

oder von TEODOSIU [95]

n

. sgn(T,) (73)

. . | Ta
Ya = Y0 |

a

Darin bezeichnen die Grofien ¢ und n konstante Modellparameter. Die isotropen Fliespan-
nungen in diesen Modellen sind unterschiedlich. Wihrend HAVLICEK U.A. die Gleichung
(47) und MERIC und CAILLETAUD die Gleichung (49) die phénomenologischen FlieSspan-
nungen direkt in Abhéngigkeit der Gleitrate verwenden, iibernimmt TEODOSIU die Formu-
lierung von FRANCIOSI geméfl Gleichung (41) unter Berticksichtigung der Wechselwirkung
von Versetzungen. In bisherigen Veroffentlichungen werden die Exponentialansétze meist fiir
die Gleitrate (z.B. Gleichungen (67), (69), (71)) zur Beschreibung des Materialverhaltens
im Tieftemperaturbereich verwendet, wéhrend die Potenzansitze (z.B. Gleichungen (72),
(73)) im Hochtemperaturbereich verwendet werden. Im Allgemeinen gibt es aber keine kla-
re Festlegung eines Modells fiir einen bestimmten Temperaturbereich. Es hédngt vielmehr
von Verwendung entsprechender Flieflspannung als isotrope Verfestigung und eventuell von
kinematischer Riickspannung als anisotrope Verfestigung ab, die sowohl qualitative als auch
quantitative Eigenschaften richtig beschreiben. Solche Verfestigungsarten sind in beiden
letzten Abschnitten 2.2 und 2.3 veranschaulicht.

2.5 Zusammenfassung vorgestellter Materialmodelle

Die bisher in der Kristallplastizitéit vercffentlichen Modellansétze, die in Zusammenhang mit
dem verwendeten Materialmodell in dieser Arbeit (s. Tabelle 4) stehen, wurden in diesem
Abschnitt vorgestellt. Sie weisen einige prinzipielle Gemeinsamkeiten auf, weichen jedoch
im Vorgehen in anderen Punkten voneineinder ab. Ausgehend vom plastischen Deformati-
onsgradient F,, als Funktion von der Abgleitungsrate ¥ sind die Entwicklungsansétze fiir
die Gleitrate von entscheidender Bedeutung. Sie wurden sowohl aus phdnomenologischen
Uberlegungen formuliert als auch aus physikalischen Betrachtung hergeleitet, wodurch ent-
sprechende Vor- und Nachteile entstehen. Es stehen Exponential- und Potenzanséitze zur
Formulierung der Gleitrate zur Verfiigung (Abschnitt 2.4), die von der Schubspannung, kine-
matischen Riickspannung und Flielspanung abhéingt. Die Entwicklung solcher Spannungen
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Tabelle 3: Zusammenfassung der vorgestellten Werkstoffmodelle im Vergleich mit dem ver-
wendetem Modell zur Berechnung lokaler Fliefivorgdnge in Polykristallen (GS: Gleitsy-

stem(e)).
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erfordert tiefe Kenntnisse der Materialstruktur, insbesonders das Verhalten von Versetzun-
gen und Gefiigen an den Korngrenzen.

Die Unterschiede beim Vorgehen betreffen nicht nur die gewihlten konstitutiven Gleichun-
gen, sondern auch die Auswahl eines FEM-Rahmens, wobei der Rechenaufwand berticksich-
tigt werden muss. Eine Zusammenfassung vorgestellter Modelle mit ihrem FEM-Rahmen
zum Vergleich des in dieser Arbeit verwendeten Werkstoffmodells wird in Tabelle 3 darge-
stellt.

Abgesehen vom Aufbau der konstitutiven Gleichungen wird das Modellverhalten entschei-
dend durch Modellparameter bestimmt (s. Abschnitt 4.2.5). Einige Parameter sind durch
experimentelle Ergebnisse festgelegt, wihrend die anderen durch theoretische Uberlegun-
gen abgeschétzt bzw. frei gewéhlt werden. Bei den Entwicklungsgleichungen (35) und (51)
spielen die Verhéltnisse K /y. und ¢,/d, eine wichtige Rolle, wie schnell sich die Versetzungs-
dichte und kinematische Riickspannungen entwickeln. Weiterhin sind die latenten Verfesti-
gungsgroBen A,, und deren Verhéltnisse entscheidend nicht nur fiir den Betrag kritischer
Schubspannung, sondern auch fiir die Aktivierung der Gleitsysteme. Alle diese gewonnenen
Erkenntnisse geben uns einen Uberblick des Forschungsstandes der Kristallplastizitiit. Sie
dienen uns nun als Grundlagen zur Entwicklung eines neuen modifizierten Werkstoffmodells,
das viele Kristalleigenschaften beschreibt.
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3 Grofie Deformationen der Kristallplastizitét

Neben mikromechanischen Eigenschaften bei kleinen Deformationen kommen einige Eigen-
schaften des Kristalls bei groflen Verformungen hinzu. Besonders sind die Gitterdrehun-
gen und damit verbundenen Orientierungsénderungen der Kristalle bezogen auf gegebe-
nen Randbedingungen (z.B. Zugrichtung oder duere Belastung, etc.). Weiterhin ermoglicht
Quergleitung von Schraubenversetzungen bei grofler Deformation die Annihilation von Ver-
setzungen, die sich gegenseitig anziehen. Es fithrt zum Abbau innerer Spannung (z.B. Bereich
III bei Einkristall-Flieskurve).

Im vorliegenden Abschnitt wird zunichst ein Uberblick iiber die wichtigen kontinuumsme-
chanischen Grundgleichungen eines deformierbaren Korpers gegeben, die die Voraussetzun-
gen fiir die Formulierung der Verzerrungs- und Spannungsmafle im verwendeten Werkstoff-
modell und der zum Einsatz kommenden Finite-Elemente sind. Speziell fiir Kristalle wird
die Kontinuumsmechanik formuliert, die anschliefend mit den konstitutiven Gleichungen
eines neuen modifizierten kristallplastischen Werkstoffmodells ergénzt wird. Die numerische
Integration der Stoffgleichungen wird mit Hilfe einer benutzterdefinierten Schnittstelle UM-
AT (engl. user material) in das kommerzielle FE-Programm ABAQUS implementiert, das
den erforderlichen Berechnungsrahmen liefert.

Zu erwihnen sei an dieser Stelle, dass alle mathematischen Formulierungen bzw. die verwen-
deten Tensoren auf lokalem Kristallkoordinatensystem bezogen sind. Fiir Implementierung
in das FE-Programm ABAQUS miissen sie allerdings ins globale Probenkoordinatensystem
transformiert werden. Die Uberfithrung wird durch die Tranformationsmatrix Q (s. Anhang
A.3) ermoglicht. Eine einheitliche Darstellung von Tensoren in mathematischen Gleichungen
ist im Anhang A.1 zu finden.

3.1 Kontinuumsmechanische Grundgleichungen

Der Deformationsprozess eines Festkorpers B wird als Transport materieller Punkte be-
trachtet, deren Ortsvektoren eindeutig zugeordnet sind. Zu einer fest gewéhlten Anfangs-
zeit, oder Referenzzeit, ty befindet sich der materielle Punkt mit dem Ortsvektor xq in der
Referenzkonfiguration ko des Korpers. Durch den Deformationsprozess, also den Material-
transport, wird der materielle Punkt zu einem Ort x verschoben, der zu einer zu dieser Zeit
t befindlichen Momentankonfiguration x gehort (Abbildung 19). Der Verschiebungsvektor
u(xo, t) zwischen der Ausgangs- und der Momentankonfiguration dieses materiellen Punktes
ergibt sich aus der Differenz

u(xo,t) = x(x0,t) — Xg . (74)

Der durch Differentiation von x(xg, t) nach x, erhaltene Tensor
aX(Xo, t)

heit Deformationsgradient, der das infinitesimale Linienelement dx( in der Ausgangskonfi-
guration kg in das infinitesimale Linienelement dx in der Momentankonfiguration x trans-
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Abbildung 19: Kinematik eines materiellen Punktes

formiert. Man spricht von homogener Deformation des Kontinuums, wenn F nicht von xq
abhéngt.

Die Geschwindigkeit des materiellen Punktes zum Zeitpunkt ¢ ist definiert durch zeitliche
Differentation vom Ortvektor x(xo, t)
aX(Xo, t)

K= (76)

Aus den beiden Gleichungen (75) und (76) ergibt sich die zeitliche Ableitung des Deforma-
tionsgradienten zu

. ox .
Der Term
L:=Vx=FF! (78)

wird als Geschwindigkeitsgradient bezeichnet.

Das infitesimale verformte Flachenelement da und das Volumenelement dV werden mit Hilfe
des Deformationgradienten F durch

da = det(F)F Tday und dV = det(F)dV; (79)

abgebildet (z.B. CHADWICK [16]), wobei day und dVj das Fliachenelement und das Volumen-
element in der Ausgangskonfiguration kg sind. Die Invertierbarkeit von F und die Forderung
nach positivem Volumen bedingen

det(F) > 0. (80)
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Der Deformationsgradient F kann als reine Streckung des Kérperelementes mit daran an-
schlieBender Rotation oder umgekehrt verstanden werden. Er lédsst sich damit algebraisch
multiplikativ in einen orthogonalen Drehtensor R und einen Rechtsstreckungstensor U bzw.
Linksstreckungstensor V zerlegen

F = RU = VR. (81)

Aufgrund der Orthogonalitit des Drehtensors R gemid R? = R~ ergeben sich beide
Streckungstensoren U und V aus Gleichung (81)

U = VF'F und V = VFF?T (82)

als symmetrisch und positiv definit. Die Tensoren

C = F'F = U? bzw. B = FF’' = V? (83)

sind entsprechend der rechte bzw. linke Cauchy-Green-Tensor.

Die auf einem Fléchenelement da der Momentankonfiguration entfallende Kraft ist durch
den Cauchyschen Spannungstensor o gegeben

df = oda = det(F)oF Tda, . (84)

Der Tensor
P = det(F)oF T (85)
liefert nach Anwendung auf ein zugehoriges Flichenelement da, der Ausgangskonfigura-

tion ko die Kraft df und heifit 1. Piola-Kirchhoff-Spannungstensor. Er ist allerdings nicht
symmetrisch, weshalb man den 2. Piola-Kirchhof-Spannungstensor geméaf3

S .= F'P = det(F)F 'oF 7 (86)

als symmetrischen Tensor verwendet. Fiir den rdumlich gewichteten Cauchyschen Span-
nungstensor ist der Kirchhoff-Spannungstensor mit dem Volumenverhéltnis K

K := det(F) o = FSF” (87)

eingefiihrt, der ebenfalls symmetrisch ist.

Da es sich hier um Deformation eines Festkorpers als Materialtransport handelt, miissen
folgende Gesetze erfiillt werden. Das erste ist das Erhaltungsgesetz der Masse geméafl

m:/podvoz/pdv. (88)
Ko K
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Ein Fluss der Masse durch die Oberfliche 0k des Korpers sei ausgeschlossen. Mit Verwen-
dung der zeitlichen Ableitung fithrt Gleichung (88) zu einer lokalen Form fiir die Erhaltung
der Masse (z.B. GURTIN [35])

p+pdivve =0, (89)

wobei p(x,t) die momentane Massendichte [kg/m?] und v(x,t) die Geschwindigkeit ist.

Die zeitliche Anderung des zum Materialtransport zugehérigen Impulses resultiert aus den
von aufen einwirkenden Volumen- und Oberflachenkréften, also hier der auf ein Volumen-
element dV wirkenden Kraftdichte f und dem auf ein Flachenelement da wirkenden Span-
nungsvektor t. In der lokalen Momentankonfiguration k; C & ist dies gegeben durch

d
e AV — / £ dV t da . 90
dt /m v Ki + Ok; “ ( )

Mit der Wahl eines Ortvektors x( fiir den Bezugspunkt des Momentengleichgewichtes ist
die Drehimpulsbilanz entsprechend

L iy % v) dV = [ Gaxtyav [ peoxt)da. (91)

dt Jx;
Der auf ein Flichenelement da wirkende Spannungsvektor t lésst sich durch die Cauchysche
Spannung o und den normalen Einheitsvektor n von da darstellen

t = o'n. (92)

Mit Hilfe des Gaufischen Divergenz-Theorems ergibt Gleichung (90) das sogenannte 1. Ge-
setz der Bewegung (lokale oder starke Form):

dive® + pf = pv . (93)

Fiir eine Testfunktion du als virtuelles Verschiebungsfeld folgt aus Gleichungen (90), (92)
und (93) die schwache Form der Bewegungsgleichung (oder das Prinzip der virtuellen Ver-
schiebung) (z.B. GURTIN [35]):

/a-V(au)dv+/pv-audvz/pf-audv+ t-ouda. (94)
Ki K K OK;

Das Prinzip sagt aus: wenn sich ein Korper im Gleichgewicht befindet, ist fiir beliebige,
kleine, virtuelle, auf den Korper einwirkende Verschiebungen, die die Randbedingungen
erfilllen, die gesamte innere virtuelle Arbeit gleich der Summe aus virtueller Arbeit der
auferen Belastungen und dem Trégheitsterm. Doe Anwendung des Prinzips der virtuellen
Verschiebung zur Aufstellung von Finite-Elemente-Gleichungen wird im Berechnungsrah-
men des FE-Programms ABAQUS (s. Abschnitt 3.5.1) geschildert.
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3.2 Kontinuumsmechanik eines Kristalls

Aufgrund der besonderen Geometrie und Eigenschaften des Kristalls ist es zweckméflig, den
Deformationsgradienten F in einen elastischen Anteil F, und einen plastischen Anteil F,
multiplikativ zu zerlegen (LEE [61], TEODOSIU [95], RICE [82]):

F=F.F,. (95)

Dabei beschreibt F, eine (gedachte) Zwischenkonfiguration £* nach einer plastischen Defor-
mation (gekennzeichnet durch die Abgleitung v,), bei der die Lage der Gleitsystemvektoren
m? und n? erhalten bleibt, und das Material quasi durch das Gitter flieBt. Anschlieiend

wird die Zwischenkonfiguration aufgrund der Kompatibilitdt des umgehenden Gitters durch

eine elastische Verzerrung U, und zusammen mit einer Starrkérperdrehung R geméfl
F.=RU, (96)

auf die Momentankonfiguration  gefiihrt (Abbildung 20). Die multiplikative Zerlegung der
Gleichung (95) betrifft dabei nicht die globale Konfiguration des ganzen Korpers, sondern
bezieht sich nur auf eine unmittelbare oder infinitesimale Umgebung eines Gitterpunktes,
dessen elastische Verformung entsprechend sehr klein und unabhéngig von den plastischen
Vorgéngen ist (elastischer Isomorphismus, SVENDSEN [90]).

Die dabei durch die elastisch-rotatorische Verformung geénderte Gleitrichtung und Gleit-
normale eines Gleitsystems a sind entsprechend

m, = Fm! = m!=F
n, = F,’n? = n?=Fn,. (98)
gegeben.

In hyperelastisch-plastischer Formulierung fiir Stoffgesetze lautet die freie elastische Ener-
giedichte (z.B. SVENDSEN [91]):

Ue(C,F,) = (B, C[E] (99)

wobei C, den Elastizitétstensor vierter Ordnung bezeichnet (s. Anhang A.4). Der Tensor

E, = %(Ce —1) (100)

préasentiert den elastischen Greenschen Verzerrungstensor, der durch den elastischen rechten
Cauchy-Greenschen Deformationstensor

C.:=F,"CF,' =F[F, (101)

definiert wird. Die Ableitung von v.(C,F,) nach C bzw. nach F, ergibt den 2. Piola-
Kirchhoff-Spannungstensor

S == 2¢..c (102)
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Abbildung 20: Multiplikative Zerlegung des Deformationsgradienten in einen plastischen
und einen elastisch-rotatorischen Anteil.

und die nach MANDEL [64] genannte Mandelspannung

M := —tp 5, FL = C.S. , (103)

wobei
Se = Ce [Ee] (104)

die 2. Piola-Kirchhoffsche Spannung in Hinsicht auf die Konfiguration des elastischen Anteils
der freien Energiedichte gemafl Gleichung (99) bezeichnet.

Der Zusammenhang zwischen Mandelspannung und der Kirchhoffschen bzw. Cauchyschen
Spannung, hergeleitet aus den Gleichungen (87), (95) und (103), ist wie folgt gegeben:

M =F'KF. " = det(F)FloF, " (105)

3.3 Konstitutive Gleichungen

Bei kontrollierter Verformung wird davon ausgegangen, dass der Deformationsgradient F
und seine materielle Zeitableitung F zu jeder Zeit bekannt sind. Der Geschwindigkeitsgra-
dient L gemaB Gleichung (78)

L=FF! (106)

wird dadurch bestimmt. Durch Einsetzen der zeitlichen Ableitung von F in Gleichung (95)
erhalten wir schliellich

L=FF,'+F.F,F, 'F . (107)
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Der erste Summand ist nur von F, und seiner zeitlicher Ableitung abhéngig und kann daher
als ,,elastischer Geschwindigkeitsgradient” betrachtet werden. Der | plastische Geschwindig-
keitsgradient” L, fiir einen materiellen Punkt, definiert als formuliert

L,=F,F', (108)

setzt sich additiv aus den Beitrigen aller aktiven Gleitsystemen zusammen (z.B. TEODOSIU
[95]):

L, = ZLpa = Z%(mg ® ng) : (109)

Dabei ist 4, die Gleitrate auf den jeweiligen Gleitsystem a mit der Gleitrichtung m, und
Gleitnormale n, (s. Abschnitt 2.4). Die Beziehung (109) hat eine dhnliche Form wie Glei-
chung (22), die eine mittlere makroskopische plastische Verzerrungsgeschwindigkeit darstellt.
Kombination der Bezichungen (108) und (109) ergibt die konstitutive Gleichung fiir den pla-
stischen Deformationstensor:

Fp =L, F, = Z’Ya(mg ®@n,)F, . (110)

Ansitze fiir Gleitrate sowie fiir Verfestigung sind im Abschnitt 2.4 vorgestellt und ausfiihr-
lich diskutiert worden. Im Folgenden wird ein neuer Ansatz fiir die Gleitrate als ein neues
Materialmodell entwickelt und untersucht.

Basierend auf dem Modell von MERIC und CAILLETAUD [15], [67] wird zusétzlich ein Para-
meter Yo[s~!] als die Referenz-Dehnrate fiir die Gleitrate 5, hinzugefiigt, so dass die Gleich-
heit der physikalischen Einheiten gewéhrleistet wird:

0 fir |7, — 2, <7,

Ya = T (111)
70(75(1

)n sgn(7, — ) fiir |7, — 24 [> 74
Dieser Ansatz erhilt eine explizite FlieSgrenze sowie die kinematische Riickspannung x,. Die
Spannung s, ist nach MERIC und CAILLETAUD [15], [67] als konstante Modellparameter fiir
das Gleitsystem a bei gegebener Temperatur. In der Tat ist s, als Bezugsspannung angese-
hen, bei der Versetzungen nur mit thermischer Unterstiitzung Hindernisse iitberwinden. Also
muss s, von der Entwicklung der Versetzungen abhéngen. Neben der Bezugsspannung s,
muss die von den Versetzungen abhingige kritische Schubspannung r, so betrachtet werden,
dass die Versetzungen ohne Hilfe thermischer Fluktuation Hindernisse iiberwinden kénnen.
Fiir kubisch-flichenzentrierte Kristalle ist das Verhéltnis

Sa

§(T) = (112)

Ta

bei gegebener Temperatur 7' nach COTTRELL und STOKES [17] unabhéngig von der (globa-
len) Dehnung und ist mit Vereinfachung fiir alle Gleitsysteme gleich. Experimentelle Unter-
suchung an Aluminium-Einkristallen von COTTRELL und STOKES [17] ergeben fiir £ Werte
im Bereich

0,5<£<1,0. (113)
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Einsetzen von Gleichung (112) in Gleichung (111) ergibt eine von der Temperatur abhéngige
Gleitrate

0 fir |7, —x,|<T,

W’/a - n (114)
%ﬁ”%T)(M — 1) csgn(T, — ) fir |7, — x4 |> 14

Ta

Mit Hilfe der MaCauley-Klammer () geméi8

(a) = (|« | +a) (115)

und dessen Ableitung (z) = %(sgn(z) 4+ 1) ldsst sich die Beziehung (114) in eine einfache
Form umschreiben

| Ta — 4 |

o = 306 0) { —§¥@m—%u (16)

Ta

wobeil die Funktion

wa:<ﬁiﬁﬂ—§ (117)

Ta

die dem Gleitsystem a zugehorige FlieSfunktion prisentiert. In den Gleichungen (116) und
(117) steht auf ersten Blick statt der dynamischen Fliespannung s, die statische Flie-
spannung 7, im Nenner. Tatséchlich ist aber nur die dynamische FlieBspannung s, = 7,£(7T)
durch Multiplikation mit dem Term £~"(T") vor die MaCauley-Klammer ( ) gezogen. Weiter-
hin wird ein Gleitsystem erst aktiviert, wenn die effektive Schubspannung 7¢/7/ := 7, — 2,
betragsméBig grofer als die statische FlieBspannung r, wird, so dass die Ansétze (116) und
(117) ihre physikalischen Bedeutungen erfiillen.

Im Vergleich mit dem Potenzansatz von TEODOSIU [95] geméf Gleichung (73) ist die Glei-
chung (116) eine Erweiterung mit Beriicksichtigung nicht nur der Flieigrenze, sondern auch
der kinematischen Riickspannung und der Temperatur bei der Entwicklung der Gleitrate.
Dabei werden sowohl statische als auch dynamische Verfestigung beriicksichtigt, die von der
Versetzungsentwicklung abhéngen. Bei dem Ansatz von TEODOSIU [95] findet Abgleitung
auf jedem System theoretisch nach beliebiger Deformation statt, was die anfingliche elasti-
sche Phase der Werkstoffe nicht wiedergibt. Ein Ansatz mit FlieSgrenze wie (116) beschreibt
hingegen die Eigenschaften des Metalls, realitdtsnaher.

In Analogie zu Gleichung (1) wird die Schmidsche Schubspannung 7, mit Hilfe des Kirch-
hoffschen Spannungstensors K (s. Gleichung (87)) fiir grofie Deformation definiert

7o = (Kn,) -m, = (Mn?) - m? (118)

a

Dabei sind n?, m? bzw. n,, m, die Gleitsystemsvektoren des Systems a in Referenz- bzw.

Momentankonfiguration. Der Tensor M ist die Mandel-Spannung (s. Gleichung (103)).
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Fiir die Riickspannung mit Beriicksichtigung der Vertraglichkeitsbedingungen gemifl Glei-
chungssystem (59) ist der Ansatz von HARDER [39] zu wihlen (Gleichung (54)):

z,=(Xn,) m,=X:(n,®m,), (119)

mit dem Riickspannungstensor (Gleichung (55)):

X =Y wi(mg @ng +n; @my) (120)

und der Entwicklung dessen Komponenten (Gleichung (56)):

Wa = Caa — dawa | Fa | - (121)

Fiir kubisch-flichenzentrierte Kristalle entwickelt sich die statische Fliespannung r, grund—
sétzlich mit der thermischen Fliefspannung s, zusammen, womit das Verhéltnis
Sa
T):=—
() =
bei gegebener Temperatur 7' nach COTTRELL und STOKES [17] unabhingig von der (glo-
balen) Dehnung bleibt. Gemafl Gleichung (41) ergibt sich

=t s = (16T = (14 g ) o0 = 60D (122)

so dass die Entwicklung der kritischen Fliefspannungen r, und s, in Abhéngigkeit von
Versetzungen und Temperatur entsprechend gegeben werden

Gb —
o = TTEm a0 (123)
G e
Sq = T&m Z;Q . (124)

Die zeitliche Entwicklung der Versetzungen ist nach dem Ansatz von TEODOSIU [95] gemé&B
Gleichung (35) zu wahlen

1
 bL,

. . Ye .
Qa | Ya | _239(1 | Ya | ) (125)

mit den mittleren freien Wegléngen nach HARDER [39] (s. Gleichung (39)):

L, = . (126)
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3.4 Zusammenfassung des verwendeten Werkstoffmodells

In letzten Abschnitten wurden die Herleitung sowie die Ansétze von Werkstoffgleichungen
vorgestellt. Eine {ibersichtliche Darstellung der verwendeten Gleichungen wird in Tabelle 4
zusammengefasst.

Es handelt sich um ein neues kristallplastisches Werkstoffmodell fiir sowohl Einkristalle als
auch Polykristalle, die als Verband von Einkristallen unterschiedlicher kristallographischer
Orientierungen betrachtet werden. Das Modell wird fiir grofle Deformation in 3-Dimensionen
formuliert. Es ist geschwindigkeitsabhéngig (also viskoplastisch) mit expliziter FlieBgrenze.
Die Gleitrate ist mit der Entwicklung von Versetzungen eng verbunden, die experimentell
sowohl qualitativ als auch quantitativ bestimmt werden kénnen. Sie beriicksichtigt sowohl
statische als auch dynamische Verfestigung in Abhéngigkeit von Temperatur. Neben isotro-
pen Eigenschaften, z.B. FlieBspannung, wird die kinematische Riickspannung als anisotope
GroBe berticksichtigt, so dass die Effekte an den Korngrenzen bei Vielkristall-Verformung
sowie der Bauschinger-Effekt bei lastwechselndem Zugversuch gut wiedergegeben werden
kénnen. Fiir Untersuchungen der Spannungsverteilung in korngrenzennahen Umgebungen
sowie an Tripelpunkten werden lediglich die Effekte der Imkompatibilitéit durch unterschied-
liche Kornorientierungen in Betracht gezogen.

multiplikative Zerlegung: F =F_.F, (95)

plastischer Deformationstensor: ¥, = L, F, = ¥, ¥,(m? @ n))F, (110)

Gleitrate: 4, = Y& <‘T%ax“| — 1>n sgn(7, — 4)
Schmidsche Schubspannung: 7, := (Kn,) -m, = (M 112) -m’

a

Mandelspannung: M = C.S, = C.C.[E.]

clastische Greensche Verzerrung:  E, = 3(C. —I) = 3(FI'F, —I)
kinematische Riickspannung: 1z, = (Xn!?) - m? (54
Riickspannungstensor: X = Y, w,(m? @ n? + n? @ m?) (55
Komponente des Riickspannungstensors:  w, = ¢o¥a — dawa | Ya | (56
Fliefspannung: r, = 1GTb§ AT (123)
Versetzungsdichte: g, = i | Ya | —2%0a | Ya | (35)
mittlere freie Weglange: L, = Ifg - (39)

Tabelle 4: Ein neues kristallplastisches Werkstoffmodell zur Simulation von Zugversuchen
an Ein- und Polykristallen.
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Die Festparameter des Materials sind die drei im anisotropen Elastizitédtstensor C, eingehen-
den elastischen Konstanten c¢;q,¢12 und ¢y (s. Anhang A.4) sowie der Schubmodul G und
der Betrag des Burgers-Vektors b. Daneben sind einige Modellparameter in einer recht guten
GroBenordnung abzuschétzen. Durch die gut experimentell bestimmtbare Versetzungsdichte
o und deren freie Weglénge L eines reinen kfz-Kristalls ergeben sich fiir K Werte im Bereich
von 1 bis 100. Zahlenwerte sind in der Arbeit von ESTRIN [25] mit K = 10, von TEODOSIU
U.A. [95] mit K = 75 und von MECKING U.A. [66]) mit K = 100 zu finden. Der kritische
Annihilationsabstand . ist abhéngig vom Versetzungstyp. Fiir Schraubenversetzungen im
Kupfer geben ESSMANN und MUGHRABI [24]) Werte zwischen 50 und 500 nm als GroBen-
ordnung an. Der kritische Annihilationsabstand von Stufenversetzungen ist aber deutlich
kleiner. Die zur Beschreibung der isotropen latenten Verfestigung der Versetzungen verwen-
deten Komponenten A, liegen nach HEINRICH U.A. [42] und BAIRD U.A. [8] im Bereich
0,1 ... 0,2, wobei individuelle Abweichungen einzelner Komponenten nach oben oder unten
denkbar sind. Das Verhiltnis ¢ zwischen statische und dynamische Fliefspannung bei gege-
bener Temperatur 7" ist nach COTTRELL und STOKES [17| unabhéngig von der (globalen)
Dehnung und liegt z.B. fiir Aluminium im Bereich von 0,5 ... 1,0. Die Parameter ¢, und d,
zur Bestimmung kinematischer Verfestigung z, eines Gleitsystems sind normalerweise frei
gewihlt. Dabei ist es zu beachten, dass sie die Riickspannung nicht zu schnell zur Sattigung
fithren. Die Modellparameter 4, und n beschreiben die Empfindlichkeit des Flielens eines
Gleitsystems. Um zu einer vernunftigen Gleitrate zu gelangen ist die Wahl von 4y abhéngig
von n, so dass der Wertebereich von 4y und n sich kaum eingrenzen lésst.

3.5 Numerische Algorithmen und Implemetierung

Die konstitutiven Gleichungen (110), (116), (56), (35) des neuen kristallplastischen Werk-
stoffmodells in Tabelle 4 sind nichtlinear abhéngig. Zur Losung solcher nichtlinearen Diffe-
rentialgleichungen fiir einen Gauffpunkt muss im allgemeinen ein inkrementelles Verfahren
verwendet werden. Dabei werden Gleichungen zunéchst fiir einen inkrementellen Zeitschritt
linearisiert und dann aufintegriert. Die erhaltenen Ergebnisse werden fiir ndchsten Zeitschritt
verwendet.

Fiir eine kontinuierliche Struktur mit mehreren Gau3punkten bietet sich allerdings z.B. das
kommerzielle FE-Programm ABAQUS, dessen besonderer Vorteil in der Moglichkeit besteht,
iiber die benutzerdefinierte Schnittstelle UMAT beliebiges Werkstoffmodell zu simulieren.
Bei kontrollierter Verformung mit gegebenem Deformationsgradient F und seiner materiellen
Zeitableitung F benoétigt ABAQUS die aktuelle Cauchysche Spannung und die tangentiale
Steifigkeit, die in Abhégigkeit vom Materialmodell berechnet werden miissen. Die Ergebnisse
werden anschliefend iiber UMAT in das FE-Programm ABAQUS implementiert.

Der vorliegende Abschnitt beschreibt zunéchst den Berechnungsrahmen von ABAQUS, das
ein Newton-Raphson-Verfahren verwendet, um Losungen iterativ zu finden (z.B. BATHE
[12]). AnschlieBend wird die lokale Integration der konstitutiven Gleichungen zur Losung
interner Zustandsvariablen geschildert, die die implizite Eulersche Riickwértsmethode ver-
wendet (siehe Anhang A.5). Letztlich wird die tangentiale Steifigkeitsmatrix in Abhéngigkeit
von den durch Integration erhaltenen Zustandvariablen fiir ABAQUS formuliert.
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3.5.1 Finite-Elemente-Methode in ABAQUS

Der Ausgangspunkt fiir die Berechnung in ABAQUS ist das Prinzip der virtuellen Verschie-
bung gemifl der Gleichung (94) in einem isothermen, quasistatischen Deformationsprozess:

/a-éedV:/pf-(SudV+ g t-ouda. (127)

Dabei wird der Dehnungstensor als Gradient des Verschiebungsvektors betrachtet, also
€ = V(u(x)). Die Komponenten von Spannungs- und Dehnungstensoren werden, wie bei
numerischen Anwendungen {iiblich, als Spaltenmatrizen geschrieben:

o o= (O'za Oy, 02, Ogy, Oyz, sz>T )

! o (128)
€ = (€x, €y, €2y 260y, 26,2, 2622) "
Die in € vorgenommene Verdoppelung der Nebendiagonalelemente von e erfiillt die Gleich-
heit in der Gleichung (127) und zusitzliche Vereinfachung numerischer Operationen.

Zum Auffinden einer Ndherungslosung nach der Finite-Element-Methode (z.B. HUEBNER
[50] oder BATHE [12]) wird die kontinuierliche Struktur ndherungsweise als eine Gruppie-
rung diskreter Elemente betrachtet, die in Knotenpunkten auf den Réndern der Elemente
untereinander verbunden sind. Die vom Ort x eines finiten Elements abhingigen virtuellen
Verschiebungen du(x) und Verzerrungen € werden als Funktionen der virtuellen Knotenver-
schiebungen du dieses Elements dargestellt:

du(x) = H(x)ou, (129)

Je(x) = B(x)ou,

wobei H(x) und B(x) die Verschiebungsinterpolations- und Verzerrungs-Verschiebungs-
Matrizen sind. Man erhélt B durch partielles Differenzieren nach Koordinaten und durch
Kombinieren der Zeilen der Matrix H. Durch das Einsetzen von Gleichungen (129) in Glei-
chung (127) mit der Anwendung von (128) ergibt:

5aT[ / B¢ dV — / pHTE AV + [ HT da] _0. (130)

OK;

Diese Gleichung ist fiir beliebige virtuelle Knotenverschiebungen éu nur erfiillbar, wenn der
Term in der eckigen Klammer zu Null wird. Da der zweite und dritte Summand die dufleren
Lasten an Knotenpunkten beschreiben und bei gegebenen Randbedingungen bekannt sind,
werden sie als bekannte Spaltenmatrix der &ufleren Lasten in p zusammengefasst. So erhélt
man zum Zeitpunkt ¢ die folgenden Gleichgewichtsbedingungen:

/, B7 dV —p(t) = 0. (131)

Da die Spannung ¢ fiir nichtlineare Materialgesetze entsprechend nichtlinear von den Kno-
tenverschiebungen abhéngt, kann Gleichung (131) nur inkrementell gelost werden. Es bietet
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sich die am héaufigsten verwendeten Newton-Raphson-Iterationsschemen zur Losung von
nichtlinearen Finite-Elemente-Gleichungen an. Dieses Verfahren setzt voraus, dass die Ver-
schiebungen u(t) zum Zeitpunkt ¢ als iterative Losungen berechnet worden sind, und die
Gleichgewichtsbedingungen erfiillt sind, also

/ﬂ B75(u(t)) dV —p(t) = 0 (132)

gilt. Nun ist die Aufgabe, die Losungen im nachfolgenden Zeitinkrement At, also zum Zeit-
punkt ¢ + At, bei Anderung Au der Verschiebungen so zu bestimmen, dass die Gleichge-
wichtsbedingungen zu diesem Zeitpunkt

/ BTG (u(t + At) dV —p(t + At) = 0. (133)

erfiillt bleiben.

Eine Taylorsche Reihenentwicklung der Naherungslosung

u(t + At) = u(t) + Au (134)
der nichtlinearen Gleichung (133) liefert

Au=0. (135)

/ BTG (u(t + At)) dV — p(t + At) + 0 BT* dv
ki u(t+At)

ou

Dabei wird es angenommen, dass die dufleren Lasten nicht von den Verschiebungen abhéngen.
Der Term

0 T o 700 O€ T
K = au/B AV = /Baeaudv /B OB dv (136)

heifit Tangentensteifigkeitsmatrix.

Im Allgemeinen erfolgt die Losung der nichtlinearen Gleichung (133) iterativ geméaf

wodurch das Verbesserungsinkrement Au; der i-ten Iteration

Au; = —k;! [ [ BTG (ui(t + At) dv — p(t + At) (138)

gegeben ist. Hierbei ist

—/ BT—B v (139)

u; (t+At)

die Tangentensteifigkeitsmatrix im i-ten Iterationsschritt, die als nichtsingular angenommen
wird.
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Die Iteration wird so lange fortgesetzt, bis die endgiiltigen Losungen gefunden werden, die
das Konvergenzkriterium erfiillen, d.h. die Norm des Differenzvektors der zwei folgenden
iterativen Euler-Vektoren ist kleiner als die vorgegebene Toleranz

||I‘Z‘+1(t + At) — I'Z(t + At) || S ETOZ . (140)

Bei FEM-Berechnungen kommt es haufig vor, dass iterative Losungen von den wirklichen
gesuchten Werten weit entfernt sind, und die berechneten Verschiebungen sich in jeder Itera-
tion nur sehr wenig dndern, aber fortfahren, so dass sehr viele Iterationen benétigt werden.
Es bietet sich an, einen verkiirzten Zeitschritt At verwenden, um Losungen schnell zu fin-
den. Umgekehrt kommt es bei deutlicher Erfiillung des Akzeptanzkriteriums (140) zu einer
Vergréferung des nachfolgenden Zeitschritts, so dass auf dieser Weise der Rechenaufwand
verringert wird.

Das in diesem Abschnitt beschriebene allgemeine Losungsverfahren resultiert im wesentli-
chen zwei Aufgaben: die lokale Integration konstitutiver Gleichungen und die Bestimmung
der tangentialen Steifigkeitsmatrix. Die beiden Aufgaben miissen dafiir sorgen, dass an je-
der Stiitzstelle, also dem sog. Gauflpunkt, ein Gleichgewichtszustand gegeben wird, und
die Spannung in Abhéngigkeit von der aktuellen Verschiebung berechnet werden kann. Die
Details in Hinsicht auf das verwendete Werkstoffmodell werden im folgenden Abschnitten
konkretisiert.

3.5.2 Lokale Integration der Materialgleichungen

Zur Vereinfachung bei der Integration der konstitutiven Gleichungen (110), (116), (56), (35)
benutzen wir den Betrag der Gleitrate

Qéa ::| ’j/a |: /ya Sgn(Ta - l'a) (141)

und die FlieBfunktion geméfl der Gleichung (117). Dadurch ergeben sich die konstitutiven
Gleichungen:

FP = L, F,= Z(mg ® ng) Sgn(Ta - xa)léa F,,

a

19(1 - /.}/Ogin <¢a>na

(142)
We = [easgn(ry — x4) — dawawa ,
. ]- yc a
Oa = (bLa _2€Qa)19a~

Fiir die Integration dieser konstitutiven Gleichungen wird vorausgesetzt, dass zum Zeitpunkt
t, also dem n-ten lokalen Integrationsschritt entsprechend, die Losungen dieser konstitutiven
Gleichungen bei gegebenen Randbedingungen durch lokale Newton-Raphson-Iteration fiir
diesen Integrationsschritt erhalten sind, und das Momentengleichgewicht erfiillt ist, d.h.

&= (F,, 0,3, 0)n (143)
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sind bekannt. Die Zustandsvariablen sind dabei in Vektoren zusammengefasst

J o= (9, ..., 05)7
0 o= (wl, RPN u)lg)T (]_44)
E = (Qla s ey Q12>T

und der Tensor F,, wird fiir die numerische Umsetzung als Vektor betrachtet, dessen Indizen
wie folgt {11,12,13,21,22,23, 31, 32,33} sortiert werden.

Im Hinblick auf die numerische Integration ist es einfacher F. statt F, zu verwenden, da
sich fast alle Spannungstensoren in Abhéngigkeit vom F, darstellen lassen. Den plastischen
Deformationsgradienten F), erhalten wir geméf der Gleichung (95) wie folgt:

F,=F.'F. (145)
Zum Zeitpunkt ¢t seien N Gleitsysteme aktiv. Mit Hilfe der impliziten Eulerschen Riickwéarts-

methode (siehe Anhang A.5) erhalten wir zum Zeitpunkt ¢+ At, also dem (n+1)-ten lokalen
Integrationsschritt entsprechend, den Eulerschen Vektor

rz = (re,, Ty s, I'p) (146)

mit seinen (3N + 9) Komponenten

rp, = F.A(AL,) —FF,!

pn

Ty, = Aﬁa - ;705_71 <¢a>n At )

(147)
Tw, = Awg — [casgn(T, — o) — dowa AY,
1 e
Tow = Ao, — <bL — 2%ga>Al9a.

Der Tensor F, wird fiir die numerische Umsetzung als Vektor betrachtet, dessen Indizen
entsprechend {11, 12,13, 21, 22, 23, 31, 32, 33} sortiert werden. Die Herleitung der Eulerschen
Vektorkomponenten sind in dem Anhang A.5 zu sehen, wobei

Aej =¢,(t+ At) — g(1) (148)

die Differenz von Vektorkomponente zum Zeitpunkten ¢ 4+ At und ¢ bezeichnet. Es sei noch-
mals zu erwihnen, dass F," die Inverse von dem im n-ten lokalen Integrationsschritt erhal-
tenen F,,, und

AL, := L,At =Y (m) ® n))sgn(7, — 2,) AV, . (149)

a

als inkrementale Form von L, ist. Der Term

F,, = FF,! (150)
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prasentiert die sogenannte ,,Belastung” (engl. ,,trial”) lokaler elastischen Deformation (z.B.
SVENDSEN [91]). Direkt von der Eulerschen Integration ergibt

AAL,) = (I- AL, . (151)

Eine Alternative zu dieser Form bietet sich die Exponentialform von AL,, deren Linearisie-

rung wie foglt ergibt

A(AL,) :=exp(AL,) =~ I+ AL, + %ALPALP. (152)

Numerische Test mit dieser Approxmation und mit der direkt von Eulerscher Riickwértsme-
thode erhaltenen Gleichung (151) zeigt, dass die letztere zuerst bei det(F),) = 1 zunehmend
inelastisch zu deformieren beginnt (SVENDSEN [91]), weshalb wir in dieser Arbeit die Expo-
nentialform gemafl der Gleichung (152) verwenden.

Das Gleichungssystem (147) enthélt (3N + 9) nichtlinear abhéngige Gleichungen fiir die
unbekannten Zustandsvariablen £ := (Fe,g,u?, 0) bei gegebenem Deformationsgradienten
F, wobei N Gleitsysteme zu diesem Zeitpunkt aktiv sind. Die lokale Losung (hier in jedem
GauBpunkt) dieses Gleichungssystems erfolgt durch das Newton-Raphson-Verfahren fiir die

i-te Iteration geméf:

Fe Fe I'r.F. rpeﬁ Fe,& Fe,0 I'r,

J _ J | Tore Tid Tis  Tog Ly (153)
W W rgfF. Tgg Too Tog rg
Lo, L@ol,, L[rar. Ty Tas Tas |, | Ts |,

Fiir die (i—1)-Iteration sind die Zustandsvariablen £,_; := (F.,J, &, 3);_1 berechnet worden.
Damit sind der Eulervektor und die Komponenten der Jacobi-Matrix J := rzz, die durch
Ableitungen von Eulerschen Vektorkomponenten nach jeweiligen Zustandsvariablen erhalten
sind, bekannt. Die Komponenten der Jacobi-Matrix sind im folgenden analytisch hergeleitet:

i. Ableitung von rg, nach &
rF€7F€ - I )
1
rroo, = sen(r —z)Fe[mg @nl + o (mf @nl AL |,
rFeywa - O )

rFera = 0 ‘

ii. Ableitung von ry nach €:

Tour. = —30E ™" (Ba)" " (Ba) Atry 'sgn(T, — 24) Tur. ,

S,
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94,9, — 5ab )
T9qwp — ;705_71” <¢a>n71 <¢a>/ At Ta_lsgn(Ta - l'a) La,wp

*Qﬁa,wb

T9a00 = Wog_nn <¢a>n71 <¢a>/ At Ta_l(gba + 1) Ta,0p »

*(Zﬁa,gb

wobel

(6 = Glomn(a) +1),

Ta,Fe - Fer,Ee
= F, [QSym{(mg ®n;)S.} + Cesym{C.(m, ® ng)}} ;

0 0 0 0 0 0
"L“lywb = 5(117 [(ma ® na + na ® ma)na} ma )

. Gb A
a,0p 1 + f(T) ga.é‘ .

iii. Ableitung von rz nach &
Twa,Fe =0 )
Twe 9y — _5ab [Casgn(Ta - l'a) - dawa] 5

Twgwy, — 5ab[1 + daAﬁa] )

rwavgb = O .

iv. Ableitung von ry nach &

rQayFe = 07
1 o Ye
- _5a 17 Za_‘ — 2= a | >
Foaty b(bK ey )
rQa,wb = Oa
1 Z b Ye
. (_ _oles, )Ma.
TQanb b bK /Z 5 b b

Die Losung € wird nach der i-ten Iteration dann akzeptiert, also der lokale (n+1)-te Integra-
tionsschritt ist dann erfolgsreich, wenn die relative Fehler, die als Norm des von den beiden
Euler-Vektoren rz und rz, gebildeten Differenzvektors ||rz — rz || gilt, eine vorzugebende
Toleranzgrenze nicht {ibersteigt:

vz —rs,|| < Eror - (154)
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Andernfalls wird der Zeitschritt verkiirzt, und der lokale Integrationsschritt wird wieder-
holt. Umgekehrt kommt es bei deutlicher Erfiilllung des Akzeptanzkriteriums (154) zu einer
Vergréferung des nachfolgenden Zeitschritts, so dass auf dieser Weise der Rechenaufwand
verringert wird.

3.5.3 Die konsistente Materialtangente fiir ABAQUS

Mit der lokalen Losung des Systems (142) durch die Newton-Raphson-Iteration (153) for-
mulieren wir nun die tangentiale Steifigkeitsmatrix, die sogenannte konsistente Material-
tangente (s. Gleichung (136)). Zusammen mit dem oben geschilderten Materialmodell wird
die Materialtangente durch die Schnittstelle UMAT in die mit ABAQUS berechnente FE-
Modelle eingebracht. Die Formulierung der konsistenten Materialtangente fiir geschwindig-
keitsabhéngige Werkstoffmodelle bei grofier Deformation ist im Allgemeinen sehr kompliziert
und kann statt vom Differenzieren der Cauchyschen Spannung o nach dem Verzerrungs-
tensor € wie in Gleichung (136) nur durch Linearisierung der Kirchhoffschen Spannung K
beziiglich des Deformationsgradienten F realisiert werden. Aus den Gleichungen (101), (103)
und (105) wird die Kirchhoffsche Spannung wie folgt umformuliert:

K =F.S.F! = det(F)o. (155)

Die Linearisierung von K in Hinsicht auf die Variation 0F von F und deren Zerlegung in
einen symmetrischen Anteil DsF und antisymmetrischen Anteil W4F, also

§F = DyF + W,F (156)

erfolgt (s. SVENDSEN [90])

5vK = (DpK)[0F]
= K., (DpF,)[DsF + W;F]

(157)
= [WsF, K]+ Kg, (DpF.)[DsF]
= [WsF, K]+ det(F)CUmat D],
wobei
CUmat = (detF)*lK,Fe (DgF.)(I@F) = DDSDDE (158)

die konsistente Materialtangente fir ABAQUS/UMAT (mit der Variable DDSDDE) defi-
niert ist. Fiir die Ableitung vom Kirchhoffschen Spannungstensor K nach dem elastischen
Deformationsgradienten F, muss K zunéichst aus der Gleichungen (104) und (155) umfor-
muliert werden:

1
K= FeSeFZ = i(Fe@FZ)Ce[FZFe - I] . (159)
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Die Ableitung von K nach F. ergibt einen vierstufigen Tensor geméfl

1 _
K,p, = I2S.F! + F.S.®I + §(F€@FZ)C€(F€T @I+ IQF,) . (160)

Da F. ein Teil von den gesamten Zustandsvariablen & := (Fe,ﬁ,&, 0) ist, erfolgt die algo-
rithmische Ableitung von F,. nach F durch die Ableitung von £ nach F mit Hilfe von der
Jacobi-Matrix (rzz) geméf

DgF, C Dgé(F,8) = —(rz2) 'rzp. (161)

Es wurde vom Eulerschen Vektor (147) wie folgt hergeleitet
r-(F, &(F)) = 0

rzzds+ rzpdF =0
rz£,pdF +1rzpdF =0

I'gg&‘,F —|—I‘aF =0

Lo

Dge(F,8) :=p= —(rz2) 'ror
mit
rep = (rFe,Fa 07 07 0) )

wobel

I'r, F = _Fetr,F = I@F;:ri (162)

sich aus der ersten Gleichung von (147) und der Definition von F,. (Gl. (150)) ergibt.

Damit ist Formulierung fiir die numerische Umsetzung vom Materialmodell gemafl der Ta-
belle 4 mit der durch Eulersche Riickwértsmethode gewonnenen Integration fiir die loka-
le Newton-Raphson-Iteration iiber die benutzerdefinierte Schnittstelle UMAT in das FE-
Programm ABAQUS vervollstéandigt.
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4 Simulationen und Ergebnisse

Fiir die vorgestellten Ansétze im Abschnitt 4 sollen Simulationsversuche an Einkristallen
und Polykristallen im folgenden untersucht werden. Besonders interessant ist dabei die Fra-
ge, inwieweit die physikalischen Eigenschaften mit den gewéhlten konstitutiven Gleichungen
vor allem bei Einkristallverformung richtig wiedergegeben werden. Weiterhin sollen Effekte
in Korninnern und, sehr wichtig, an Korngrenzen bei Verformung der Polykristalle genau-
er untersucht werden. Von untergeordneter Bedeutung ist es hingegen, {iber die komplexe
ortsabhingige Verteilung von Belastung und Verformung in einer realen Probe detaillierte
Vorhersagen zu machen. Fiir alle Simulationsrechnungen wird die Formulierung fiir grofle
Deformation verwendet, da die Gitterdrehungen bei Erreichen bestimmter Verformungsgra-
den eine wichtige Rolle spielen.

4.1 Verwendete Modellparameter

Die Modellparameter fiir Simulationsversuche in dieser Arbeit orientieren sich an den Eigen-
schaften von reinem Kupfer, bei dem die lokalen Fliefvorgénge und die Einkristall-FlieSkurve
aufgrund der starken elastischen Anisotropie besonders ausgeprigt sind. Sie gelten sowohl
fiir Einkristallen als auch Polykristallen, die als Verband mehrerer Einkristalle mit unter-
schiedlichen kristallographischen Orientierungen betrachtet werden. An den Korngrenzen
sind die Einkristallen miteinander verbunden. Neben den Festparametern des Materials wie
den anisotropen Elastizitdtskonstanten ciq, ci9, c44 und dem Burgers-Vektor b sowie dem
Schubmodul G ist die Bestimmung der restlichen Modellparameter sehr schwierig. Man will
einerseits die wichtigen physikalischen Eigenschaften von der Simulation erhalten, aber muss
andererseits die numerische Stabilitdt bei Integration konstitutiver Gleichungen gewihrlei-
sten. Auflerdem miissen die Modellparameter so gewé#hlt werden, dass sie in physikalisch
sinnvollen Bereichen liegen. Unter diesen Gesichtspunkten stellt sich mit Kenntniss iiber
Einfliisse von Modellparametern (s. Abschnitt 4.2.5) heraus, dass die verwendeten Para-
metern in Tabelle 5 fiir die Simulation an Kristallen unter der Anwendung des Werkstoff-
modells gemafl Tabelle 4 geeignet sind. Es wird darauf verzichtet, die Modellaussagen mit
Hilfe numerischer Parameteroptimierungsalgorithmen quantitativ an konkrete Experimente

anzupassen.
C11 C12 Ca4 b G n §(T) Cq dq,
[M Pal) [M Pal [M Pal) [nm)] [M Pal 1] 1] [MPa] | [1]
1,68-10° | 1,21-10° | 0,75-10° | 0,256 | 0,42-10° | 4,3 0,7 16,0 2,0
Agy Arc Acr Apr Ako Aqu Yo K Ye
[1] [1] [1] [1] [1] [1] [s7] [1] | [nm]
0,07 0,2 0,17 0,15 0,15 0,15 4,6-102 11,7 0,4

Tabelle 5: Verwendete Modellparameter zur Simulation von Zugversuchen an Kristallen.
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Durch Einschrénkung des Wertbereichs einiger Parameter (s. Abschnitt 2.5) sind die Mo-
dellparameter in Tabelle 5 fiir die Simulationen gewahlt. Die Parameter K = 32,6 und
Yo = 3,58nm sind fiir die Entwicklung der Versetzungen verantwortlich. Der Wert des
kritischem Annihilationsabstands y. entspricht grofenordnungsméfiig dem von Stufenver-
setzungen, womit der Tatsache Rechnung getragen wird, dass im allgemeinen mehr Stufen-
als Schraubenanteile vorliegen. Die zur Beschreibung der isotropen latenten Verfestigung
der Versetzungen verwendeten Komponenten A, liegen damit im angenéherten Bereich 0,1
... 0,2 nach HEINRICH U.A. [42] und BAIRD U.A. [8]. Die Anfangsversetzungsdichte ¢” auf
allen 12 Gleitsystemen soll gleich sein und liegt in der Gréflenordnung von 109m =2, da-
mit die Gesamtversetzungsdichte den mittleren Wert von 12 x 109m =2 ~ 10'%m =2 besitzt.
Zusammen mit dem Schubmodul G, dem Betrag des Burgers-Vektors b, dem Verhéltnis
£(T) und den Komponeneten A,, ergibt sich gemafi der Gleichung (123) einen Startwert
der kritischen FlieBspannung 7° von 0,34M Pa auf allen Gleitsystemen. Letztlich werden
die die kinematische Verfestigung bestimmenden Parameter ¢, und d, eines Gleitsystems
so gewahlt, dass die Riickspannung x, aufgrund der im Tieftemperaturbereich wenig aus-
gepragten Erholungsvorginge nicht zur Sittigung gelangt (GERDES [32]).

4.2 Zugversuch an einem Einkristall
4.2.1 FE-Modell

In einem experimentellen einachsigen Zugversuch wird die Probenmitte untersucht, bei der
eine fast homogene Spannungsverteilung zu finden ist. Um zu der Annéherung dieser realen
Probe zu gelangen, wird das in Abbildung 21 skizzierte FE-Modell fiir den Einkristall ver-
wendet, wobei es mdoglich ist, durch entsprechende Randbedingungen ein homogenes Span-
nungsfeld zu bekommen.

2R

Abbildung 21: Lastgesteuertes FE-Modell zur Simulation von Einkristall-Zugversuchen.
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Das Modell besteht aus acht Acht-Knoten-Quaderelementen (also z.B. C3D8 in ABAQUS),
die mit linearen Ansatzfunktionen arbeiten. Die Probenléngsachse ist in x-Richtung (also Zu-
grichtung) gerichtet. Der Zentralknoten wird dabei komplett festgehalten, um Starrkérper-
bewegung im Raum zu vermeiden. Durch zusétzliche Lagerungen von zwei dufleren mittleren
Knoten in y- und z-Richtung ist die Ausrichtung der Probenlédngsachse fixiert. Ferner sorgt
die bei x = 2mm,y = 0, 2 = Ilmm einwertige Lagerung in z-Richtung dafiir, dass Rotations-
bewegungen um die Léngsachse ausgeschlossen werden, aber Querkontraktionen hingegen
moglich sind.

Um einen homogenen einachsigen Spannungszustand in der Probe zu bekommen, muss die
Simulation last- und nicht dehnungsgesteuert duchgefiihrt werden. Dabei sind Verkippungen
der Stirnflichen aufgrund der Nachgiebigkeit des Materials moglich, damit die Abhéngigkeit
von Gitterdrehung und Abgleitung bei der Simulation zugelassen wird. Weiterhin miissen
die VerhiltnisgroBen der an den Stirnflichenknoten angreifenden, richtungstreuen Einzel-
kréfte entsprechend richtig abgestimmt werden (s. Abbildung 21). Die Krifte wachsen dabei
mit gleicher Geschwindigkeit. In den Simulationen ist die resultierende Kraft (P,..; = 16P)
mit der Geschwindigkeit (Pres =1,6-10"2Ns~!) gewiihlt, womit dies einer mittleren Span-
nungsgeschwindigkeit von ¢ = 4,0-1073M Pa s~! entspricht, aus der eine mittlere Dehnrate
von é = 3,0.107°s ! resultiert.

4.2.2 Ergebnisse von Zugversuchsimulation

Im folgenden werden die Ergebnisse der Simulation des Zugversuches an einer Einkristall-
probe présentiert, die eine ”weiche” Anfangsorientierung relativ zur Zugsachse besitzt (Ab-
bildung 22). Die Ergebnisse dienen zur Kontrolle der Fahigkeit des Werkstoffmodells gemafl
Tabelle 4, inwieweit die physikalischen Eigenschaften richtig wiedergegeben werden.

[111

[ood 011

Abbildung 22: Anfangsorientierung des Einkristalls relativ zur Zugachse fiir Simulation des
einachsigen Zugversuches.

Die Abbildung 23 zeigt die Aktivierung der Gleitsysteme bei der Zugversuchsimulation an
Einkristallen bei der Anfangsorientierung (Position 1) mit dem Schmidfaktor mg = 0,487
innerhalb des stereographischen Standarddreiecks [001] — [011] — [111]. Aufgetragen sind

64



T | T | T | T | T | T | T | T | T I T | T | T | T | T | T | T | T | T /
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Abbildung 23: Aktivierung von Gleitsystemen: das Primérsystem ist B4(1-), das stérkste
aktive Sekundérsystem ist C1(9+).

die Abgleitungen (Abbildung 23(a)) und deren Betrag (Abbildung 23(b)) auf vier aktiven
Gleitsystemen B4, C1, A2 und A3 gegeniiber der akkumulierten Abgleitung 7, von allen
aktiven Gleitsystemen (betragsméfig, siehe Gleichung (50)). Es zeigt eindeutig, dass im
ersten Bereich, also bis zu 12% der akkumulierten Abgleitung, tatsidchlich Einfachgleitung
vorliegt: Neben dem am giinstigsten orientierten Primérsystem B4 (nach der Notation von
SCcHMID und BOAS) ist kein weiteres System aktiv. Das Primérsystem B4 entspricht dem
Gleitsystem 1 in dieser Simulation und hat einen negativen Richtungssinn, so dass es B4(1-)
zugeordnet wird, dessen Abgleitung auf der Kristallebene (111) in der Gleitrichtung [101]
stattfindet (s. Abbildung 1). Zur Mehrfachgleitung im Bereich I kommt es erst oberhalb von
12% der akkumulierten Abgleitung, bei dem sekundire Gleitsysteme aktiv werden. Beson-
ders ist das Gleitsystem C1(9+), das durch Verschiebung der Zugachse kristallographisch so
glinstig orientiert wird, dass es immer schneller abgleitet (s. Abschnitt 1.1.3). Die Gleitakti-
vitét auf den Gleitsystemen A2(4-) und A3(6+) ist allerdings relativ gering gegeniiber der
von C1(9+) und B4(1-). Das Vorzeichen der Abgleitung aller aktiven Gleitsystemen sind in
Abbildung 23(a) zu sehen.

Nach einem anfénglich schnellen Anstieg tendiert die Abgleitung auf dem Primérsystem
B4(1-) ab Ende des Verfestigungsbereichs II, also bei ca. 22% der akkumulierten Abgleitung,
zur Séttigung. Dagegen steigt die Gleitaktivitiat auf dem Sekundérsystem C1(9+) stark an,
dass sie die Gleitaktivitit auf B4(1-) im Bereich III ibersteigt (Abbildung 23(b)). In diesem
Bereich wird die Gleitrate auf dem System B4(1-) zu Null und auf dem System C1(9+)
fast konstant (Abbildung 24). Das ist ein Hinweis dafiir, dass die latente Verfestigung durch
diesen beiden aktiven Gleitsystemen B4(1-) und C1(9+) im Bereich III im Gegensatz zu
Bereich II wesentlich reduziert wird, so dass die Selbstverfestigungen iiberwiegend vorhanden
sind.
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Abbildung 24: Gleitraten von zwei stérksten aktiven Gleitsystemen B4(1-) und C1(9+).
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Abbildung 25: Verlauf des Schmidfaktors zur Beschreibung der Orientierungsdnderung des
Einkristalls gegeniiber die Zugachse.

Die Aktivierung der Gleitsysteme ist, wie schon erwéhnt, moglich durch Verschiebung zu
einer giinstigen Orientierung des Einkristalls gegeniiber der Zugachse im Laufe der Zug-
verformung. Die diese Lagendnderung darstellende Grofe ist der Schmidfaktor (Abbildung
25). Mit dem Anfangswert 0,487 féllt der Schmidfaktor aufgrund des starken Anstiegs der
priméren Gleitrate zunédchst auf ca. 0,466 und stabilisiert sich dann im Bereich II. Er fallt
wieder leicht im Bereich III. Die Lage der Zugachse relativ zum Einkristall ist im stereogra-
phischen Standarddreieck [001] — [011] — [111] dargestellt.
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Abbildung 26: Einkristall-FlieBkurve (a) und Spannungs-Dehnungs-Diagramm (b) von Zug-
versuchsimulation an Einkristall bei ,,weicher” Anfangsorientierung.

Die néchste wichtige Eigenschaft dieser Zugversuchsimulation ist die erhaltene Einkristall-
FlieBkurve, die durch drei Bereiche mit unterschiedlichen Steigungen, sog. Verfestigungsra-
ten, ausgepragt ist (Abbildung 26(a)). Dabei wird die priméire Schmidsche Schubspannung
iiber der akkumulierten Abgleitung aufgetragen. Bei gleichzeitiger Betrachtung der Abbil-
dungen 23 und 26(a) zeigt der Bereich I eindeutig die Einfachgleitung auf dem Primérsystem
B4(1-). Zur wesentlichen Mehrfachgleitung im Bereich II kommt es erst oberhalb von 12%
akkumulierter Abgleitung, die bis zu dieser Stelle mit der Primérgleitung identisch ist. Der
Bereich IIT beginnt bei ca. 22% der akkumulierten Abgleitung und erstreckt sich bis zum En-
de des Zugversuchs®. Die drei Verfestigungsraten 0 = % betragen 6; ~ 247TM Pa = G /170,
011 ~ 600M Pa = G/70 und 6;;; ~ 420M Pa = G/100, sind zwar hoher als die in Expe-
rimenten gemessenen Werte, aber qualitativ richtig. Die Griinde fiir die Entstehung dieser
typischen Einkristall-FlieBkurve werden nach der Analyse von internen Zustandsgrofien wie
Spannungen und Versetzungen erldutert.

Makroskopisch betrachtet zeigt die Zugspannung-Dehnung-Kurve einen #@hnlichen Verlauf
wie die Einkristall-FlieSkurve, so dass ebenfalls drei Bereiche zu sehen sind (Abbildung
26(b)). Diese qualitative Ahnlichkeit wurde in den Experimenten von TAKEUCHI [92] bestittigt.
Der Unterschied liegt abgesehen vom Betrag noch darin, dass die Zugspannung schon
am Anfang der Deformation ansteigt, wéahrend die primére Schmidsche Spannung bei der
Einkristall-FlieBkurve mit dem Wert der anfinglichen kritischen FlieBspannung r° = 0, 34M Pa
beginnt, die in der VergroBerung der Abbildung 26 (die hier nicht dargestellt ist) bzw. durch
Betrachtung der Gleichung (116) zu erkennen ist.

Es gibt tatsichlich den Bereich IV mit steigender Verfestigungsrate (z.B. GIL SEVILLANO U.A. [34] oder
ALBERDI GARITAONANDIA [2]), der hier nicht eindeutig zu sehen ist, aber sich in Abbildung 32 fiir Gleitrate
vermuten lésst. Dabei fillt die Gleitrate in diesem Bereich leicht ab. Es liegt daran, dass die Schmidschen
Spannungen durch Quergleitung von Schraubenversetzungen sowie durch Klettern von Stufenversetzungen
(Abschnitt 1.2.4) schneller als die akkumulierte Abgleitung, deren Gleitsrate abfillt, ansteigen.
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Abbildung 27: Entwicklung der Schmidschen Schubspannungen iiber der akkumulierten Ab-
gleitung.

Fiir die Analyse der Verfestigungsmechanismen ist die Entwicklung von Versetzungen und
Spannungen aktiver Gleitsysteme zu betrachten. Dabei werden die isotropen Eigenschaften
von Versetzungen und FlieBspannungen sowie die Anisotropie der Schmidschen und Riick-
spannungen verdeutlicht. Zusétzlich stellt sich heraus, welche Riickspannungen die Gleit-
vorginge unterstiitzen bzw. behindern. Das latente Verfestigungsverhéltnis LH R sowie der
Einfluss von Modellparametern sollen schliefSlich in Betracht gezogen werden.

Die Abbildung 27 zeigt die Schmidschen Schubspannungen auf den aktiven Gleitsystemen
itber der akkumulierten Abgleitung. Das Vorzeichen der Schubspannungen entspricht dem
in Abbildung 23. Die drei Bereiche mit unterschiedlichen Verfestigungsraten in jeder Auf-
tragung sind dabei zu erkennen. Aufgrund der giinstigen kristallographischen Orientierung
und damit verbundenen groferem Schmidfaktor m, (s. Abschnitt 1.1.2) ist der Betrag der
Schmidschen Schubspannung auf dem Primérsystem B4(1-) im Laufe der Deformation etwas
grofler als der auf den Sekundérsystemen.

Der Verlauf kinematischer Riickspannungen auf aktiven Gleitsystemen (Abbildung 28) zeigt
zunéchst das gleiche Vorzeichen wie die Schmidschen Schubspannungen, woraus es sich auf
die Behinderung bei der Abgleitung deutet. Die Betrédge sind allerdings relativ klein ge-
geniiber denen der Schmidschen Spannungen und sind nicht in einer einfachen Weise zuzu-
ordnen. Bei richtungstreuem Zugversuch an Einkristallen spielen kinematische Riickspan-
nungen nur eine geringe Rolle, so dass sich der qualitative Verlauf der FlieBkurven nicht viel
andert. Hingegen sind sie bei lastwechselndem Zugversuch wichtiger, da der Bauschinger-
Effekt auftritt, und die Abgleitvorgdnge durch kinematische Riickspannungen deutlicher
beeinflusst werden.

Die isotropen Materialgréfien sind die Versetzungsdichten und FlieSspannungen, deren Ent-
wicklungen sehr stark voneinander abhéngig sind (s. Gleichung (123)). Die Abbildung 29
zeigt die Entwicklung der (mobilen) Versetzungen auf den aktiven Gleitsystemen. Im Be-
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Abbildung 28: Entwicklung der Riickspannungen iiber der akkumulierten Abgleitung.

reich der Einfachgleitung sind die Versetzungen auf dem Primérsystem B4(1-) aufgrund
giinstiger Orientierung sehr mobil, so dass sie sich bei noch wenigen Hindernissen relativ
ungestort bewegen und grofe Beitrige zur Abgleitung leisten (s. Abbildung 23). Beim Uber-
gang in den zweiten Bereich beginnen zusétzlich die Versetzungen auf dem Sekundérsystem’
zu gleiten. Die einsetzende Bewegung auf den Sekundérsystemen wird zunéchst durch die
im Bereich I gebildeten Primérvesetzungen stark behindert, die sich als Waldversetzun-
gen fiir Sekundéarversetzungen darstellen. Diese konnen nur sehr kurze Wege zuriicklegen,
bis sie immobilisiert werden. Trotz der relativ starken Versetzungsmultiplikation bleibt die
Abgleitung auf den Sekundérsystemen wegen der starken Einfliisse der kurzen Gleitwege
verhéltnisméBig gering (s. Abbildung 23, auch GARSTONE U.A. [31]). Umgekehrt sorgt die
steigende Versetzungsdichte auf den Sekundérsystemen, hier besonders auf dem System
C1(9+) aufgrund der Verschiebung der Zugachse zu deren Gunsten dafiir, dass die Bewe-
gung der Primérversetzungen durch entstehende Hindernisse erschwert wird. Sie tendieren
ab Ende des Bereichs II (ca. 20% der akkumulierten Abgleitung) zur Séttigung und werden
von den Sekundérversetzungen {iberholt. Dieser Effekt tritt bei Messungen von NEUHAUS
U.A. [73] an Cu-1,3%Mn sehr deutlich auf. Der quadratische Anstieg der Versetzungsdich-
te auf dem Sekundérsystem C1(9+) (Abbildung 29) wurde auch bei den Messungen von
MUGHRABI [69] und ESSMANN [23] bestétigt.

Die Entwicklung der Versetzungen entscheidet den Verlauf der Flielspannungen geméf der
Gleichung (123) (s. Abbildung 30). Bezogen auf die zwei am stérksten aktiven Gleitsyste-
men B4(1-) und C1(9+) ist hier ein betragméafiger umgekehrter Verlauf von Fliespannun-
gen gegeniiber der Versetzungsdichten zu sehen, was qualitativ richtig ist. Im Bereich I bei
hohen mobilen Primérversetzungen sind die sekundéren Fliespannungen viel gréfer als die

"Aufgrund des messtechnisch hohen Aufwandes wird hiufig darauf verzichtet, die Sekundérversetzungen
ihren spezifischen Gleitsystemen zuzuordnen. Bei Messungen von NEUHAUS U.A. [73] sind die Sekundérsy-
steme gleich aktiv, wihrend bei ESSMANN UND RAP [26] eine vorherrschende Aktivitit auf Gleitsystem
C1(9+) zu finden ist, was dem Simulationsergebnis in der Abbildung 29 entspricht.
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Abbildung 29: Entwicklung der Versetzungsdichten iiber der akkumulierten Abgleitung.

primére FlieBspannung B4(1-), so dass nur Einfachgleitung auf B4(1-) moglich ist. Dies
liegt daran, dass fiir die Fliespannung verantwortliche Schneidvorgédnge nur von Waldver-
setzungen abhéngig sind. Die zahlreich gebildeten Primérversetzungen behindern méogliche
Gleitvorgéange auf Sekundéarsystemen stark. Im Bereich II steigen die Sekundérversetzungen
an, die sich als Waldversetzungen fiir das Primérsystem darstellen, wodurch die Bewegung
der Primérversetzungen erschwert wird. Die FlieBspannung auf dem Primérsystem B4(1-)
iibersteigt die auf den Sekundéarsystemen. Diese wird bei Betrachtung der Gleichung (123)
versténdlicher, wobei der Term Ac g9 von ,,Lomer-Cottrell-Versetzungen” (vgl. Abschnitt
2.2) auf dem Sekundéarsystem C1(9+) einen groBen Beitrag leistet.
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Abbildung 30: Entwicklung der FlieBspannungen iiber der akkumulierten Abgleitung.
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4.2.3 Untersuchung zum latenten Verfestigungsverhalten

Das latente Verfestigungsverhéltnis LH R wurde im Abschnitt 2.2 diskutiert. Zur Kontrolle
soll hier das Ergebnis der Simulation in Betracht gezogen werden. In Anlehnung an die
Definition (18) werden LH R-Werte in dieser Rechnung, bei der B4(1-) das Primérsystem
ist, wie foglt bestimmt:

LHR, =% ="¢

P (163)
Die in dieser Arbeit gewédhlten Komponenten der A-Matrix bedingen drei verschiedene
LH R-Verldufe, die in Abbildung 31 iiber der akkumulierten Abgleitung aufgetragen sind.
Alle drei Kurven steigen zunéchst stark an, um nach Durchlaufen eines Maximums der
Hohe LHR = 1,4...1,6 langsam abzufallen. Im Bereich I bleiben sie grofler als 1,0, was
Experimente bestétigt. Das Entstehen des typischen LH R-Verlaufs wurde im Abschnitt 2.2
erlautert. Die Kurve des Systems C1(9+), dessen Versetzungen mit den Versetzungen des
Primérsystems B4(1-) Lomer-Cottrell-Barrieren bilden kénnen, liegt dabei am hochsten (s.
Abschnitt 2.2). Diese gilt auch fiir das nicht aktivierte Gleitsystem A6(5)®. Etwas niedri-
ger verlduft die Kurve des Systems A2(4-), auch fiir andere Systeme C5(8), D1(10) und
D6(11), deren mobile Versetzungen gleitfdhige Konfigurationen eingehen. Die Versetzungen
der restlichen Systemen A3(6+) sowie B2(3), B5(2), C3(7) und D4(12) kénnen keine stabi-
len Versetzungskonfigurationen mit den Primérversetzungen bilden, so dass die LH R-Kurve
im Bereich I am niedrigsten liegt. Die L H R-Werte gehen ab Ende des Bereichs II unterhalb
von 1,0 und tendieren im Bereich III zur Sittigung. Die Primérgleitvorginge werden hier
durch Sekundérversetzungen stark behindert und erreichen damit ihre Séttigung.
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Abbildung 31: Verlauf der latenten Verfestigungsverhéltnisse iiber der akkumulierten Ab-
gleitung.

8Auf die Kennzeichnung + /- fiir Richtungssinn wird hier verzichtet, da dieses System nicht aktiv ist,
d.h. die effektive Spannung ist aufgrund ungiinstiger Lage noch kleiner als die kritische FlieBspannung.
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4.2.4 Zur Erklarung der Einkristall-Flie3kurve

Die typische Einkristall-Fliekurve wurde im Zusammenhang mit der Versetzungsdichte im
Abschnitt 1.5 beschrieben. Die durch Simulation ermittelte Einkristall-FlieSkurve in Abbil-
dung 26 wird im wesentlichen durch das jeweilige Zusammenspiel von Schmidscher Schub-
spannung, kinematischer Riickspannung und kritischer FlieBspannung bestimmt. Beim Ver-
gleichen mit den Abbildungen 27, 28 und 30 stellt sich heraus, dass die kinematischen
Riickspannungen keine wesentliche Rolle spielen. Eine forderliche Rolle kommt dabei der
sich durch Versuchsbedingungen (Lage und Zugachse bleiben erhalten) einstellenden Git-
terrotation zu, so dass die Schmidsche Schubspannung fiir einige Sekundérsysteme relativ
zum Primérsystem B4(1-) betragsméBig immer groBer wird. Aufgrund des gegeniiber den
restlichen Komponenten der A-Matrix relativ kleinen Wertes von Agy sind die sekundéren
Flielspannungen im Bereich I zunédchst grofler als die primére FlieBspannung, so dass die Fin-
fachgleitung auf dem Primérsystem B4(1-) ermoglicht wird. Die Schmidsche Schubspannung
des giinstig orientierten Gleitsystems B4(1-) steigt zunéchst schneller als die FlieBspannung
an. Die Gleitrate auf B4(1-) und damit die Abgleitung erhohen sich, so dass die Verfe-
stigungsrate 0; bei der Auftragung Schmidscher Schubspannung iiber der akkumulierten?
Abgleitung einen relativ kleinen Wert besitzt.

Der Verlauf der erhaltenen Gleitrate bei Auftragung iiber der akkumulierten Abgleitung
Yakr Wird in Abbildung 32 dargestellt. Dabei werden vier Bereiche mit unterschiedlichen
Steigungen von Gleitraten zu sehen. Diese erkldren auch den moglichen Bereich IV (ab 33%
der akkumulierten Abgleitung) bei der Einkristall-FlieBkurve.
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Abbildung 32: Verlauf der akkumulierten Gleitrate iiber der akkumulierten Abgleitung.

Der starken Anstieg der Verfestigungsrate im Bereich II resultiert aus Zunahme der priméren
FlieSspannung, die sich aufgrund der steigenden Versetzungsdichte auf den Sekundérsyste-
men als Waldversetzungen fiir das Primérsystem ergibt. Dies fithrt zu einer steigender Ab-
gleitung mit abklingender Geschwindigkeit auf dem Primérsystem B4(1-). Das aktivierte

9Im Bereich I mit Einfachgleitung auf B4(1-) ist die akkumulierte Abgleitung gleich der primiren Ab-
gleitung (s. Abbildung 23).
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Sekundérsystem C1(9+) tragt noch sehr wenig zur akkumulierten Abgleitung bei, so dass
die kontinuierlich steigende Schmidsche Schubspannung zur héheren Verfestigungsrate fiihrt.

In Bereich I1I iibersteigt die primére FlieBspannung die sekundéren (Abbildung 30) und fiihrt
die primére Abgleitung zur Séttigung. Hingegen fillt die FlieBspannung auf C1(9+) aufgrund
der Sattigung der Primérversetzung eindeutig zuriick. Die Gleitaktivitdt auf C1(94) nimmt
zu und triagt wesentlich zur akkumulierten Abgleitung bei. Die Verfestigungsrate wird da-
durch kleiner, womit es bei kontinuielicher steigender Schmidscher Schubspannung zu einer
Erhchung der Verfestigungsrate fiihrt.

4.2.5 Zum Einfluss von Modellparameter

Die Bestimmung von Modellparametern fiir die Simulation an Kristallen ist sehr schwierig.
Konzentriert man sich zunéchst auf das Modellverhalten des Kristalls, so lassen sich folgende
Einfliisse von Modellparametern feststellen. Wird das Verhéltnis y./ K groBer, so entwickeln
sich die Versetzungen langsamer, d.h. die Abgleitung von Versetzungen wird schwieriger. Die
Verfestigungsverhéltnisse entwickeln sich weniger ausgeprégt. Dieses Verhéltnis bestimmt
die Séttigungswerte der Versetzungsdichte, besonders die auf dem Primérsystem B4(1-) (s.
Abbildung 29). Eine Verédnderung der latenten Verfestigungsgrofien A,;, der A-Matrix gemés
Gleichung (45) kann die Aktivierung der Sekundérsystemen frither oder spéter herbeifiihren,
d.h. wird das Verhéltnis z.B. zwischen der Selbstverfestigung Agy und der latenten Verfe-
stigung Apc kleiner, so wird das Sekundérsystem C1(9+) spéter aktiviert, wodurch der
Bereich I in der Einkristall-Fliekurve verlangert wird. Bei Vergroflerung dieses Verhaltni-
ses kann es zu deutlichen ,,Uberschwingern” der kristallographischen Orientierung in das
C1-Feld kommen, wobei sich die Systeme B4(1-) und C1(9+) im Abgleiten abwechseln.

Der Beitrag der kinematischen Riickspannung z, des aktiven Gleitsystems a ist zum Ver-
gleich mit der Schmidschen Spannung 7, relativ klein, so dass die kinematische Riickspan-
nung keine wesentliche qualitative Anderung der Verfestigungskurve verursacht. Aufgrund
der iiberwiegenden Behinderungseigenschaften der Riickspannungen kann eine Vergroflerung
von ¢, bzw. eine Verkleinerung von d, fiir ausgeprégtere latente Verfestigungskurve sorgen,
wobei sich gleichzeitig die Verfestigungsrate im Bereich I erhcht.

Die Potenzzahl n und der Vorfaktor 4 in der konstitutiven Gleichung (114) der Gleitrate
beschreiben die Empfindlichkeit der Abgleitung. Thre Einfliisse auf Verfestigung sind ent-
gegengesetzt. Die Gleitrate 4 im Bereich I wird bei grofieren n kleiner, so dass es zu einer
spiteren Aktivierung der Sekundérsysteme kommt. Der Verlauf der Einkristall-FlieSkurve
wird weniger ausgepréigt. Groflere n verursachen auch die numerische Instabilitédt bei der
Integration konstitutiver Gleichungen. Hingegen verringert sich die Verfestigungsrate im
Bereich II bei kleinerer n.

4.3 Zugversuch an einem Polykristall

Die folgenden Simulationsergebnisse sollen das im Abschnitt 1.6 beschriebene Verhalten
der plastischen Verformung von Polykristallen wiedergeben. Dabei sind die wichtigen Ei-
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genschaften: die Spannungsiiberhéhung in der korngrenzennahen Umgebungen, die starke
Inhomogenitéit der Spannungen an den Tripelpunkten zwischen drei Nachbarkornern, und
die homogenen Spannungsverteilung im Korninnern.

4.3.1 FE-Modell zur Simulation vom Zugversuch an einem Polykristall

Abbildung 33: Verwendetes FE-Modell zur Simulation vom Zugversuch an Polykristallen.
Das obere Bild zeigt die perspektivische Darstellung mit Bemaffung, Lagerung und Bela-
stung des Polykristalls. Die 2-dimesionale Darstellung in (x,y)-Ebene mit Nummerierung
der Korner wird zur Auswertung der Ergebnisse verwendet (unten).

Geméif der Betrachtung des Polykristalls als Verband mehrerer Einkristalle mit unterschied-

lichen kristallographischen Orientierungen, die an des Korngrenzen miteinander verbunden
sind, wird das FE-Modell fiir die Simulation an Polykristallen generiert (s. Abblidung 33 und
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bei HARDER [39]). Das Modell besteht aus 211 in einer Schicht'® angeordneten Acht-Knoten-
Quarderelemanten (also Elementtyp C3D8 in ABAQUS). Vergleichbare Proben wurden bei
Polykristall-Simulationsrechnungen von vielen Autoren (z.B. TEODOSIU [95], EVERS U.A
[27]) eingesetzt. Die Probe ist an ihrem linken Rand (z = 0) gelagert, wo sdmtliche Knoten
in z-Richtung, also in Belastungsrichtung, festgehalten sind. Zusétzlich ist der Knoten im
Ursprung in z-Richtung sowie der Knoten bei (0, 7mm, 0) in y- und 2-Richtung fixiert, wo-
durch keine Starrkérpertranslationen und -rotationen moglich sind. Hingegen sind Querkon-
traktionen erlaubt, so dass es zu keinen zusétzlichen Zwéngen durch die Lagerung kommt.

Zum Zugversuch an diesem Polykristall wird die Simulation verschiebungsgesteuert durch-
gefithrt. Dabei werden sdmtliche Knoten am rechten Rand (z = 10mm) der Probe mit der
gleichen konstanten Geschwindigkeit i, = 1,0 - 1075mm/s in z-Richtung verschoben, was
zu einer globalen Dehnrate von ¢, = 1,0 107 %s7! fiihrt.
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Abbildung 34: Kristallographische Orientierungen der 12 Korner relativ zur Zugachse in
inverser stereographischer Projektion mit Angabe der am giinstigsten orientierten Gleitsy-
steme (nach Notation von SCHMID und BOAS).

Die Werkstoffparameter in jedem Korn sind gleich und entsprechen exakt denen der Ein-
kristallsimulation. Die kristallographischen Orientierungen der Kérner relativ zur Zugachse

10 Aus Rechenzeitgriinden wurde auf Netzverfeinerungen in z-Richtung verzichtet. Kontrollrechnungen
von HARDER [39] mit mehreren Elementschichten zeigten keine wesentlichen Verédnderungen der Ergebnisse
bzw. beobachteten Phidnomene. Auch bei eigenen Kontrollrechnungen fiir ein kleineres FE-Modell mit 3
Kornern bleiben die wichtigen Eigenschaften an korngrenzennahen Umgebungen, an Tripelpunkten sowie in
Korninnern unveréndert.
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(z-Achse) sind in inverser streographischer Projektion mit Angabe der am giinstigsten ori-
entierten Gleitsysteme (nach Notation von SCHMID und BOAS) in Abbildung 34 dargestellt.
Ihre Wahl ist willkiirlich, wobei sich fiir eine gute Représentation eines realen Gefiiges ein
moglichst groBles Spektrum unterschiedlicher Orientierungen darstellen soll. Wahrend die
Korner 3, 4 und 11 fiir Einfachgleitung anfénglich orientiert sind, liegen die restlichen Kérner
fiir Mehrfachgleitung giinstig.

4.3.2 Ergebnisse der Simulationsrechnungen
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Abbildung 35: Globale Spannungs-Dehnungs-Kurve, Anfangsphase des Zugversuchs.

Zur Auswertung der Simulationsergebnisse wird das globale Spannungs-Dehnungs-Diagramm
des Zugversuchs zunéchst betrachtet (Abbildung 35). Dabei wird nur die Anfangsphase der
Verfestigungskurve gezeigt, bei der die Ubergangsphase von elastisch auf plastisch untersucht
wird. Die global plastische Verformung beginnt schon bei kleiner Dehnung von 0,9 - 107°.
Die kritische FlieBspannung betrigt ca. 1, 2M Pa. Der experimentelle Wert fiir 99,98% reines
Kupfer liegt bei ca. 1,0M Pa (s. HONEYCOMBE [48]).

Die lokale Belastung und Dehnung auf den Abbildungen 36 und 37 im noch elastischen
Bereich zeigen schon ihre Inhomogenitét. Diese findet nicht nur von Korn zu Korn, sondern
auch innerhalb einzelner Korner statt. Verantwortlich dafiir ist der Zwang zum Zusammen-
halt des Kristallverbandes, dessen einzelne Bestandteile sich aufgrund ihrer Anisotropie und
unterschiedlichen Orientierung eigentlich inkompatibel verformen wiirden. Das Verhéltnis
von Maximal- zu Minimalwert liegt bei o, und €, etwa bei 4. Im Vergleich mit der globa-
len Verfestigungskurve kann es zu lokalen Uberhohungen in beiden Féllen um den Faktor
1,4 fithren. Die Spannungsiiberhohung an der Korngrenzen und Tripelpunkten ist allerdings
noch nicht deutlich erkennbar.
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Abbildung 37: Dehnnungsverteilung €, in der global elastsichen Verformungsphase.

Beobachtet man den weiteren Verlauf des Zugversuchs, so ist zunéchst festzustellen, dass
sich die aktiven Zonen stéirker herauspriagen. Sie beginnen zusammenzuwachsen und fiithren
zur relativ starken Spannungserhéhung an einigen Korngrenzen und zur Inhomogenitét der
Spannung an einigen Tripelpunkten (Abbildung 38). Diese werden im Fortgang der plasti-
schen Verformung immer ausgeprégter. Abbildung 39 zeigt die Spannungsverteilung o, bei
einer globalen Dehnung von 5 - 107°, bei der es sich ein gewissermafies Ende des elastisch-
plastischen Ubergangsbereichs markiert.
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o, [MPa]
1,72
1059
1045
11032
F118
+1.05
4091
1078
10,64
051
40137
1024
10,10

Abbildung 38: Zugspannungsverteilung o, bei globaler Dehnung von 2 - 1075,

o, [MPa]
12,31
12012
11193
1074
1055
11,36
117
40,94
10,78
10,59
1040
10,21
10,02

Abbildung 39: Zugspannungsverteilung o, bei globaler Dehnung von 5 - 1075,

Das Verhéltnis von Maximal- zu Minimalwert erhoht sich bei o, von 4 im global elastischen
Bereich auf iiber 10 nach diesem Lastschritt. Besonders finden sich stark erhéhte Spannun-
gen iiberwiegend an einer Seite der in Zugrichtung liegenden Korngrenzen, was zu einer
moglichen spéteren Korngleitung an der Korngrenze fiihren kann. Weiterhin treten an den
Tripelpunkten zwischen den Kérnern z.B. 1/2/5, 2/5/6, 5/8/9 und 10/11/12 sehr starke
inhomogene Spannungsverteilungen auf. Besonders gefdhrdet ist der am Tripelpunkt der
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Korner 1/2/5, bei dem Spannungen vom Minimal- bis zum Maximalwert auftreten.

Die starke Spannungsiiberhohung an Korngrenzen sowie die hohe Inhomogenitit an Tripel-
punkten lassen sich auf Zwang zum Zusammenhalt der Kérner zuriickfiithren. Hingegen sind
die Spannungen im Inneren der Korner relativ homogen verteilt. Der Durchschnittswert liegt
bei 0, 7M Pa, also 1/3 des Maximalwertes an einigen Korngrenzen oder Tripelpunkten.

Zur Demonstration der mehrachsigen Belastung dient die Darstellung der Normalspannung
o, in Abbildung 40, auf der sowohl Zug- als auch Druckbereiche zu beobachten sind. Die
hohe Zugbelastung konzentriert sich in korngrenzennaher Umgebung zwischen Korn 5 und
Korn 6 und am Tripelpunkt der Kérner 7/10/11, wéihrend die Druckbelastung am Tripel-
punkt der Korner 1/2/5 auftritt. Betrachtet man nun die gesamte Spannungsverteilung fiir
alle Komponenten, so ist die von Misessche!! Spannung o,; zu withlen (Abbildung 41),
die sich als kontinuummechanische Grofle fiir die Beschreibung der Formanderungsfestigkeit
des Korpers eignet. Es ist deutlich zu sehen, dass die Spannungsiiberh6hungen an fast allen
Korngrenzen aufgetreten sind, und eine relativ homogene Spannungsverteilung in Kornin-
nern entstanden ist. Die Spannung in Korninnern liegt etwa 1/3 niedriger als die an den
Korngrenzen. Die Inhomogenitédt an Tripelpunkten ist allerdings im Vergleich mit Korn-
grenzen etwa gleich.

o, [MPal
1,19
10196
10,76
4051
10,28
10,05
~0.18
—0.40
0,63
—0.86
—1.09
~1.31
1054

Abbildung 40: Normalspannungsverteilung o, bei globaler Dehnung von 5 - 107°.

Gegensitzlich zur Spannungsverteilung ist die Dehnungsverteilung in Abbildung 42. In der
Umgebung von Korngrenzen ist die Verformung viel kleiner als in Korninnern, da die Korn-

Die von Misessche Spannung ist definiert als

. _{l 2 2 — 0.2 + 3[02 2 s /2
vM — 2[(Um Uy) +(0y UZ) +(JZ Um) ]+ [Jzy+0yz+amz] .
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Abbildung 41: von Misessche Spannungsverteilung bei globaler Dehnung von 5 - 1075,

grenzen fester sind. Das Verhéltnis von maximaler zu minimaler Dehnung erhoht sich auf 10.
Bei der Betrachtung der Dehnungsverteilung €, (Abbildung 42) und der akkumulierten Ab-
gleitung yaxx (Abbildung 43) sehen wir eine Ahnlichkeit mit dem Zugversuch des Einkristalls
(s. Abbildung 26). Diese Ahnlichkeit zeigt, dass die plastische Verformung im wesentlichen
aus Versetzungsabgleitung auf Gleitsystemen resultiert, was am Anfang behauptet wurde.
Die Gleitaktivitit ist aufgrund der ortsabhéngigen Gitterrotationen lokal unterschiedlich,
auch innerhalb einzelner Korner.

Abbildung 44 zeigt die Verteilung des maximalen Betrags der Schmidschen Schubspannun-
gen auf dem jeweils am stérksten belasteten Gleitsystem. Sie zeigt an, welche Koérner giinstig
zur Zugsachse orientiert sind und damit einen gréfleren Schmidfaktor besitzen. Fiir die wei-
teren Untersuchungen ist von groflier Bedeutung, die Anzahl der aktivierten Gleitsysteme
zu erfahren. Tabelle 6 fasst die Aktivitdt der einzelnen Systemen in jedem Korn in dieser
Anfangsphase zusammen, wobei auch Hinweise auf Einfach- und Mehrfachgleitung gege-
ben sind. Bei der Betrachtung der Abbildung 44 wird eine Tendenz erkennbar, dass die
Korner an der linken Seite, also der fixierten Seite, (wie z.B. Korner 1, 2, 5, 8, 9) stark
belastet sind. Im Korn 5 scheint lokale Gitterrotation vorhanden zu sein, da die Schmid-
sche Schubspannung stark inhomogen verteilt ist. Die Korner 3, 4, 7 und 11 sind relativ

Komm/ | 1| 2] 3] 4 5 6718 9 10 [11] 12
Aktivitit

stark | A6 | D4 A2, D1 | B4|D6|B5| C3

schwach | B5 | A3 | D6 | C5| A3 | A3| D1 |B2| B2 D4|C3, D4 |B5]| A2, A6

Tabelle 6: Aktivitdt der einzelnen Systemen im jeweiligen Korn.
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ungiinstig zu Zugachse orientiert, so dass sie am wenigsten belastet sind. Ahnlich sieht die
Verteilung der maximalen Versetzungsdichte auf dem jeweilige Gleitsystem in Abbildung 45
aus, denn grofie Schmidsche Schubspannungen erleichteren Versetzungsbewegung auf den
entsprechenden Gleitsystemen.

€z

+1,38e—4
+1,27e—4
+1,16e—4
+1,05e—4
+9,35e—5
+8,24e—5
+7,14e—5
+6,03e—5
+4,92e—5
+3,32e—5
+2,7le—5
+1,6le—5
+0,50e—5

Vakk

+2,96e—4
+2,72e—4
+2,48e—4
+2,24e—4
+2,00e—4
+1,77e—4
+1,53e—4
+1,29¢e—4
+1,05e—4
+8,14e—5
+5,76e—5
+3,38e—5
+1,00e—5

Abbildung 43: Verteilung der akkumulierten Abgleitung ~.xx bei globaler Dehnung von
5-107°.
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|Ta|maz [MPa]

+0,64
+0.61
10,57
40,53
+0,50
+0.46
10,42
+0.39
40,35
+0.31
+0.28
40,24
+0.20

Abbildung 44: Maximale Betrag |7,|me: der Schmidschen Schubspannung auf dem jeweils
stirksten belasteten System bei globaler Dehnung von 5 - 107°.

(Qa)max [m 2]

+5,00e+10
+4.64e+10
+3.92e+10
+3.56e+10
+3.20e+10
+2.84e+10
+2/48¢+10
+1.29e+10
+2/12e+10
+1,76e+10
+1,40e+10
+1.04e+10
+6.,78¢+9

Abbildung 45: Verteilung der maximalen Versetzungsdichte (04)mas auf jeweiligem Gleitsy-
stem bei globaler Dehnung von 5 - 107°.

Bei steigender Deformation wird die Stabilitdt der numerischen Integration zunehmend
beeintréchtigt, da die Mehrfachgleitung durch Aktivierung der Gleitsysteme entsprechend
erhoht wird. Geméafl des Werkstoffmodells mit expliziter FlieBgrenze (s. Gleichung (116))
wird ein System aktiviert, wenn die effektive Schubspannung gréfler als die FlieBspannung
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ist. Die neu aktivierten Systeme, die noch vernachléssigbaren kleinen Beitrag im Vergleich
mit den von zuerst aktiven Systemen leisten, verursachen Instabilitéit bei der Integration der
konstitutiven Gleichungen, so dass die Rechnung bei nicht-erfiilltem Konvergenzkriterium
abgebrochen wird. Aus diesem Grund wird willkiirlich vorausgesetzt, dass ein System als
aktiv gilt, wenn seine Gleitrate vom Betrag her 1% der maximal (Auswertung aller Gleit-
systeme in der gesamten Probe iiber die komplette Versuchsdauer) beobachteten Gleitrate
erreicht. Unter dieser Annahme werden einige wenig aktive Systeme aussortiert, was die
Stabilitat der numerischen Integration erhoht. Diese Technik fithrt zu Abweichungen in den
quantitativen Ergebnissen, nicht aber bei qualitativen Eigenschaften, die in dieser Arbeit
im Vordergrund stehen.

Wir betrachten nun grofle Verformung beim Zugversuch am Polykristall. Abbildung 46 zeigt
die Spannungsverteilung o, bei einer globalen Dehnung von 1%. Beim Vergleich mit der Ab-
bildung 39 bleiben die qualitativen Eigenschaften unverédndert, also Spannungsiiberh6hung
an korngrenzennaher Umgebung und relativ homogene Spannungsverteilung in Korninnern.
Unerwartet findet Druckbelastung an einigen Stellen (z.B an Korngrenzen zwischen Kérnern
1/8, 3/7 und 7/11 sowie im Korn 9) in Zugrichtung statt. Dies konnte daran liegen, dass
sich die betroffenen Umgebungen unter dem Zwang zum Zusammenhalt der Kérner drehen,
wobei es zur Anderung der lokalen Belastungsrichtung fiihrt.

Bei der von Misesschen Spannungsverteilung (Abbildung 47) sind Spannungsiiberhhungen
an Korngrenzen und relativ homogene Spannungsverteilung in Korninnern deutlicher zu
sehen. Weiterhin ist das Verhéltnis zwischen maximalen und minimalen Werten stark ge-
stiegen, von ca. 5-fach bei 5-107° globaler Dehnung (Abbildung 41) auf iiber 100-fach nach
1% gesamter Dehnung. Stark gefihrdet sind die korngrenzennahen Umgebungen der Koérner
1/8,2/6,3/6,6/7,7/10, 7/11 und 8/9, bei den die Spannungiiberhohung stattfindet.

o, [MPa]

+8,00e+2
+7,08e+2
+6,17e+2
+5,25e+2
+4,33e+2
+3,42e+2
+2,50e+2
+1,58e+2
+6,67e+1
—2,50e+1
—1,17e+2
—2,08e+2
—3,00e+2

Abbildung 46: Verteilung der Spannung o, bei globaler Dehnung von 1%.
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+1,46e+3
+1,34e+3
+1,22e+3
+1,10e+3
+9,80e+2
+8,59¢+2
+7,38e+2
+6,17e+2
+4,96e+2
+3,75e+2
+2,54e+2
+1,33e+2
+1,16e+1

Abbildung 47: von Misessche Spannungsverteilung bei globaler Dehnung von 1%.

Abbildung 48 zeigt die Aufteilung der globalen Dehnung ¢, von 1% auf die einzelnen Koérner.
Der Vergleich mit den Abbildungen 37 und 42 offenbart, dass der Grofiteil der Deformation
von den Kornern geleistet wurde, die sich schon zu Beginn des Versuchs platisch verfor-
men. Neben den sich schon anfidnglich herausbildenden Lokalisierungen in den um Korn 5
liegenden Kérnern treten nun die starke Verformungszentren in den Koérnern 3 und 11 in
Erscheinung. Die Verformung im Korn 5 erscheint schwécher. Der Korn 5 ist sehr , hart”
orientiert, so dass die Verformung an dessen inneren Korngrenzen sogar auf Null zuriick-
geht. Das ist auch der Grund, warum die Kérner um Korn 5 starke Verformung erfahren. Im
Allgemeinen ist die Verformung in der korngrenzennahen Umgebungen viel kleiner als im
Korninneren. Es liegt an grofler Festigkeit aufgrund der Anisotropie und der unterschied-
lichen Orientierungen der Koérner, so dass starke Spannungsiiberh6hung an Korngrenzen
auftritt. Die Inhomogenitéit der Verteilung hat quantitativ deutlich zugenommen: Sie ver-
teilt sich vom minimalen Wert bei fast Null bis auf den maximalen Wert von 4%, obwohl
die globale Dehnung bei 1% liegt.

Ahnlich zur Abbildung 48 ist die Aufteilung der akkumulierten Abgleitung, die hier nicht
dargestellt wird. Diese Ahnlichkeit haben wir bei den Abbildungen 42 und 43 schon gese-
hen, woraus wir die wesentliche Verformung durch plastische Abgleitsvorgénge bestéatigen.
Fiir weitere Untersuchung soll auch die Aufteilung des maximalen Betrags der Schmidschen
Schubspannung (Abbildung 49) in Betracht gezogen werden, die die Hinweise auf Akti-
vierung der Gleitsysteme in einzelnen Koérnern gibt. Der Vergleich mit der Abbildung 44
zeigt eine deutliche Verlagerung der hohen Spannung an die Korngrenzen und der niedri-
gen Spannung in das Korninnere, so dass sich die Inhomogenitéit stark erhoht. Im Korn 7
tritt nun eine starke Belastung in Erscheinung, widhrend der untere Teil des Korn 11 fast
entlastet wird. Die Abbildung 48 dnhnelt nun der Verteilung der von Misesschen Spannung
(Abbildung 47).
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+4,00e+2
+3,67e+2
+3,33e+2
+3,00e+2
+2,67e+2
+2,33e+2
+2,00e+2
+1,67e+2
+1,33e+2
+1,00e+2
+6,67e+1
+3,33e+1
+0,00e+0

Abbildung 49: Maximale Betrag |7,|mae der Schmidschen Schubspannung auf dem jeweiligen
starksten belasteten System bei globaler Dehnung von 1%.
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5 Zusammenfassung und Uberblick

Plastische Verformung in Metallen erfolgt im wesentlichen durch Abgleitung auf kristallo-
graphischen Ebenen in kristallographischen Richtungen, also auf Gleitsystemen. Die Ab-
gleitsvorgénge sind im wesentlichen direkt mit der Versetzungsbewegung in der Kristall-
struktur verbunden, die durch Einwirkung von (Schmidscher) Schubspannung erméglicht
wird. Unter Schmidscher Schubspannung versteht man die Projektion des Spannungsvek-
tors auf die Gleitrichtung des Systems. Erreicht die Schmidsche Schubspannung den Wert
kritischer Fliespanung, beginnt auf dem entsprechenden System das plastische Gleiten.
Das sogenannte Schmidsche Schubspannungsgesetz muss bei plastischer Verformung erfiillt
werden.

In dieser Arbeit wurde ein neu modifiziertes Werkstoffmodell entwickelt, das das Verfor-
mungsverhalten von kristallplastischen Werkstoffe beschreibt. Das Modell ist geschwindig-
keitsabhéngig, also viskoplastisch, mit expliziter FlieSgrenze und wurde fiir grofie Deformati-
on in 3-Dimensionen formuliert. In diesem Werkstoffmodell ist insbesondere die Abhéingig-
keit der Gleitrate von der Entwicklung der Versetzungsdichte, die experimentell sowohl
qualitativ als auch quantitativ bestimmt werden kann. Bei der Formulierung der Gleitrate
werden nicht nur die statische sondern auch die dynamische Verfestigung beriicksichtigt,
die von der Versetzungsdichte und Temperatur abhéngen. Sie besitzen isotrope Eigenschaf-
ten. Infolge der Wechselwirkung zwischen Versetzungen kommt die latente Verfestigung
zwischen Gleitsystemen zustande. Neben isotroper Verfestigung wird kinematische Riick-
spannung als anisotrope Grofie verwendet, die durch eine tensorielle Entwicklungsgleichung
beschrieben wird. Sie spielt bei monotonen Zugversuchen an Einkristallen nur eine kleine
Rolle. Hingegen ist sie sehr wichtig bei lastwechsenden Zugversuchen zur Beschreibung des
Bauschinger-Effekts sowie bei Verformung an Polykristallen mit besonderen Effekten an den
Korngrenzen.

Die numerische Umsetzung resultierte aus zwei wesentlichen Aufgaben: die lokale Integrati-
on von den konstitutiven nichtlinearen Werkstoffgleichungen und die Bestimmung der tan-
gentiellen Steifigkeitsmatrix fiir aktuelle Verschiebung. Die beiden Aufgaben miissen dafiir
sorgen, dass an jeder Stiitzstelle, also dem sog. Gaupunkt, ein Gleichgewichtszustand ge-
funden wird, und die Spannung in Abhéngigkeit von der aktuellen Verschiebung berechnet
werden kann. Fiir die erste Aufgabe wurde die implizite Eulersche Riickwértsmethode ver-
wendet. Bei jedem Integrationsschritt wird ein Newton-Raphson-Verfahren benétigt, um
die Losung interner Zustandsvariablen iterativ zu finden. Bei der Bestimmung der Steifig-
keitsmatrix fiir grofe Deformation geht man von der Kirchhoffschen Spannung aus, die in
Hinsicht auf den Deformationsgradienten linearisiert wird. Alle theoretischen Herleitungen
wurden in einem C-Programm umgesetzt, das mit Hilfe einer Schnittstelle UMAT in das
FE-Programm ABAQUS implementiert. Die Einbindung der Werkstoffgleichungen in einen
geeigneten Finite-Elemente-Rahmen ermdglichte umfangreiche numerische Untersuchungen
sowohl an Ein- als auch an Polykristallen. Dabei lag der Schwerpunkt auf einer qualitativen
Analyse der Vorginge, die experimentell bestimmt wurden. Auf Parameteranpassungen an
konkrete Experimente wurde allerdings verzichtet.

Bei der Einkristallsimulation zur Kontrolle der Féahigkeit des Werkstoffmodells ist es gelun-
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gen, die wichtigen Eigenschaften wiederzugeben. Dabei ist die typische Einkristall-FlieSkurve
erhalten worden, obwohl die Erholung im Bereich III der Verfestigungskurve nicht ganz
eindeutig aufgetreten ist, da das mitverantwortliche Quergleiten nur bedingt beriicksichtigt
wird. Die Aktivierung der einzelnen Gleitsysteme fiir Ein- und Mehrfachgleitung ist entspre-
chend richtig gelungen sowie der Abgleitungsverlauf auf Primér- und Sekundérsystem ist
wie erwartet gegeben. Die Ahnlichkeit zwischen Einkristall-FlieBkurve und Zugspannungs-
Dehnungs-Kurve von Simulation bestédtigen die experimentellen Ergebnisse von TAKEU-
cHI [92]. Die quadratische Entwicklung der Sekundérversetzungen, die im Bereich II die
Primérversetzungen {ibersteigen, sowie die Séttigung der Primérversetzungen im Bereich
IIT stimmen qualitativ mit den Messungen von NEUHAUS U.A. [73], MUGHRABI [69] und
ESSMANN [23] iiberein. Richtig vorhergesagt wird auch der charakteristische Verlauf des
latenten Verfestigungsverhéltnisses iiber der akkumulierten Abgleitung.

Fiir den Zuzgversuch am Polykristall wurde eine Simulationsprobe gewéhlt, die aus zwolf in
Dickenrichtung durchgehenden Kérnern besteht. Die Ergebnisse von dieser Simulation zei-
gen die Wiedergabe wichtiger Polykristalleigenschaften. Schon bei makroskopisch elastischer
Verformung kommt es infolge der inhomogenen Belastungsverteilung, die sich aufgrund der
Anisotropie und unterschiedlichen Kornorientierungen einstellen, zu lokalen Flieffvorgéngen.
Beim Ubergang von makroskopisch elastischer zu plastischer Verformung bilden sich star-
ke Spannungsiiberh6hung in korngrenzennahen Umgebungen und grofle Inhomogenitéit an
Tripelpunkten, wéhrend eine relativ homogene Spannungsverteilung in Korninneren statt-
gefunden hat. Diese Effekte werden bei weiterer Verformung ausgeprégter. Hingegen ist die
Dehnungsverteilung, bei der die Verformung sehr schwach an Korngrenzen und stark in
Korninneren stattfindet.

Insgesamt lasst sich feststellen, dass das Modell die wichtigen Kristalleigenschaften qualita-
tiv wiedergibt. Bei quantitativer Betrachtung scheinen die gewdhlten Modellparameter (s.
Tabelle 5) das Material fester zu machen, so dass hohe Spannung fiir einen Verformungsgrad
benotigt wird. Das ist auch der Grund fiir die Instabilitdt bei der numerischen Umsetzung,
besonders bei Simulation von Polykristallverformung. Es wird in der Zukunft erforderlich
sein, die Modellannahmen durch den direkten Vergleich mit Experimenten zu iiberpriifen
und gegebenenfalls zu verbessern. Hierzu sollen verschiedene Vergleiche mit Ein- und Po-
lykristallversuchen gemacht werden, wobei vor allem die Messung von Dehnungsfeldern so-
wie die Gleitlinienbeobachtung zur Bestimmung der Versetzungsdichte als sinnvoll erachtet
werden. In diesem Zusammenhang sollen numerische Anpassungsstrategien verstarkt einge-
setzt werden, um die richtigen Modellparameter zu bestimmen und damit die quantitativen
Aussagen zu prézisieren. Es ist ebenfalls wichtig, grofleren Verformungsgrad bei der Zugver-
suchsimulation am Polykristall zu erreichen, womit Rissvorgénge entsprechend untersucht
werden konnen.
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A Anhang

A.1 Tensorrechnung und Notationen

Fiir eine einheitliche Darstellung von Tensoren in mathematischen Formen und Gleichungen
ist wie folgt geregelt: Die Tensoren erster Ordnung sind mit kleinen fettgedruckten Buch-
staben (z.B. u) bzw. mit Vektorsymbol (z.B. A oder &), die Tensoren zweiter Ordnung mit
groflen fettgedruckten Buchstaben (z.B. A) bzw. kleinen griechischen fettgedruckten Buch-
staben (z.B. o) und die Tensoren vierter Ordnung mit grofen kalligraphischen Buchstaben
(z.B. C) gekennzeichnet.

Im Abschnitt 3 wurde die Einsteinsche Summationskonvention stillschweigend verwendet,
die beispielweise fiir zwei (Euler-)Tensoren zweiter Ordnung A und B darstellt:

3

k=1

Entsprechend werden das innere Produkt von Tensoren mit unterschiedlichen Ordnungen
u-v UiV;
(A-v); = Ay,
A-B = AyBy,
(C-A)yy = CiymAu ,
(€ D)ijtt = CijmnDnmii

~

und das dulere Produkt von Tensoren (z.B. SVENDSEN [91]):
(ll X V)ij = UZ‘U]' s
(A®B)iju = AijBu,
(A®B)iyju = AuwbBy,
(A®B)jju = AuBy;

dargestellt. Die Lineare Abbildung eines Tensors zweiter Stufe B durch einen Tensor vierter
Stufe C wird wie folgt gegeben:

C[B] = Cijlekl .

Dadurch sind einige Kombinationen von Tensorprodukten fiir die verwendete Ableitung von
Tensoren zu beachten:

(A®C)[B] = (B-C)A,
(A® C)[B] = ABC,
(A®C)[B] = AB'C.

Fiir (Euler-)Tensoren zweiter Ordnung sind Jacobi- und Lie-Klammer geméaf:

(A)B)=(I®B+B®I)[A] A,B]=IB-B®I)[A].
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A.2 Stereographische Projektion

Fiir die Bestimmung der Lage der Zugachse relativ zur Elementarzelle des Kristalls bietet
sich die stereographische Projektion an (Abbildung 50). Man stellt sich dazu den Ursprung
des Kristallkoordinatensystems im Mittelpunkt einer Einheitskugel vor. Die Zugachse, die
durch den Mittelpunkt verlaufe, schneidet eine Halbkugeloberfliche im Punkt S. Dieser wird
mit dem Projektionspol, z.B. (0, 0, -1) verbunden. Der Durchstopunkt P durch die Ebene
z = 0 kennzeichnet die auf dieser Ebene pojizierte Lage der Zugachse. Wéhlt man z.B.
die Kristallkoordinaten so, dass das Gleitsystem (111)[101] (unter der Annahme einachsiger
Zugbelastung) zuerst aktiviert wird, so liegt die Projektion im Standarddreieck [001] —
[011] — [111].

2 (=[001])

X
Flooh (=[010)

Projektionspol

Abbildung 50: Stereographische (001)-Projektion des kubischen Gitters.

Die stereographische Projektion hat folgende Eigenschaften (s. HAASEN [36]):

e Ein Kreis auf der Kugel wird als ebener Kreis abgebildet; sein Mittelpunkt stimmt im
allgemein nicht mit dem des ebenen Kreises iiberein.

o Grofikreise auf der Kugel werden als Kreisbogen abgebildet, die den Grundkreis in
zwei diametralen Punkten schneiden.

e Die Projektion ist winkeltreu, aber nicht flichentreu.

Bei der praktischen Arbeit mit der sterecographischen Projektion kann man mit Hilfe vom
Walffschen Netz den Winkel zwischen zwei Kristallrichtungen oder die Projektion der Zu-
gachse bestimmen (s. HAASEN [36]).
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A.3 Transformationsmatrizen

Die verwendeten Tensoren in dieser Arbeit wurden im (lokalen) Kristallkoordiantensystem
formuliert, wéhrend das FE-Programm ABAQUS im (globalen) Probenkoordinatensystem
berechnet wurde. Es ist daher notwendig, das lokale System {ej, e}, e} in das globale Sy-
stem {e;, ey, €3} zu iiberfithren. Es bietet sich die drei Eulerwinkel fiir aufeinanderfolgende
Drehungen um die definierten Achsen wie foglt (vgl. Abbidung 51):

e Drehung des lokalen Systems mit dem Winkel —p um die ej-Achse, d.h. um p im
Uhrzeigersinn, iiberfiihrt e} in s und €3 in t;.

e Drehung des Systems {s, t1,e5} mit dem Winkel —0 um die s-Achse iiberfiihrt t; in
to und €j in es.

e Drehung des Systems {s, ts, e3} mit dem Winkel —a um die e3-Achse iiberfiihrt s in
e; und t, in es.

e &
& P &
:> o
o\, G
. )
Q\ \
g g
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1:3}‘([" -~
)
g g

Abbildung 51: Uberfithrung des lokalen Systems {e%, e}, %} ins globale System {e;,e;, e3}
mit Hilfe der Eulerschen Drehwinkel {a, 8, p}.

Dabei liegt der Vektor s auf der Schnittgerade von {e;, es}- und {e}, e5}-Ebene. Die Eu-
lerschen Drehwinkel {«, 6, p} sind als die Winkel zwischen jeweiligem Vektorpaar (e, s),
(es,e}) und (e],s) bezeichnet.
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Die Transformationsmatrix Q zur Uberfiihrung vom lokalen System {e}, e}, e} in das glo-
bale System {e;,eq, e3} hat in Abhéingigkeit von den Eulerwinkel die folgende Gestalt:

cos v cos p — sin acos 0'sin p sinacosp+ cosacosfsinp  sinfsinp
Q= | —cosasinp —sinacosfcosp —sinasinp+ cosacosfcosp sinfcosp | (164)
sin asin ¢ cosasin ) cos

A.4 Elastizitatstensor

Das elastische Verhalten eines Materials 1dsst sich durch das Hookeschen Gesetz beschreiben:

o =C.|é bzw. 0ij = Cijki €l - (165)

Dabei werden die zweistufigen Tensoren der Spannung o und elastischen Dehnung e iiber
den Elastizitédtstensor vierter Ordnung C. verkniipft. Im lokalen Kristallkoordianetensystem
{e}, e}, e}} sowie globalen Probenkoordianctensystem {e;, ey, e3} ist der vierstufige Tensor
C. bei Verwendung der Einsteinschen Summationskonvention wie foglt dargestellt:

C. = C’Z-*]-Me;k ® ej- e, Qe =Cipe;, Qe Ve, Ve . (166)

Die Transformation der Tensorkomponenten vom lokalen ins globale Koordinatensystem
und umgekehrt ist durch die Transformationsmatrix Q gegeben:

Fiir die kfz-Kristalle ist C. aus drei (in Metallkunde oft bezeichneten) Konstanten ¢y, ¢1o
und c¢yy aufgebaut, wobei die Komponente C7;, des Tensors C, beziiglich des Kristallkoor-
dinatensystems wie folgt bestimmt werden:

* B * B * B
Clinn = Gl = Ciag3 = Cn
* S * _ * _
1122 = Cqizz = Cagg =
* S * _ * _
211 = Cassp = CUgzsan = (12 (168)

* B * B * B * B
Clogg = Clygy = Cqp = Cggy =
* B * B * B * B
Clziz = Ol = Ciz = Oy =
* _ * _ * _ * —
2323 — 2332 — 3223 — 3232 — C44

Die restlichen Komponenten von C, sind identisch Null, allerdings nur bei Bezugnahme auf
das Kristallkoordinatensystem.

A.5 Eulersche Vektorkomponenten

Die im Abschnitt 3.5.2 verwendete implizite Eulersche Riickwéartsmethode zur Integration
der Materialgleichungen wird in diesem Abschnitt in einem allgemeinen Form beschrieben.
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Es geht um die Zeitintegration eines gekoppelten nichtlinearen Differentialgleichungssystems
geméf:

y=y(y.y,t); yt=0)=yo, (169)

wobei y ein Vektor mit N Komponente, und ¢ die Zeit sind. Die Eulersche Riickwértsmethode
setzt voraus, dass der Anfangswert jedes Integrationsschritts yo bekannt bzw. berechnet
worden ist. Die Linearisierung des Gleichungssystems (169) fiir einen kleinen Zeitschritt At
ergibt

woraus es weiter zum sog. Eulervektor umgeformt wird
ry =y —yo—y(y,y,t)At = 0. (171)

Fir den Fall

y =&, :=(F.,7,3,0), (172)

als der Vektor der Zustandsvariablen werden die Eulerschen Vektorkomponenten rg, fiir F,
im (n + 1)-ten lokalen Integrationsschritt in Gleichung (146) aus der Gleichung (110) wie
folgt hergeleitet:

Fp = LF,
=F, = A(AL,)F,,
= F,'F = A(AL,)F,,
= FF;; = F.A(AL,),
wobei F),, der plastische Deformationstensor im n-ten lokalen Integrationsschritt. Die Her-

leitung anderer Euler-Vektorkomponenten ryg, rg, ry ist einfach, so dass es schliefllich das
Gleichungssystem (147) ergibt:

rp, = F.A(AL,) —FF,!

pn >’

Ty, = Aﬁa - ;70 <¢a>na At)

Tw, = Awg — [casgn(T, — o) — dqwa AY,
1 Ye
Tow = Ao, — <bL —23QQ>A19G.

Der Tensor F, wird fiir die nummerische Umsetzung als Vekor betrachtet, deren Indizen in
Folgenderweise {11,12,13,21,22,23, 31, 32,33} sortiert werden.
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A.6 Wichtige Formelzeichen

Tensoren

vierstufiger Elastizitétstensor (s. Gl. (99) und (165))

konsistente Materialtangente fiir ABAQUS/UMAT (s. Gl. (158))
elastischer rechter Cauchy-Greenscher Deformationstensor (s. Gl. (101))
elastischer Greenscher Verzerrungstensor (s. Gl. (100))
Deformationsgradient (s. GL. (95))

elastischer Anteil des Deformationsgradienten (s. Gl. (95))
plastischer Anteil des Deformationsgradienten

Kirchhoffscher Spannungstensor (s. Gl. (95))
Geschwindigkeitsgradient (s. Gl. (106))

plastischer Geschwindigkeitsgradient (s. Gl. (108) und (109))
Mandelscher Spannungstensor (s. G1. (103))

elastischer Anteil des 2. Piola-Kirchhoffschen Spannung (s. Gl. (104))
Transformationsmatrix (s. Gl. (164))

Cauchyscher Spannungstensor (s. Gl. (105))

xq‘orsnz.?ﬁwgdﬁ“ﬂﬁpg@
jaV]

kinematischer Spannungstensor (s. Gl. (55))

Vektoren
b Burgers-Vektor (s. Abb. (7))
f spezifische Volumenkrifte (s. Gl. (90))
m" Gleitrichtungsvektor in Anfangsorientierung (s. Gl. (97))
m aktueller Gleitrichtungsvektor (s. Gl. (97))
n’ Gleitebenennormalenvektor in Anfangsorientierung (s. Gl. (98))
n aktueller Gleitebenennormalenvektor (s. Gl. (98))
rz Eulervektor (s. Gl. (146) und (147))

spezifische Oberflichenkréfte (s. Gl. (90))

Verschiebungsvektor (s. Gl. (74))

i-te Naherung fiir inkrementelle Knotenverschiebung (s. Gl. (138))
Ortsvektor (s. Gl. (74))

Vektor der Zustandsvariablen (F,, J,3,0) (s. GL (143))
zusammengefasste betragsméfiige Gleitraten (s. Gl. (144))

zusammengefasste kinematische Verfestigungsgrofien (s. Gl. (144))

(LR e X |=>>: o+

zusammengefasste Versetzungsdichten (s. Gl. (144))
a-te Zeile der Matrix A (s. Gl. (45))
zZr a-te Zeile der Matrix Z (s. Gl. (38))

e
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Skalare

a
Aab
b

C11, C12, C44

c,d

Zéahlerindex fiir die Gleitsysteme

Wechselwirkungskoeffizienten fiir die istrope Verfestigung (s. Gl. (41))
Betrag der Burgers-Vektors (s. Gl. (35))

elastische Konstanten (s. Gl. (168))

Werkstoffparameter fiir die Entwicklung der kinematischen
Riickspannung (s. Gl. (56))

Schubmodul (s. Gl. (56))

Werkstoffparameter fiir die Entwicklung der freien Weglénge (s. Gl. (39))
mittlere freie Weglidnge fiir die Versetzungsbewegung (s. Gl. (39))
Werkstoffparameter (s. Gl. (116))

statische FlieBspannung auf Gleitsystem a (s. Gl. (123))

dynamische FlieBspannung auf Gleitsystem a (s. Gl. (124))

Temperatur (s. Gl. (56))

Zeit bzw. Zeitinkrement (s. Gl. (146))

kinematische Riickspannung auf Gleitsystem a (s. Gl. (54))

kritischer Annihilationsabstand (s. Gl. (35))

Gleitrate auf Gleitsystem a (s. Gl. (116))

akkumulierte Abgleitung (s. Gl. (50))

Betrag der Gleitrate auf Gleitsystem a (s. Gl. (141))

Komponente kinematischer Riickspannung auf Gleitsystem a (s. Gl. (56))
Versetzungsdichte auf Gleitsystem a (s. Gl. (35))
Anfangsversetzungsdichte (s. Tab. 5)

Schmidsche Schubspannung auf Gleitsystem a (s. Gl. (118))

Verhéltnis zwischen statische und dynamische Fliespannung (s. Gl. (112))
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