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Einlt_aitunv.

Vorliegende Arbeit ist, fast ginzlich einem einzigen Pro-
blem gewidmet, nimlich dem der Definition der Wahr-
heit; sein Wesen besteht darin, dass man — im Hinblick anf
diese oder jene Sprache — eine sachlich zutreffende
und formal korrekte Definition des Terminus
sWwahre Aussage® zu konstruieren hat. Dieses Pro-
blem, welches zu den klassischen Fragen der Philosophie
gezihlt wird, verursacht bedeutende Schwierigkeiten. Obgleich
nimlich die Bedeutung des Terminus ,wahre Aussage® in der
Umgangssprache recht klar und versténdlich zu sein scheint,
sind alle Versuche siner genaueren Priizisisrung dieser Beden-
tung bis nun erfolglos geblieben und manche Untersuchungen,
in welchen dieser Terminus verwendet wurde und welche von
scheinbar evidenten Drimissen ausgingen, haben ofi zn Para-
doxien und Antinomien gefiihrt (fiir welche sich #brigens eine
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mehr oder weniger befriedigende Losung finden liess). Der
Begriff der Wahrheit teilte in dieser Hinsieht das Schicksal
anderer analoger Begriffe aus dem Gebiete der sog, Semantik
der Sprache,

Die Frage, wie dieser oder jener Begriff zu definieren sei,
ist erst dann in korrekter Weise gestellt, wenn ein Verzeichnis
der Termini gegeben ist, mit deren Hilfe man die gefor-
derte Definition aufbanen will; soll dabei die Definition ihre
eigentliche Aufgabe erfiillen, so darf der Sinn der in diesem
Verzeichnis enthaltenen Termini keine Zweifel hervorrufen. Es
dringt sich also naturgemiiss die Frage auf, welche Termini
wir bei der Konstruktion der Definition der Wahrheit verwenden
wollen. Ich werde nicht unterlassen, dies im weiteren Verlanf
unserer [Untersuchungen zu kliren; jedenfalls werde ich mich
bei dieser Konstruktion keines semantischen Begriffes bedienen,
wenn es mir nicht vorher gelingt, ihn auf andere Begriffe
zurdickzuflihren.

Eine weitergehende Analyse "der im téglichen Leben
geliufigen Bedeutung des Terminuns ,wahr“ wird hier nicht
beabsichtigt: jeder Leser besitzt wohl in héherem oder gerin-
gerem Grade eine intuitive Kenntnis des Begriffes der Wahr-
heit und eingehendere Erdrierungen dariiber kann or in vielen
erkenntnistheoretischen Werken finden. Tch méchte nur erwih-
nen, dass es sich in der ganzen Arbeit ausschliesslich darum
handelt, die Intentionen zu erfassen, welche in der sog. ,klas-
sischen Auffassung der Wahrheit enthalten sind (,wahr -
mit der Wirklichlkeit ibereinstimmend®) im Gegensatz z. B. zu
der ,utilitaristischen® Auffassung (,wahr — in gewisser Hinsicht
niitzlich“) 1),

Der Umfang des Begriffes, den wir definieren wollen,
hingt im wesentlichen von der Sprache ab, die Gegenstand
der Erwigungen ist: derselbe Ausdruck kann in einer Sprache
cine wahre, in einer anderen eine falsche Aussage oder ein
sinnloser Ausdruck sein, Von einer einzigen allgemeinen Defi-
nition des untersuchten Terminus wird hier {iberhaupt keine
Rede sein: das uns interessierende Problem wird in eine Reihe

" Vegl. Kobarbinski, 8. 126 (ich habe dieses Werk wiederkolt
bet der Niederschrift der vorliegenden Arbeit zu Rate gezogen und mich
in vielen Punkten an die dort festgelegto Terminologie gehalten),
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von gesonderten Problemen zerfallen, welche die einzelnen
Sprachen betreffen. ‘

Im § 1 bildet die Umgangssprache den Cegenstand
unserer Frwigungen, Das Schlussergebnis dieser Erwigungen
ist ginzlich negativ: in Bezug auf die Umgangssprache scheint
nicht nur die Definition des Wahrheitsbegriffs, sondern sogar
sein konsequenter und mit den Gesetzen der Logik itberein-
stimmender Gebrauch unmiglich,

Tm weiteren Verlaufe der Abhandlung werde ich aus-
schliesslich die einzigen nach wissenschaftlichen Methoden
aufgebauten Sprachen in Betracht ziehen, welche heute bekannt
gind, d. i. die formalisierten Sprachen der deduktiven Wissen-
schaften ; ihre Charakterisierung wird am Anfange des § 2
gegeben. Es ergibt sich, dass vom Gesichtspunkt des hier be-
trachteten Problems diese Sprachen im Grossen und Ganzen
in zwei grosse Giruppen zerfallen, wobei den Einteilungsgrund
der kleinere oder grissere Bestand einer Sprache an gremma-
tischen Formen bildet, Tn Bezug auf die ,drmeren“ Sprachen
findet das Problem der Definition der Wahrheit eine positive
Tosung: es gibt eine einheitliche Methode, welche die Kon-
struktion der geforderten Definition fiir jede dieser Sprachen
gesondert erméglicht. In den §§ 2 und 3 werde ich diese
EKonstruktion fiir eine konkrete Sprache mit aller Genauigkeit
ausfilbren und mir anf diese Weise die im § 4 skizzierte allge-
meine Beschreibung der erwishnten Methode erleichtern. Beztig-
lich der ,reicheren® Sprachen jedoch wird — wie dies aus den
Betrachtungen des § b folgt — die Lisung unseres Problems
negativ sein: fiir die Sprachen dieser Gruppe werden wir nie-
mals eine korrekte Definition des Wahrheitsbegriffs konstruieren
kénnen. Nichtsdestoweniger sprieht alles dafir, dass man auch
in diesen Fillen — im Gegensatz zur Umgangssprache — einon
konsequenten und richtigen Gebrauch diesos Begriffes einfiihren
kann, und zwar so, dass man ihn als Grundbegriff einer beson-
deren Wissenschaft, nimlich der Theorie der Wahrheit aunffasst
und seine fundamentalen Eigenschaften auf a;xiomaﬂtischem
Wege prizisiert,

Die Untersuchung der forma.hslerten Spmchen erfordert
naturgemiss die Kenntnis der Grundziige der modernen for-
malen Logik. Zur K@nstrukti_on der Definition der Wahrheit
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sind ausserdem — allerdings in bescheidenem Maasse — ge-
wisse rein mathematizsche Begriffe und Methoden notig. s
wiirde mich frenen, wenn diese Arbeit den Leser iiberzengt,
dass die genannten Hilfsmittel schon gegenwiirtig ein sogar
fiir die Untersuchung rein philosophischer Probleme notwen-
aiges Ristzeng bilden 2).

§ 1. Der Begriff der wahren Aussage
in der Umgangssprache.

Zur Einfithrung des Lesers in den Kréis unserer Unter-
suchungen erscheint mir eine — wenn auch nur flichtipe —
Betrachtung des Problems der Wahrheitsdefinition in Bezug
auf die Umgangssprache wiinschenswert; ich méchte hier
besonders die versehiedenartigen Schwierigkeiten herverheben,
denen die Versuche einer Lidsung dieser Aufgabe begegnen?)

Unter. den mannigfaltigen Bestrebungen, welche die Kon-
struktion einer korrekten Definition der Wahrheit fiir die Aus-

\ T)lese Arbeit wurde wvon J. Bukasiewicz der Gesellschaft
der Wissenschaften in Warschar am 21, Mirz 1931 vorgelegt. Die
in ihr enthaltenen Lrgebuisse stammen zn einem grossen Teil aus dem
Jahre 192%; ich habe iiber dieselbén w. a. in zweil Vortrigen berichtet,
welche ich w. d. T. ,Ueber den Begriff der Wakwrheit in Berichung auf
formatisierie deduktive Systeme* in der Logischen Sektion der Philogo-
phischen Gesellschaft in Warschau (8 Oktober 1930)und in der Polnischen
Philosophischen Gesellschaft in T.emberg (15, Dezember 1530} gehalten
habe und deren Résumé im XII. Band der Zeitschrift ,Ruch Filozoficzny*
orschienen ist. Aus veon mir unabhingigen Griinden hat sich die Druck-
legung der Arbeit bedeutend verzdgert; dies gestattete mir iibrigens den
Text duarch ziemlich wesgentliche Frgebnisse zu ergiinzen (vgl %) In der
Zwischenreit habe ich ein Régumé der Hauptergebnisse in der Mitteilupg
Tarskiy veroffentlicht.

%) Die Bemerkungen, die ich in diesem Zusammenhange vorbringen
werde, sind zum grissten Teil nicht das Besultat meiner eigenen Unter-
suchungen: es finden in ihnen die Anschauungen Awsdruck, die St IL.e-
fniewskil in geinen Vorlesungen an der Warschauer Universitiit (vom
Studienjahre I91%/20 an), in wissenschaftlichen Diskussionen und in pxi-
vaten (lesprichen entwickelt hat; insbesondere betrifft dies fast alles,
was ich Gber die Ansdriicke in Anfihrungszeichen und die semantischen
Antinomion sagen werde. Es ertibrigé sich vielloicht hinzuzufigen, dass
diese Tatsache Leéniewski nicht im geringsten mit der Verantwortung
fir die skizzenhafte und vielleicht nicht ganz priizise Form belastot, dle
ich den folgenden Bemerkungen gegeben habe.
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sagen der Umgangssprache bezwecken, scheint wohl der Ver-
such einer semantischen Definitieon der natiirlichste
zn sein, Jch meine hier eine Definition, welche man zun#chst
in folgende Worte kleiden kinnte:

(1) eine wahre Aussage ist eine Aussage, welche besagt,
dass die Sachen sich so und so verhalten, und die Sachen ver-
kalten sich eben so und so*).

In Hinsicht auf formale Korrektheit, Klarheit und Fin-
deutigkeit der in ihr auftretenden Ausdriicke liasst obige For-
mulierung offenbar viel zu wiinschen iibrig. Niehtsdestoweniger
scheint der anschauliche Sinn und die allgemeine Intention
dieser Formulierung recht klar und verstindlich zu sein; es wire
eben die Aufgabe einer semantischen Definition, diese Intention
zu prézisieren und ihr eine korrekte Form zu geben.

Als Ausgangspunkt dringen sich gewisse Sitze speziel-
leren Charakters auf, welche als Teildefinitionen der Wahrheit
einer Aussage oder richtiger als FErklirungen verschiedener
konkreter Redewendungen vom Typus .z ist eine wahre Aus-
sage* gelten konnen. Nas allgermeine Schema dieser Art von
Sitzen stellt sich folgendermassen dar:

(B} z st eine wahre Aussage dann und nur dann, wenn p;
um konkrete Erklirungen zu gewinnen, setzen wir in diesem
Schema an Stelle des Symbols ,p% irgend eine Aussage und
an Stelle des ,z% einen beliebigen Einzelnamen dieser Aus-
sage ein.

Ist uns fir eine Aussage ein FKinzelname gegeben, so
kénnen wir fiir ihn eine Erklirung vom Typus (2) konstruieren,
falls es uns nur méglich ist, die durch diesen Namen bezsichnete
Aunssage anzufilhren. Die wichtigste und die hiufigste Kate-
gorie von Namen, fiir welche die obige Bedingung erfiillt ist, sind
die sog. Anfiithrungsnamen; wir bezeichnen niimlich mit
diesem Terminus jeden Namen einer Aussage (oder eines belie-
bigen anderen, sogar sinnlosen Ausdrucks), welcher aus Anfiih-
rangazeichen (dem links- und rechtsseitigen) und dem Ausdruck
besteht, der zwischen den Anfiihrungszeichen steht und der

%) Ahnliche Formulierangen finden wir bei Kotarbinski, 8. 127
und 186, wo sie als Kommentare behandelt werden, die das Wesen der
pklassischen Auffassung der Wahrheit niiher erkliiren,
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eben das durch den betrachtefen Namen Bezeichnete ist. Als
Beispiel eines solehen Anfithrungsnamens einer Aussage kann
etwa der Name wn©S gchneit®® dienen; die entsprechende
Erliuterung vom Typus (2) lautet in diesem Falle:

(8) ,es schneit* ist eine wahre Aussage dann und nur
dann, wenn es schneit®).

Eine andere Kategorie der Finzelnamen von Aussagen,
fiir die wir analoge Erklirungen konstruieren kénnen, bilden
die sog. strukturell-deskriptiven Namen. So wollen
wir solche Namen nenmnen, welche beschreiben, aus welchen
Worten der durch den Namen .bezeichuete Ausdruck sowie
aus welchen Zeichen jedes einzelne Wort besteht und in welcher
Ordnung diese Zeichen und Worte aunfeinanderfelgen. Solche
Namen kann man ohne Hilfe von Anftihrungszeichen formu-

%) Die Aussagen (Sitze) behandeln wir hier stets zls eine bestimmte
Art von Ausdriicken, also als sprachliche Gebilde, Wenn man jedoch die
Termirni ,Ausdruck®, ,Aussage u. s. w. als Namen konkreter Schriftzei-
chenveihen interpretiert, sc erscheinen verschiedene Formulierungen, die
in dieser Arbeit enthalton sind, nicht ganz korrekt und erwecken den
Anschein eines verbroiteten Fehlers, der in der Identifizierung gleich-
gestalteter Ausdriicke besteht. Dies betrifft insbesondere die Anssage (3),
denn hei obiger Interpretation miissen die Anfilhrungsnamen als allge-
meine (und nicht individuelle) Namen behandelt werden, welche sowohl
die Zeichenreihe in Anfulhrungszeichen, als such jede mit ihr gleichge-
staltete Zeichenreihe bezeichnen, Um derartige Vorwiirfe zu vermeiden
und dabei keine uberflissigen Verwicklungen in die Erwigungen ein-
gnfibren, die w. a. mit der Notwendigkeit des Gebrauchs des Gleichge-
staltigkeitsbegriffs verbunden wiren, ist es bequem festzusetzen, dass
Termini wie ,Wort*, ,Ausdruck¥ ,Aussage* u. 8. w. niemals konkrete
Zeichenreihen, sondern ganze Klassen von solchen Zeichenreihen bezeichnen
werden, die mit der gogebenen Zeichenreihe gleichgestaltet sind; nar
in diesem Sinne werden wir die Anftthrungsnamen alg individuelle Namen
von Ausdriicken behandeln. Vgl hiezu Whitehead-Rugsell, Vel T,
5. 861—666 und — wenn es sich nm andere Interpretationen des Terminuas
nAussage® handelt — Kotarbiniski, S 125125,

. Bei dieser (telegenheit bemerke ich, dass ich hier die Worte ,Name®
und ,bezeichmen® (Ahnlich wie die Worte ,Gegenstand®, ,Klasse®, ,Rela-
tion“)7nicht in einem, sondern in vielen verschiedenen Bedeutungen
gebrauche, indem ich sie sowohl auf Gegenstinde im engeren Sinne
(d. h. auf Individuen), als auch auf aller Art Klassen, Relationen u.s. w.
anwends, Vom Gesichtspunkt der in Whitehead-Russell, (Vol I,
H. 59 68) begriindeten Typentheorie bstrachtet, sollten diese Ausdrilcke
als ,systematizel mehrdeutige” bezeichnet werden,
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liaren. Zu diesem Zwecke muss man in die Sprache, deren man
sich bedient, also in diesem Falle in die Umgangssprache, fiir
alle Buchstaben und alle anderen Zeichen, aus welchen die Worte
und Ausdriicke der Sprache bestehen, irgendwelche Einzelnamen,
die aber keine Anfithrungsnamen sind, einftihren; so z. B.
kiimen als Namen der Buchstaben ,a% _e% % 3% .p%
»X“... die Bezeichnungen A%, E* Ef4  Joté  Pe¥, ,Tks®...
in Betracht. Es ist klar, dagss man nunmehr jedem Anfithrungs-
namen einen struktarell-deskriptiven Namen zuordnen kann,
der ohne Anfithrungazeichen aufgebaut ist und denselben Um-
fang besitzt (d. L. denselben Ausdruck bezeichnet), und umge-
kehrt; so entspricht z. B. dem Namen ”nSahnee”u der Name:
s0in Wort, das aus den sechs aufeinander folgenden Buch-
staben: Es, Ce, Ha, Eu, E und E hesteht*. Es lezchtet also
ein, dass man auch fiir strukturell-deskriptive Namen von Aus-
sagen Teildefinitionen vom Typus (2) konstruieren kann. Dies
st ans folgendem Beispiele ersichtlich:

(4y ein Adusdruck, der aus zwei Worten gebildet ist, wvon
denen das erste aus den zwei aufeinander folgenden Buchstaben :
E, Es, das zweife ous den sieben aufeinander folgenden Buch-
staben: Es, Ce, Ha, En, E, I, Te bestehl, ist eine wahkre Aus-
sage dann wnd nur dann, wenn es schneitf.

Sitze, die (3) und (4) analog sind, scheinen evident
zu sein und vollkommen it der Bedeutung des Wortes ,wahr®
iibereinzustimmen, welche in der Formulierung (1) ihren Aus-
druck gefunden hat. Sie erregen auch beziiglich der Klarheit
ihres Inhaltcs und der Korrektheit ihrer Form im allgemeinen
keinen Zweifel (freilich nur wnter der Voraussetzung, dass die
Aussagen, die wir in (2) fiir das Symbol ,p* einsetzen, keine
derartigen Zweifel erregen).

Hier ist jedoch eine gewisse FEinschréinkung ndtig. Es
sind Situationen bekannt, in denen Behauptungen ven eben
diesem Typus i Verein mit gewissen anderen, intuitiv nicht
minder evidenten Primissen zu einem offenbaren. Widerspruch
fithren, némlich zu der sog. Antinomie des Liligners.
Wir wollen eine miglichst einfache, von J. Liunkasiewicz
stammende Fassung dieser Antinomie angeben,

Der grosseren 1lbersichtlichkeit wegen wollen wir uns des
Symbols ,c¢ als typographischer Abkiirzung des Ansdrucks

(11] Der” Wahrheitshegriff 271 , ;

die aul dieser Seite, Zeile 3 wvon oben gedruckte. Aussage

bedienen. Beachten wir nun folgende Aussage:

¢ ist keine wahre Aussage.

Berticksichtigen wir die Bedeutung des Symbols »E4, 8o
kénnen wir auf empirischem Wege feststellen:

(@) nc ist keine wahre Aussage* ist mit c identisch.

Fir den Anfiihrungsnamen der Aussage ¢ (oder irgend
einen anderen ihrer Finzelnamen) stellen wir ferner eine Erkli-
rung vom Typuy (2) auf: '

(8) ,e ist keine wohre Aussage” ist eine wahre Aussage
dann und nur dann, wenn ¢ keine wohre Aussage ist.

Die Primissen () und () zusammen ergeben sofort einen
Widerspruch :

e ist eine wahre Aussage dann und nur dann, wenn ¢
keine wahre Aussage isi. _

Die Quelle dieses Widerspruchs kann man leicht auf-
decken: um die Behauptung {§) zu konstruieren, haben wir
fiir das Symbol ,p“ in Schemsa (2) einon Ausdruck eingesetzt,
welcher selbst den Terminus ,wahre Aussage® enthilt (weshalb
die so gewonnene Behauptung — im Gegensatz z. B. zu (3)
oder (4) — nicht mehr als Teildefinition der Wabrheit gelteg
kann). Man kann jedoch keinen verniinftigen Grund angeben,
der solche Einsetzungen grundsitzlich verbieten sollte.

Tch beschrinke mich hier auf die Formulierung obiger
Antinomie nnd behalte es mir fiir spiter vor, die entsprechenden
Konsequenzen aus dieser Tatsache zu ziehen. Von diese}‘ _Sc-hwie-
rigkeit absehend, versuche ich zunfichst eine Definition der
wahren Aunssage durch Verallgemeinerung der Erklarungen
vom Typus (3) zu konstruieren: Auf den ersten Blick kann
diese Aufgabe als eine ganz leichfe crscheinen — besgnders
fiir jemanden, der den Apparat der modernen mathematischen
Logik einigermassen beherrseht. Man kinnte meinen, dass man
durch die Einsétzung eimer beliebigen Aussagevariablen (d. 1
cines Symbols, fiir das man beliebige Aussagen einsetzen karn.n)
in (8) fiir den zweimal dort anftretenden Aunsdruck 08 sehmeit”
‘nd weiterhin dorch die Feststellung, dass die so gewonnens
Formel fiir jeden Wert der Variablen gilt, ohne weiberes zu
einem Satz gelangt, welcher alle Behauptuugen vom Typus (3)
als Spezialfille nmfassi: '
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(B) fir ein beliebiges p — ,p“ ist eine wahre Aussage
dann und nur dann, wenn p.

Obiger Satz kénnte schon ans dem Gronde nicht als
allgemeine Definition des Ausdrucks ,z ist eine wahre Aussage
gelten, weil die (Gesamtheit der méglichen Einsetzungen fiir das
Symbol 2% hier auf die Anfiithrungsnamen eingeschrankt wurde.
Um diese Einschrinkuing zu beseitigen, miisste man sich anf
die bekannte Tatsache berufen, dass jeder wahren Aussage
(und tberhaupt jeder Aussage) ein Anfithrungsname entspricht,
der eben diese Aussage bezeichnet®), Auf Grund dieser Tat-
sache kinnte man eine Verallgemeinerung der Formulierung (%)
z. B. auf folgende Weise versuchen:

(6) Fitr ein beliebiges © — z ist eine wahre Aussage dann
und nur dann, wenn — Ffir ein gewisses p — z mit ,p* iden-
tisch ist wund dabei p.

Auf den ersten Bliek wiirden wir vielleicht geneigt sein,
den Satz (6) als korvekbte semantische Definition des Aus-
drueks ,wahre Anssage® gelten ziu lassen, welche auf prizise
Weise die Intention der Formulierung (1) realisiert, und sie
deshalb als zufriedenstellende Lisung des ung hier interessie-
renden Problems anzuerkennen,” Im Grunde genommen ist
jedoch die Sache keineswegs so einfach: sobald wir die Bedeu-
tung der in (5) und (6) auftretenden Anfiithrungsnamen zu analy-
sieren beginnen, bemerken wir eine Reihe von Schwierigkeiten
und Gefahren.

Die Anfithrungsnamen kann man so wie einzelne Worte
einer Sprache behandeln, also so wie syntaktisch einfache

Ausdriicke; die einzelnen Bestandteile dieser Namen — die
Anfihrungszeichen uad die in den Anfithrungszeichen stehenden
Ausdriicke — erfiillen dieselbe Funktion, wie die Buchstahen

oder die Komplexe der aunfeinanderfolgenden Buchstaben in
den. einzelnen Worten, sie besitzen also in diesem Zusammen-
hang keine selbstindige Bedeutung. Jeder Anfithrungsname
ist dann ein konstanter Einzelname einos bestimmten Aus-

% Diese Tatsache kinnte man z. B. auf folgende Weise formulieren:
(5 fiir ein beliebiges & — wenn x eine wahre Aussage ist, so
ist — fiir etn gewisses p — x mit ,p* identisch; )
aus den Primissen (5} und (5) kann man den unten angefiihrten Satz (6)
als Konklusion ableiten.
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drucks (nidmlichk des in Anfilhrungszeichen gefassten Aus-
drucks), und zwar ein Name von demselben Charakter wie die
Figennamen der Menschen ; so bezeichnet z. B. der Name ﬂ,.,p““
einen der Buchstaben des Alphabets, Bei dieser Interpretation,
welche nb. die natiirlichste zu sein und der gewihnlichen
Gebrauchaweise der Anfihrungszeichen vollkommen zu ent-
sprechen scheint, sind Teildefinitionen vom Typus (3) fiir irgend
welche verniinftige Verallgemeinerungen. nicht verwendbar.
Keineswegs kann die Aunssage (5) bzw. (6) als eine solche
Verallgemeinerung gelten: bel Anwendung der sog. Einsetzungs-
regel auf (5) haben wir nimlich kein Recht, irgend etwas fiir
den Buchstaben ,p“, welcher als Bestandteil eines Anfithrungs-
namens auftritt, einzusetzen (so wie es uns nicht erlaubt ist,
itgend etwas fiir den Buchstaben ,w* in dem Worte ,wakre®
cinzusetzen). Daher erhalten wir als Konklusion nicht (3),
sondern folgende Aussage: ,p“ ist eine wahre Aussage dann
und nur dann, wenn es schneit. Man ersieht bereits hieraus,
dass die Aunssagen (D) und (6) keine Formulierungen jener
(edanken sind, die wir ausdriicken méchten, und dass sie sogar
offenbar unsinnig sind. Die Aussage (b) fihrt sogar sofort zu
einem Widerspruch, denn man kann aus ihr, necben der chen
angegebenen Konsequenz, ebengo leicht die thr widersprochende
Konsequenz ableiten: [ p“ isi eine wahre Aussage dann und
nur dann, wenn es nicht schneif. Die Aussage (6) allein fiihrh
zwar zu keinem Widerspruch, es folgt aber aus ihr der offenbar
widersinnige Schluss, wonach der Buchstabe ,p* die einzige
wahre Aussags wiire.

Um obigen Betrachtungen grossere Klarheit zu verlethen,
wollen wir die Bemerkung hinzufiigen, dass man bei dieser
Auffagsung der Anfithrungsnamen dieselben iiberhaupt aus der
Sprache eliminieren und sie tberall =z, B. durch entsprechende
strakturell-deskriptive Namen ersetzen kann. Wenn wir jedoch
die fiir solehe Namen konstruierten Erklérungen vom Typus (2),
z. B, die Erklirung (4} betrachten, so schen wir keinen Weg,
der zur Verallgemeinerung dieser Exkliirungen fithrt; ersetzen wir
andrerseits in (D) oder (6) den Anfiihrungsnamen n,,p““ durch
den nmfangsgleichen strukturell-deskriptiven Namen ,Pe* (bzw.
wdas Wort, das aus dem einzigen Buchstaben Pe besteht*),
g0 wird der Widersinn der so erhaltenen Formulierungen sofort
in dic Augen springen. 18
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Um den Siun der Sitze (5) und (6) zu retten, miissen
wir zu einer ganz anderen Interpretation der Anfithrungsnamen
greifen. Diese Namen milssen wir schon als syntakiisch zusam-
mengesetzte Ausdricke behandeln, deren syntakiische Bestand-
teiloe sowohl die Anfithrungszeichen wie auch die darin ste-
henden Ausdriicke sind. Niché alle Anfithrungsausdriicke sind
dann konstante Namen: der in (B) und (8) auftretende Aus-
druck n.np““ muss z B. als Funktion angesehen werden, deren
Argument eine Aussagevariable ist und deren Werte konstante
Anfithrungsnamen von Aussagen sind; eine solche Funktion
wollen wir als Anfihrungsfunktion bezeichnen. Die Anfiib-
runguzeichen werden so zu selbstindigen Worten ans dem Ge-
biete der Semantik, die der Bedeutung nach dem Worte yName®
nahe stehen und in syntaktischer Hinsicht die Rolle von Funk-
toren spielen?). Es entstehen dann neue Komplikationen. Der
Sinn  der Anfihrungsfunktion und der Anfiithrungszeichen
selbst ist nicht geniigend klar. Jedenfalls sind es keine exten-
sionalen Tunktoren: die Aussage .fir beliebige p und ¢ —
ist p danm und nur dann, wemn q, so ist 2D identiseh mit
,g°* steht obne Zweifel in krassem Widerspruch zur @iblichen
Verwendungsweise der Anfithrungszeichen. Schon aus diesem
Grunde wirde die Definition (6) fiir Alle unannehmbar sein,
die konsequent den Grebrauch intensionaler Funktoren vermeiden
wollen und sogar der Meinung sind, eine tiefere Anglyse mache
o8 unméglich, solehen Funktoren irgend welchen prizisen Sinn
zazuschreiben ®). Der Gebrauch der Anfithrungsfunktion setzt
ans ferner der Gefahr aus, in verschiedene semantische Anti-

7) Funktoren nennen wir solche Worte wie liest® in dem Aus-
druck ,z lest® (sin aussagebildender F¥unktor mit einem Individuen-
namen als Argument), ,sieht* in dem Awusdruck sieht #“ {ein aussage-
pildender Funktor mit zwei Namenargumenten), ,Vater” in dem Ausdruck
oder Vater des x* (ein mamenbildender Funktor mit einem Namen-
argument), poder in dem Ausdruck ,p oder g (ein aussagebildender
Funktor mit zwei Aussageargumentenj; die Anfuhrungszeichen sind
ein Beispiel fiir einen namenbildenden Funktor mit einem Aussage-
argument. Der Terminus ,Funkéor® stammt von T. Kotarbinski, die
Termini ,anssagebildender Funktor? und yoamenbildender Funktor® —
von K. Ajdukiswicz; vgl Ajdukiewics, 8 16 und 147.

8y, Das schwierige Problem der Extensionalitit werde ich hier nicht
niher besprechen; vgl. zu dieser Frage Carnap, wo die Literatur des
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nomien, z. B. in die Antinomie des Liigners verwickelt zu
werden. Das gilt sogar fiir den Fall, dass wir — woitgehende
Vorsicht walten lassend — nur von den fast evident scheinen-
den FEigenschaften der besprochenen Funktionen Gebrauch
machen. Im Gegensatz némlich zu derjenigen Fassung der
Antinomie des Liigners, die wir oben kenmen gelernt haben,
kann man die betrachtete Antinomie ganz ohne Anwendung
des Ausdrucks ,wahre Aussage? formulieren, indem man die
Anfihrungsfunktionen mit variablem Argument einfiihvt. Eine
Skizze dieser Formulisrung soll angegeben werden.

Das Symbol ,e% sei sine typographische Abkiirzung des
Ausdrucks ,die auf dieser Seite, Zeilen 14 und 15 von oben
gedruckte Aussage®. Wir nehmen folgende Aussage in Betracht:

fiir ein beliebiges p — ist ¢ mit der Aussage ,p“ iden-
tisch, so nichi p
(falls wir (6) als Definition der Wahrheit annehmen, so besagt
obige Anssage, dass ¢ keine wahre Aussage sei).

Wir stellen empirisch fest:

(@) die Aussage ,fiir beliebiges p — ist ¢ mit der Aus-
sage ,p* identisch, so nicht p“ ist mit c identisch.

Ausserdem machen wir nur eine einzige erginzende Vor-
aussetzung, welche sich auf die Aufiithrungsfanktion bezieht
und keinen Zweifel zu erregen scheint:

(B) fiir beliebige p und q — st die Aussage ,p* mit
der Aussage ,q% identisch, so p dann und nur dann, wenn q.

Aug den Priamissen (&) und {#) leiten wir mit Hilfe ele-
mentarer Gesetze der Logik leicht einen Widerspruch ab.

Nur nebenbei mochte ich noch auf andere Gefahren auf-
merksam machen, denen uns die konsequente Anwendung obiger
Interpretation der Anfiihrungszeichen aussetzt — niémlich auf
die Mehrdeutigkeit. gewisser Ausdriicke [so muss z. B. der
Anfithrungsansdruck, welcher in (b)) und (6) auftritt, in ge-
wissen Bituationen als Fuauktion mit veriinderlichem Argument
betrachtet werden, in anderen dagegen ist er ein konstanter

Problems angegeben ist, und hesonders Whitehead-Russellt- Yol. I,
5. 659--666. Man muss beachten, dass man mit den Termini ,extensional*
und ,intonsional* gewshnlich die aussagebildenden Funktoren bezeichﬁet,
wiithrend sie im Texte anf die Anfahrungszeichken, also auf namenbildende
Fonktoren angewendet werden. . '

*
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Name, welcher eoinen Buchstaben des Alphabets bezeichnet};
ferner auf die Notwendigkeit, gewisse sprachliche Konstruk-
tionen zuzulassen, deren Ubereinstimmung mit den Grund-
gesetzen der Syntax mindestens zweifelhaft ist, z. B. sinn-
volle Amnsdriicke, welche als syntaktische Bestandteile sinnlose
Auyadriicke enthalten (als Beispiel kann jeder Anfohrungsname
eines sinnlosen Ausdrucks dienen). — Aus allen diesen Griinden
scheint sogar bei der neuen Auffassung der Anfithrungs-
zoichen die Korrektheit der Definition (6) stark erschiittert
ZU sein. :

Die bisherigen Erwigtugen berechtigen uns jedenfalls
zur Feststellung, dass der Versuch, eine korrekte seman-
tische Definition des Ausdrucks ,wahre Aussage®
aufzubauen, auf wesentliche Schwierigkeiten
gtosst, Wir kennen nicht einmal eine allgemeine Methode,
die es uns gestatten wiirde, die Bedeutung eines belichigen kon-
kreten Ausdrucks vom Typus .z ist eine wahre Aussage®, wo
an Stelle von ,z% irgend ein Einzelname einer Aussage steht,
zu prizisieren. Die an den Beispielen (3) und (4) illusbrierte
Methode lisst nuns in solchen Situationen im Stich, in weichen
wir fir einen gegehenen Namen einer Aussage nicht die
durch diesen Namen bezeichnete Aussage aufzeigen kinnen
(als Beispiel eines solchen Namens kann z. B. ,die erste Aus-
sags, welche im Jahre 2000 gedruckt sein wird“ dienen};
wollten wir aber in einem solchen Falle zu der Konstruktion,
die bei der Formulierung der Definition (6) verwendot wurde,
Zuflucht nehmen, so wiirden wir uns allen den Verwicklungen
anssetzen, von denen oben die Rede war.

In dieser Sachlage dringt sich der Gedanke auf, bei der
Losung unseres Problems zu anderen Methoden zu greifen.
Tch will hier nur auf einen derartigen Versuch aufmerksam
machen, namlich auf den Versuch, cine strukturelle Defi-
nition zu konstruieren. Das allgemeine Schema dieser Defi-
nition wirde sich annihernd folgendermassen darstellen: eine
wahre dussage ist cine Aussage, welche die und die strulturcllen
FEigenschaften (d. i. Eigenschaften, welche die Gestalt und
Aufeinanderfolge der einzelnen Bestandteile des Ausdrucks
betreffen) besifzt oder welche man aus so und so strukturell
beschricbenen Ausdriicken mit Hilfe der und der strukiurellen
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Umformungen gewinnen kanwn. Als Ausgangspunkt kinnen hier
zahlreiche aus der formalen Logik geschipfte (esetze dienen,
welche aus gewissen strukturellen Eigenschaften der Aussage
auf ihre Wahrheit hzw. Unwahrheit oder aus der Wahrheit
bzw. Unwahrheit gewisser Aussagen aul analoge Eigenschaften
anderer Aussagen, die man aus den gegebenen Aussagen
mit Hilfe dieser oder jener strukturellsn Umformungen erhalten
kann, zn schliessen gestatten. Hier einige triviale Beispiele
solcher Gesctze: jeder Awsdruck, der aus vier Teilen besteht,
won denen den ersten das Wort ,wenn®, den dritlen das Wort
»80%, den zweilen und den vierten dieselbe Aussage bildet, ist
eine wahre dussage; wenn eine wahre Aussage aus vier Teilen
besteht, won denen den ersten das Wort ,wennY, den zweiten
cine wahre Aussage, den dritten das Wort ,s0% bildel, so ist
auch der vierfe Teil eine wahre Aussage. Solche Gresetze (beson-
ders vom zweiten Typus) haben eine grosse Tragweite: mit
ihrer Hilfe kann men =z B. jede fragmentarische Definition
der Wahrheit, deren TImfang eine beliebige Kategorie von
Aunssagen umfasst, auf alle zusammengeseizten Aussagen aus-
dehnen, die man aus Aussagen der gegebenen Kategoria durch
ihre Verbindung mittols solcher Ausdriicke, wie ,wenn..., so%,
pdann und nur dann, wenn®, ,oder% ,und¥ ,nicht® — kurz
gesagt, mittels der zum (rebiete des sog. Anssagenkalkiils (Theorie
der Deduktion) gehorenden Ausdriicke — aufbanen kann. Dies
fiihrt auf die Idee, geniigend viele, gentigend starke und allge-
meine Gesetze von der erwihnten Art aufzustellen, so dass jede
Aussage unter eines dieser Gesetze fallen miisste; auf diese
Weise wiirde man sine allgemeine strukturelle Definition einer
wahren Aussage erreichen. Auch dieser Weg scheint jedoch fast
aunssichtslos, wenigstens in Bezug auf die Umgangssprache, Die
Umgangssprache ist nichts ,Fertiges®, Abgeschlossenes, durch
deuiliche Grenzen Umrissenes; es steht nicht fest, welche
Worte man zu dieser Sprache hinzufiigen kann, welchs also im
gewigsen Sinne ihr schon ,potentiell angehtren; wir sind
nicht imstande, unter den Ausdriicken der Sprache diejenigen,
welche wir Aussagen nennen, strukturell zu bestimmen; umso
weniger aber kinnen wir unter allen Aussagen die wahren
chavakterisieren. Der Versuch, eine strukturells De-
finition des Terminus ,wahre Aussage¥ aufzu-
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bauen, stosst — auf die Umgangssprache ange-
wendet -~ auf Schwierigkeiten, die wir nicht

iiberwinden kénnen.

Das Scheitern der bisherigen Versuche fithrt von selbst
auf die Vermutung, dass das hier betrachtete Problem sich
#iberhaupt nicht in befriedigender Weise lisen lasst. Man kann
sich tatsiichlich auf gewichtige Argumente allgemeiner Natur
berufen, welche diese Vermutung nahelegen und welche ich
hier nur kurz besprechen werde.

Ein charakteristisches Merkmal der Umgangssprache (im
Cregensatz zu verschiedenen wissenschaftlichen Sprachem) ist
ihr Universalismus: es wire mit dem Geiste dieser Sprache
unvereinbar, wenn in irgend einer anderen Sprache Worte oder
Ausdrticke auftreten wirden, die man nicht in die Umgangs-
sprache iibersetzen konnte; ,wenn man fiberhaupt tiber irgend
etwas sinnvoll sprechen kann, so kann man daritber auch in
der Umgangssprache sprechen®. Dieser universalistischen Ten-
denz der Umgangssprache in Bezug auf gemantisché Unier-
suchungen folgend, miissen wir konsequenterweise in die Sprache
neben ihren béliebigen Aussagen und anderen Ausdricken
auch die Namen dieser Aussagen und Ausdriicke, weiterhin
die Aunssagen, welche diese Namen enthalten, ebensc solche
semantische Ausdriicke wie ,wahre Anssage®, ,Name‘, ,be-
zeichnen® u. 8. w. aufnehmen. Andrerseits ist eben dieser
Universalismus der Umgangssprache im Gebiete der Semantik
vermutlich die wesentliche Queile aller sog. semantischen
Antinomien, wie der Antinomie des Liigners oder der hetero-
logischen Worte; diese Antinomien scheinen einfach ein Beweis
dafiir zu sein, dass sich auf dem Boden jeder Sprache, welche
im obigen Sivne nniversal wire und fiir welche hiebei die nor-
malen Gesetze der Logik gelten sollten, ein Widerspruch
orgeben muss. Dies betrifft besonders jene Formulierung der
Antinomie des Li#igmers, welche ich Seite [10} und [L1] ange-
goben habe und welche keine Anfithrungsfunktion mit variablem
Argument enthilt. Wenn wir ndmlich dic Antinomie in obiger
Formulierung analysieren, so gewinnen wir die Uberzeugung,
dass keine wiederspruchsfreie Sprache existieren kann, fir
welche die gewdhnlichen (esetze der Logik gelten und die
zugleich folgende Bedingungen erfiillt: (I) neben einer helie-
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bigen Aussage, welche in der Sprache auftritt, gehdrt auch ein
gewisser Hinzelname dieser Aussage zur Sprache; (II) jeder
Ausdruck, der aus (2) durch Ersetzung des Symbols ,p* durch
eine beliebige Aussage der Sprache und des Symbols ,z —
durch einen Kinzelnamen dieser Aussage entsteht, soll als
wahre Aunssage dieser Sprache anerkannt werden; (III) in der
betrachteten Sprache lisst sich eine empirisch begriindete und
wmit (@) gleichbedentende Priimisse formulieren und als eine
wahre Aussage anerkenmen?).

Sind obige Bemerkungen richtig, so scheint se lbst
die Mdglichkeit eines konsequenten und dabel mit
den Grundsitzen der Logik und dem Geiste der
Umgangssprache iibereinstimmenden Gebranchs
des Ausdrucks ,wahro Aussage® und, was daraus
folgt, die Mdéglichkeit des Aufbaus irgend welcher
korrekten Definition dieses Ausdrucks sehr in
Frage gestellt.

§ 2. Formalisierte Sprachen, inshesondere
die Sprache des Klassenkalkiils.

Den Versuch einer Losung des besprochenen Problems
in Bezug auf die Umgangssprache gebe ich also aus den im
§ 1 dargelegten Griinden auf und beschrinke mich im weiteren
Verlaufe der Untersuchung ausschliesslich auf die formali-
sierten Sprachen??). Ich kinnte sie ungefihr als sclche
(kitnstlich konstruierte) Sprachen charakterisieren, in denen

%) Die Antinomie der heterologischen Worte (die ich hier nicht dar-
stellen werde — vgl. Grelling-Nelson,, 8. 807) tbertrifft die Antinomie
des Ligpers insoweit an Einfachkeit, als in ihrer Formulierung keine
empirische Primisse anftritt, die («) analog wiire; sie fiihrt auch zu einer
entsprechend stirkeren Schlussfolgerung: es kann keine widerspruchsireie
Sprache geben, welcke dio ublichen Gesebze: der Logik beibehilt nnd zwei
gawisse Pedingungen erfuilt, die (I) und (II} analog sind, sich aber von
jenen dadurch unterscheiden, dass in ihnen micht von Aussagen, sondern
von Namen und nicht von der Wahrheit der Aussagen, sondern von der
Relation des Bezeichnens die Rede ist.

19 Die fur formalisierte Sprachen gewonnenen Ergebnisse haben
auch in Bezug nuf die Umgangssprache eine gewisse Geltung und zwar
dank dem Universalismus der letzteren: indem wir eine beliebige Defini-
tion einer wuhren Aussage, die fiir diess oder jene formalisierte Sprache
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der Sinn jedes Ausdrucks durch seine (testalt eindeutig hestimme
ist. Ohne eine vollig erschopfende und prizise Beschreibung
zu versuchen, die wohl mit gressen Schwierigkeiten zu kiimpfen
hitte, werde ich hjer auf einige wesentliche Rigenschaften
aufmerksam machen, welche die aktuell bhekannten formali-
sierten Sprachen besitzen. Und zwar: (a} fiir jede dieser Sprachen
gibt man an oder beschreibt (sirukturell) simtliche Zeichen,
aus denen die Ausdriicke der Sprache gobildet
sind; (8) unter allen miglichen Ausdriicken, die aus diesen
Zeichen gebildet werden kinnen, sondert man mit Hilfe rein
struktureller Eigenschaften diejenigen ans, die als Aussagen
bezeichnet werden. Ferner konstruiert man die formalisierten
Sprachen, wenigstens bis jetzt, ausschliesslich zu dem Zwecke,
am auf ithrem Boden formalisierte deduktive Wissen-
schaften zo betreiben; die Sprache wiichst mit der Wissen-
schaft zu einem Ganzen zusammen, s0 dass man von der Sprache
dieser oder jener formalisierten deduktiven Wissenschaft spricht,
anstatt von dieser oder jener formalisierten Sprache zu reden.
Darum treten, im Zusammenhang mit der Art, wie deduktive
Wissenschaften , aufgebant werden, weitere charakteristisehe
Eigenschaften der formalisierten Spraghen auf. Und zwar:
(¥) gibt man an oder beschreibt strukturell eine Kaiegorie von
Aussagen, welche man Axiome oder Grundsitze nennt;
(6} in speziellen Regeln, den sog. Schlussregeln, hebt man
gewisse Operationen von strukturellem Charakter hervor, welche
die Umformung von Aussagen in andere Aussagen ermiglichen,
wobei die Aussagen, welche man aus gegebenen Aussagen durch
ein- oder mehrmalige Anwendung dieser Operationen gewinnen
kann, Folgerungen aus den gegebenen Aussagen genannt
werden; insbesondere werden die Folgerungen aus den Axiomen
als boweisbare oder anerkannte S#tze bezeichnet 1),

kongtruiert wurde, in die Umgangssprache iibersetzen, erhalten wir eine
fragmentarische Definition der Wahrheit, welche sine weltere oder engere
Kategorie von Aussagen umfasst.

) Die Formalisierung einer Wissenschaft l4sst gowdhnlich die M-
glichkeit der Binfthrung neuer Zeichen in die Wissenschaft zu, die anfangs
explicite nicht angegeben worden sind. Diese Zeichem — definierte
Zeichen gemannt (im Gegensatz zu den Grundzeichen) — erscheinen
zum ersten Mal in der Wissenschaft in Auedriicken von spezieller Struktur,
den sog. Definitionen, welche man auf Grund besondersr Regeln —
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Es eritbrigt sich vielleicht hinzuzufiigen, dass uns hier
pformale® Sprachen und Wissenschaften in einem besonderen
Sinne des Wortes ,formal“ gar nicht interessieren, nimlich
solche Wissenschaften, deren Zeichen und Ausdriicken kein
inhaltlicher Sinn zukommt, Fiir solche Wissenschaften ver-
liert: das hier besprochone Problem jede Relevanz, ja es wird
hier geradezn unverstindlich. Den Zeichen, die in den hier
betrachteten Sprachen auftreten, schreiben wir immer ganz
konkrete und fiir ans verstindliche Bedeutungen zul?). Die
Ausdriicke, die wir Aussagen nennen, bleiben Aussagen auch
nach der Ubersetzung der in ihmen auftretenden Zeichen in
die Umgangssprache; Aussagen, die als Axiome ausgezeichnet
wurden, scheinen uns inhaltlich wahr zu sein: bei der Wahl
der Schinssregeln leitet uns stets das Pringip, dass man auf
GGirund dieser Regeln, wenn sie auf wahre Aussagen angewendet
werden, zn neuen wabren Aussagen gelangen soll13),

Im (Gegensatz zur Umgangssprache besitzen die formali-
sierten Sprachen keineswegs den universalistischen Charakter,
von dem am Ende des vorigen Paragraphen die Rede war.
Insbesondere enthilt der grisste Teil dieser Sprachen iber-
hanpt keine Termini aus dem Giebiete der Lehre vou der
Sprache, also z, B. keine Ausdriicke, dic Zeichen und Ausdriicke
derselben oder einer amderen Sprache bezeichnen oder die
zwischen ihnen bestehende Strukturzusammenhinge beschrei-
ben (selche Ausdriicke werde ich in Ermangelung eincs besse-
ren Terminus strukturell-deskriptive nennen). Daram
milssen wir immer, wenn wir die Sprache einer formalisierten
deduktiven Wissenschaft untersuchen, zwischen der Sprache,

der Definitionsregeln — konstruiert. Die Definitionen werden manch-
mal als anerkannte Sitze der Wissenschaft botrachtet. Dieses Moment
der Formalisicrung einer Sprache werde ich im weiteren Verlaufe nicht
in Betracht ziehen.

) Genan genommen betrifft dies einzig die sog, Konstanten. Va-
riable und technische Zeichen (wie Kiammern, Punkte u. s, w.) besitzen
keine selbstindige Bedentung; sie tben dagegen cinen wesentlichen Eip-
fluss anf die Bedentung der Ausdriicke aus, deven Restandteile sie sind.

3 Schliesslich werden die Definitionen so konstruiert, dass sie die
Bedentung der Zeichen, welche in die Sprache eingefuhrt werden, mit
Hilfe von Grundzeichen wnd bereits definicrten Zeichen erlautexn oder
bestimmen (vgl. 1)
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von der wir sprechen, und der Sprache, in der wir sprechen,
sowie auch zwischen der Wissenschaft, die Gegenstand der
Betrachtung ist, und der Wissenschaft, in der die Betrachtung
angestellt wird, deutlich unterscheiden. Die Namen der Aus-
dritcke der ersten Sprache und der zwischen ihnen bestehenden
HBelationen gehoren schon zu der zweiten Sprache, der sog.
Metasprache (welche iibrigens die Grundsprache als Fragment
enthalten kann); die Beschreibung dieser Ausdriicke, die Defi-
nition der komplizierteren — und zwar besonders der mit dem
Aufban einer deduktiven Wissenschaft verkniipften — Begriffe
(wie des Begriffs der Folgerung, des beweisbaren Satzes, ev.

der wahren Aussage), die Bestimmung der Eigenschaften dieser.

Begriffe ist schon die Aufgabe der zweiten Wissenschaft, die
als Metawissenschaft bezeichnet wird.

Tiir eine recht umfangreiche Gruppe von formalisierten
Sprachen kann man eine Methode angeben, welche die Kon-
struktion korrekter Definitionen der wahren Aussage fiir jede
einzelne dieser Sprachen ermoglicht. Die allgemeine, abstrakte
Beschreibung dieser Methode und der Sprachen, auf welche sie
Anwendung findet, wiirde vecht beschwerlich und nicht beson-
ders iibersichtlich sein. Tch ziehe es daher vor, den Leser auf
einem anderen Wege mit dieser Methode bekannt zu machen:
ich worde nimlich eine Definition dieser Art in Bezug auf
cine ganz konkrete Sprache bilden und zugleich ihre wichtig-
sten Konsequenzen darlegen; die Fingerzeige, die ich sodann
im § 4 dieser Arbeit geben werde, werden — so glaube ich —
in hinreichendem Maasse belehren, wie man die an diesem
Beispiele veranschaulichte Konstruktionsmethode auf andere
Sprachen von einem #hnlichen logischen Bau anwenden kanu.

Als Objekt meiner Betrachtungen wahle ich die Sprache
einer fnsserst einfachen und dem Leser sicherlich gut bekann-
ten deduktiven Wissenschaft, nimlich des Klassenkalkils.
Der Klassenkalkiil ist — wie bekannt - ein Teilstitck der
mathematischen Logik und kann als eine der Interpretationen
ener nformalent Wissenschaft, die gewshnlich Algebra der
Logik genannt wird, aufgefasst werden ).

4) Vgl. Sekroder,, 1. Bd. (besonders 8. 160--163) und White-
bead-Russelly, Vol. I, 8. 206—212.

Y
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Unter den Zeichen, aus denen die Ausdriicke der betrach-
teten Sprache bestehen, unterscheide ich zwei Arten: Kon-
stante und Variable!5). Ich fithre nur vier Konstante ein:
das Negationszeichen ,N¢ das Zeichen der logi-
gschen Summe (Alternative, Disjunktion) 4% das
Allzeichen /¥ und endlich das Inklusionszeichen
x4 1%, Diese Zeichen, betrachte ich als beziehungsweise gleich-
bedeutend mit den Ausdricken der Umgangssprache ,nicht¥,
soder®, ,fiir ein beliebiges“ (in dem Sinne, in welchem dieser
Ausdruck z. B. in Aussage (6) des § 1 verwendet wurde) und
pist in... enthalten®. Als Variable kénnte man prinzipiell ganz
beliebige Symbole verwenden, wenn nur ihre Anzahl nicht im
Vorhinein begrenzt ist und wenn sie ihrer Gfestalt nach sich von
den Konstanten unterscheiden. Fiir den weiteren Verlauf der
Betrachtungen ist jedoch die genaue Angabe der Gestalt dieser
Zeichen, und zwar in solcher Weise, dass man diese Zeichen
leicht in eine Folge arordnen (abzihlen) kann, technisch wichtig.
Ich verwende also hier als Variable ausschliesslich solche
Symbole wie ,z,% .2,% ,%,,% und analoge Zeichen, die aus

_ %) Dagegen vermeide ich es, indem ich mir eine Bemerkung
von Bukasiewicz nutzbar mache, hier in die Sprache irgend welehe
technische Zeichen (wie Klammern, Punkte u. . w.) einzufithren, und
dies hauptsichlich dank dem Umstande, dass ich in jedem sinnvellen
Avsdrucke die Funktoren stets vor die Argumnente steile; vgl. Lnka-
siewicwg, insbesondere 8, V u. 40.

16) In dem Klsssenkalkil treten gewthnlich noch viele andere
Konstante auf, z B. das Existenzzeichen, die Zeichen der Implikation
des logischen Produkts {der Konjunktion), der Agquivalenz, der Gr]eichj
heit sowie des Komplements, der Summe und des Produkts von Klas-
sen™); darum lésst sich in der betrachteten Sprache — formal genom-
men — nur ein Bruchsttick des Klassenkalkiils begriinden. Es ist aber
zu bemerken, dass alle Konstanten des Klassenkalkills in diese Sprache
als definierte Termini eingehen kinnten, wenn wir die Formalisierung
der Sprache vervollstindigten, indem wir die Einfithrung nener Zeichen
mit Hilfe von Definitionenil}) erméglichten; dank diesem Umstande
menilgt schon unserc fragmentarische Sprachs, um jeden Gedanken ausza-
driicken, der in der vollstiindigen Spracke der betrachteten Wissenschaft
formuliert werden kann. — Ich bemerke noch, dass man aus der betrach-
Feten Sprache sogar das Zeichen der Inklusion ,f* eliminieren kann,
indem man die Ausdriicke vom Typus ,ay“ (wo anstatt &% und %
beliebige Variable anftreton) so interpretiert, wie wir im weiteren Verlauf
den Ausdruck ,Jry“ interpretieren werden.
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dem Symbol ¢4 und einer Anzahl kleiner, unten sngefigter
Striche bestehen. Das Zeichen, welches & kleine unten ange-
fiigte Striche enthiillt (wo %k eine beliebige natiirliche, von O
vorschiedene Zahl ist), soll Variable kt*r Gestalt helssen.
In der inhaltlichen Interpretation der Sprache, die ich hier stets
im Auge habe, repriasentieren die Variablen immer Namen von
Klassen von Individuen. Als Ausdriicke der Sprache treten
teils einzelne Konstante und Variable, teils Komplexe solcher
aufeinanderfolgenden Zeichen auf, z B. =z, Nz, %, Nk, z,%
Ak, z, Iz,,z,% 0% 0zIv,=,.Y .Ip,5.% ¢ s. w. Auns-
driccke vom Typus ,Np“, ,d4dpg*, ,lzp* und Jlzy*, wo an
Stelle von ,p* und ,g% beliebige Aussagen oder Aussage-
funktionen (die Bodeutung dieser Termini wird unten erkiirt
werden) und an Stelle von ¢ und ,y“ beliebige Variable
auftreten, lesen wir beziehungsweise: .nicht p¥ oder ,es ist nicht
wahr, dass p*17), .» oder ¢¢, ,fiir cine beliebige Klasse a—p*
und ,die Klasse z ist in der Klasse y enthalten®. ‘Von zusam-
mengesetzten Amunsdriicken, d. i solchen, die keine Zeichen
gind, kann man behaupten, dass sie aus zwei oder meh-
reren anderen, einfacheren Ausdriicken bestehen; so
besteLt z. B, der Ausdruck ,NIz,#,,“ aus den zwel aufeinander-
folgenden Ausdriicken &% und Jr,z,% oder aus den Aus-
driicken ,ANT% und ,2,2,% oder endlich aus den Ausdriicken
SNIp 4 und ,z,,% .

Das eigentliche Gebiet der folgenden Betrachtungen wird
freilich nicht die Sprache des Klassenkalkiils selbst, sondern
die ilir entsprechende Metasprache sein; unsere lntersuchangen
gehoren zn dem auf dem Boden dieser Metasprache entwi-
ckelten ,Metaklassenkalkiil. Hieraus entspringt das
Bediirfnis, den Leser — wenn auech nur fliichtig — mie der
Struktur der Metasprache und der Metawissenschaft bekannt
zu machen. Ich beschréinke mich hier auf die zwel wichtigsten
Momente, nimlich auf die Aufziihlung aller der Zeichen und
Ausdriicke, von denen ich in der Metasprache Gebrauch machen

1y Aus siilistischen Grinden gebrauchen wir manchmal snstatt
des Wortes ,nicht® den Ausdruck ,es ist nicht wahr, dass®, wobei wir
diesen ganzen Amsdruck als cin einzelnes Wort behandeln, ohne seinen
pinzelnen Teilen und insbesondere dem in ihm auftretenden Worte ,wahr®
irgendwelche selbstindige Bedeutung zuzuschreiben,
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werde, ohne ihre Bedeutung im Verlaufe der TUntersuchung
naber zu orkliven, und auf die Aufstellung. eincs Systems
dor Axiome, welche znr Grundlegung der Metawissenschaft
oder wenigstens zur Begriindung der in dieser Arbeit enthal-
tenen HFrgebnisse geniigen. Diese heiden Momente stehen in
inniger Verbindung mit dem fundamentalen Problem unserer
Untersuchungen: witrden wir sie nicht berlicksichtigen, so
kénnten wir weder sinnvoll behanpten, dass es ung gelungen
se, irgend einen Begriff anf dem Boden der Metasprache korrekt
definiert zn haben, noch dass die kounstruierte Definition diese
oder jene Konsequenzen besitze, Ich will dagegen hier gar
nicht versuchen, der Metawissenschaft den Charakter einer
streng formalisierten deduktiven Wissenschaft zn verleihen.
Ich begniige mich einzig mit der Bemerkung, dass — ausser
den zwei angefithrten Momenten — der Prozess der Formali-
sierung der Metawissenschaft keine spezifische Eigenart auf-
weist; itnshesondere unterscheiden sich die Schluss- und Defi-
nitionsregeln in nichts von den Regeln, die beim Aufbau
anderer formalisiorter deduktiver Wissenschaften Anwendung
finden. :

Unter den Ansdriicken der Metasprache kann man zwei
Kategorien unterscheiden. Die erste Kuategorie hilden A us-
driicke von allgemein-logischem Charakter, die
aus irgend einem geniigend ausgebauten System der mathema-
tischen Logik geschépft sind1®); man kinnte sie in Grund-
ausdriicke und definierte Ausdriicke einteilen, dies wire jedoch
in diesem Zusammenhange ganz zwecklos. Wir werden hier
in erster Reihe die Ausdriicke wiederfinden, welche mit den
Konstanten der von uns bebtrachteten Wissenschaft gleich-
bedeutend sind, alse ,nieht* bzw. ,es ist niecht wahr,
dasg“?"), ,oder¥ ,fir ein beliebiges’ und ,ist in....
enthalten® — symbolisch ,C % Diesemn Umstand ist es
zuzuschreiben, dass wir jeden Ausdruck der Sprache in die

%) Z. B, aug dem Werke Whitehead-Russell, (ich heabsichtige
hier jedoch keineswegs irgend eine spezielle logische Symbolik anzu-
wenden und werde — ausser den Ausnahmen, die ich explicite angeben
werde, - Ausdriicke der Umgangssprache gobrauchen). Uber die Bedeutung
der unten angegebenen allgemeinJdogischen Ausdriicke informiert auch
Uarnap,.
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Metasprache iibersetzen kinnen ; so bildet z. B, die Aussage ,far
jedes a (bzw. fiir jede beliebige Klasse &) — aCa¥
die Ubersetzung des Ausdrucks ,Ifz, Iz,z,%. Zu derselben Kate-
gorie gehdrt weiterhin eine Reihe analoger Ausdriicke aus dem
Gebiete des Aussagenkalkiils, des Funktionenkalkiils (Theoris
der scheinbaren Variablen} und des Kiassenkalkiils, z. B.
swenn..,, so¥ ,und¥ ,dann und nur dann, wenn¥
Sir ein gewisses z¢ (oder ,es gibt ein solches g
dass...?), pist nicht in... enthalten — symbolisch . ¢,
pi5t mit... identisch* — symbolisch ,=9%, ,ist von...
verschieden* — symbolisch , =3¢ ,ist ein Element* —
symbolisch ,6%, ,ist kein Klement — symbolisch &%,
sIndividoum®, ,Klasse% ,leere Klasse¥, ,Klasse
aller solchen 2, dass® u. s. w. Ferner finden wir hier
manche Ausdriicke aus dem Bereich der Glsichmichtigkeits-
theorie und der Arithmetik der Kardinalzahlen, z, B, ,endli-
che Klasse*, junendliche Klasse*, ,Michtigkeit einer
Klasse®, ,Kardinalzahl¥ _ natiirliche Zahl* (oder
sendliche Kardinalzahl¥), ,unendliche Kardinal-
mahlé, JO% 18 W89 <4 >4 078 4% a1+ =0
Ich werde endlich mancher Termini aus der Logik der Rela-
tionen bediirfen. Die Klasse aller der Gegenstinde », denen
wenigstens ein Gegenstand y derart entsprichs, dass Ry (d. 1.,
dass zwischen # und y die Relation B besteht), wird — wie
bekannt ~— Bereich der zweigliedrigen Relation R
genannt; analog wird Gegenbereich der Relation R
die Klasse aller der Gegenstinde y genanns, fiir welche es
wenigstens einen Gegenstand z gibt, devart dass zRy. Bei
einet mehrgliedrigen Relation sprechen wir nicht vom Bereich
und Gegenbereich, sondern vom 1ben, 2ten  Jten  pion Be.
reich der Relation. Die Relation, deren Bereich nur ein
Element # und deren Gegenbereich nur ein Element y umfasst
(welche also zwischen den (Gegemstinden z und y und sonst
zwischen keinen anderen zweli (egenstinden besteht), heisst
ein geordnetes Paar, dessen erstes Glied z und
dessen zweites y ist. Von den mehrgliedrigen Relationen
ausgehend, bestimmen wir in analoger Weise geordnete
Tripel, Quadrupel und allgemein geordnete n-Tupel
Wenn og fiir jeden Gegenstand y, der zum Gegenbereich der

LT
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zweipgliedrigen Relation R gehért, nur einen Gegenstand 2

gibt, derart dass z Ry, so wird die Relation R sindeutig (oder

einmehrdentig) genannt. Kine grosse Rolle wird in unseren

Erwigungen der Begriff der Folge spielen. Eine unend-

tiche Folge 1st jede sindeutige Relation, deren Gegenbereich

die Klasse aller natiirlichen Zahlen mit Ausnahme der Null ist;

in ahnkicher Weise bezeichnet der Terminus jendliche Folge

von # Gliedern® jede eindeutige Relation, deren Gegenbe-

reich aus allen natiirlichen Zahlen %k besteht, derart dass
1< k<n (wo n eine beliebige natiirliche, von O verachiedene

Zahl ist). Das einzige 2, welches die Formel: z #E (fiir eine
gegebene Folge R und eine gegebene natiirliche Zahl &} erfiillt,
nennen wir das k'* Gtlied der Folge B oder das Glied
der Folge R mit dem Index % und bezeichnen es mit dem
Symbol B4, Wir sagen, dass die Folgen B nnd § sich
hochstens an der %' Stelle unterscheiden, wenn
zwel beliebige entsprechende Glieder dieser Folgen R, und 8§,
identisch sind, héchstens mit Ausnahme der %' Glieder R,
und 8., welche verschieden sein konnen. In den folgenden
Erwigungen werden wir es mit Folgen von Klassen und von
natiirlichen Zahlen zu tun haben, d. 1. mit Folgen, deren simtliche
(Glisder entweder Klassen von Individuen oder natiirliche Zahlen
sind; insbesondere werden wir eine Folge, deren sémtliche
(Hieder Klassen sind, die in einer gegebenen Klasse a enthalten
sind, eine Folge von Teilklassen von Klasse ¢ nennen.
Im Gegensatz zu der ersten Kategorie wvon Ausdriicken

wird die zweite Kategorie durch, spezifische Termini
der Metasprache "von strukturell-deskriptivem
Charakter gebildet, also durch Namen von konkreten Zeichen
und Ausdriicken der Sprache :des Klassenkalkiils, Namen von
Klassen, von Folgen solcher Aunsdritcke und von gzwischen
ihnen bestehenden strukturellen Relationen. Es gehoiren hieher
in erster Linte die Termini ,das Negationszeichen
sdas Zeichen der logischen Summe® ,das Ailzei-
chen* ,das Inklusionszeichen® ,die Variable kt*
Gestalt, ,der Ausdruck, der sus zwei aufeinander-
folgenden Auwsdricken £ und y besteht* und ,Aus-
drueck¥; als Abkirzungen der ersten sechs Termini werde
ich beziehungsweise die Symbole ,ng%, ,sm¥, ,al4 ,in%
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,u¢ und ,z~yt verwenden (das Zeichen ,v“ hezeichnet nlso
eine Folge, deren (lieder die aufeinanderfolgenden Variablen
v, Vg Uy,... sind). Diese Termini habe ich schon frither
verwendet — als ich den Leser einleitend in die Sprache des
Klassenkalkiils einfithrte: ich hoffe, dass dank den in dem
betreffenden Abschnitte enthaltenen Bemerkungen und Bei-
gpielen der Sinn der besprochenen Termini keine Zweifel offen
lisst. Mit Hilfe dieser Termini (und eventuell der allgemein-
logischen Termini) kann man alle anderen Begriffe der Meta-
wissenschaft von strukturell-deskriptivem Charakter definieren.
Tnsbesondere lisst sich, wie leicht zu ersehem ist, fiir jeden
sinfachen oder zusammengesetzten Ausdruck der Sprache, die
Gegenstand der Untersuchung ist, in der Metasprache oin
individueller Name dieses Ausdrucks von demselben Typus
wie die strukturell-deskriptiven Namen der Umgangsaprache
konstrnieren (vgl. 8. [9] und {10]}; so kann z. B. als Name des Aus-
drucks ,N7z,z,,% der symbolische Ausdruck ,{(ng ~ ) AL
dienen. Der Umstand, dass man jedem Ausdruck (und hesonders
jeder Amussage) der betrachteten Sprache in der Metasprache
sinerseits einen individuellen Namen dieses Ausdrucks und
androrseits einen Ausdruck, welcher die Ubersetzung  dieses
Ausdrucks in die Metasprache ist, zuordnen kann, wird eine
entscheidende Rolle bei der Konstruktion der Definition der
Wahrheit spielen, wovon sich der Leser im nichsten Paragraphen
iiberzengen wird. :

Als Variable werde ich in der Metasprache die Sym-
bole (1) na% 0% (2) o »8% R4 (B) RS oty amé,
R R C I 2y gt gyt p2 und (B) X4, ,¥*
verwenden; sie reprisentieren in dieser Ordnung die Namen:
1) der Klassen von Individuen von beliebigem Charakter '¥),
(2) der Folgen von solchen Klassen, (3) der natirlichen Zahlen
und der Folgen von natiirlichen Zahlen, (4) der Aunsdriicke 1%)
and der Folgen von Ausdricken und (B) der Klassen von
Ausdriicken,

Wir wenden uns dem Axiomensystem der Metasprache zu.
Zunichst bemerke ich, dass dieses System — den zwel Kate-

19} Trotzdem ich in den Fillen (1) und (4) verschiedene Variable
verwende, behandle ich hier die Ausdriicke als spezielle Klassen von
Individuen, nimlich aig Klassen konkreter Sechriftzeichenraihen (vyl. ).

f29) Der Wahrheitshegriff 9%9

gorien von Ausdriicken der Metasprache entsprechend — zwei
ganz verschiedene Arten von Aussagen unmfasst: einerseits
d.ie allgemein-logischen Axiome, die zur Grundlegung
eines geniigend umfangreichen Systems der mathematischen
Logik hinreichen, andrerseits die spezifischen Axiome
der Metasprache, welche gewisse elementare und mit der
Angchauung iibereinstimmende Eigenschaften der oben bespro-
chenen  strukburell-deskriptiven Begriffe beschreiben. Xs er-
iithrigt sich wohl, die auch sonst gut bekannten Axiome der
erster Art hier explicite anzufithren #); als Axiome der zweiten
Art kann man z. B. folgende Aussagen annehmen 2t):

_ Aa:.wm 1. ng, sm, al und in sind Ausdriicke; unier
diesen vier Ausdricken ¢ibt es keine zwei identischen.

Axiom 2, v, ist ecin Ausdruck dann und nuwr dann
wenn k eine von O verschiedene naliirliche Zahl ist; v, ist 'vm\;
den Ausdriicken ng, sm, o, in und auch, wenn kdkl, von
Jedem der Ausdriicke v, verschieden. ’

. Adziom 3. xz~y ist ein Ausdruck dann wnd nur dann

i) * ’

wenn ¥ und y Ausdricke sind; z -~y ist von den Adusdriicken
ny, sm, al, in und vor jedem der Awsdriicke v, verschieden.

Aziom 4. Sind z, y, z und & Ausdriicke, so gilt
z Y =z ~t dann und nur dann, wenn eine der folgenden Redin-
gungen erfiilllt isi: (o) =2z und y=1; (8) es gibt einen solchen
Ausdruck u, dass z—z-~u und t=wry; (y) es gibt einen
solehen Ausdruck w, dass 2=z ~u und y=u ¢

Aziom 5. (das Prinzip der vollstindigen In-
dukiion). Sei X eine Klasse, welche folgende Bed:ingungen
erfiillt: (o) nge X, smeX, ale X und ineX; () 4ot k eine
von O wverschiedene nalirliche Zuohl, so v, X, (y) idef zeX
und yeX, so auch z~yeX. Dann gehdrit jeder Ausdruck
zur Klasse X.

Der inhaltliche Sinn der Axiome 1—4 bedarf keiner nihe-
ren Erlinterungen; tm Axiom b findet der Umstand, dass jeder

"y Man konnte sie wieder dem Werke Whitehead-Russell, ent-
nehmen (vgl, 39, 1

. ’f) Soviel mir bekannt ist, ist bisher die Metawissenschaft niemals
in der Form vines axiomatisierten Systems dargostellt worden.

18
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Ausdruck aus einer endlichen Anzahl von Zeichen besteht,
eine prizise Formulierung,

Man kinnte nachweisen, dass obiges Aziomensystem kate-
gorisgh ist; dieser Umstand garantiert uns in einem gewissen
Grade, dass es ein geniigendes Fundament fir den Aufbau
der Metasprache bildet 22).

Manche von den angegebenen Axziomen haben einen aus-
gesprochen existentialen Charakter und =ziehen weitere Folge-
rungen derselben Art nach sich. Unter diesen Folgerungen
verdient die Behauptung beachtet zu werden, die besagt, dass
die Klasse aller Ausdriicke unendlich (genauer — abziithlbar) ist.
Unter dem Aspekt anschaulichen Denkens scheint diese Aus-
sage zweifelhaft und jedenfalls wenig evident zn sein, weshalb
das ganze Axiomensystem einer ernsten Kritik unferzogen
werden kann; bei genauerer Analyse wiirde sich iibrigens diese
Kritik aussschliesslich auf die Axiome 2 und 3 als die wesentli-
chen Quellen des Infinitismuns in der Metawissenschaft be-
schrinken. Dieses schwierige Problem will ich hier nicht niher
erdrtern ), Man kénnte freilich alle erwéhnten Konsequenzen

23y Den Terminus ,kategorisch® gebrauche ich im Sinne O. ¥eblen's
{vgl. Veblen,, 8. 346). Warum ich in der Kategoriritit eines Axiomen-
systems eine objektive Garvantie dafiir sehe, dass das betrachteto System
zar Grundlegung der entsprechenden deduktiven Wissenschaft gentiigt,
beabsichtige ich nicht niher suszufithren; eine Rethe von Bemerkungen
vu dieser Frage enthiilt Fraenkel;, 8. 547--391.

In der Interpretation des Terminus ,kategorisch* herrschen ge-
wisse, tibrigens nicht besonders bedeutende Meinungeverschiedenheiten.
Ohne darauf niher einzugehen, bemerke ich, dass bei einer voz den
moglichen Tnterpretationen der Beweis, dass das System kategorisch ist,
die Hinzufigung zweier weiterer Axiome zu dem im Texte angegebenen
Axiomensystem der Metawissenschaft erfordern witrde, In diesen Axiomen,
die sonst ohne grossere Bedeutung sind. wiirde die spesifische Auffassung
der Ausdriicke als Klassen (vgl. 5) zu Tage treten: das eine Axiom wirde
besagen, dass zwei heliekige Ausdriicke digjunkte Klassen sind {d. b. keine
gemeinsamen Elemente besitzen), im zweiten wirde — In irgend einer
Weise — die Zahl der Elemente jedes Ausdrucks festgesetzt werden.

%) Es kommen hier u B. folgende recht subtile Momente in Frage.
Normalerweise fasst man die Ausdriicke als Produkte mensehlicher Tii-
tigkeit (baw. als Klassen soleher Produkte) auf; bei dieser Auffassung
gcheint die Vermutung, dass es unendlich viele Ausdriicke gibt, ein offen-
barer Unsinn zn gein, s biotet sich aber die Miglichkeit einer anderon
Interprotation des Terminus ,Ausdruck: man kénnte nimlich als Aus-
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vermeiden, wenn man die Axiome in geniigendem Grade von
den existentialen Voraussetzungen befreien wirde. Man muss
jedoch den Umstand in Betracht ziehen, dass die Eliminierung
oder Abschwiichung eben dieser Axiome, welche dis Existenhz
aller mdglichen Ausdriicke garsntieren, den Aunfbau der Meta-
wissenschaft ungemein erschweren, eine Reihe der gebrituch-
lichsten Schlussfolgerangen unmdéglich machen und dadurch
betrichtliche Komplikationen in der Formulierung der Defi-
nitionen und Behauptungen nach sich ziehen wiirde; dies tritt
sogar — wie wir uns spiter fiberzeugen werden — innerhalb der
vorliegenden Untersuchungen zu Tage. Aus diesen Griinden lohnt
es sich, die Betrachtung wenigstens provisorisch auf das ange-
gebene Axiomensystem in seiner primiren unabgeschwiichten
Grestalt zu stlitzen, :

Unter Beniitzung der vorher aufgezihlten Ausdriicke und
Symbole der Metasprache werde ich nunmehr jene Regriffe
definieren, welche dem Klassenkalkiil den Charakter einer
formalisierten deduktiven Wissenschaft verloihen, und zwar die
Begriffe der Aussage, des Axioms (des Grundsatzes),
der Folgerung und des beweisbaren (oder anerkann-
ten) Satzes. Zunichst fithre ich jedoch eine Reihe von
Hilfssymbolen ein, die zur Bezeichnung verschiedener einfacher
Typen von Ausdriicken dienen und die ferneren Konstruktionen
sehr erleichtern.

Definition 1. gz ist eine Inklusion mit dem Vor
derglied o und dem Hinterglicd v, — symboliseh
T =&, — donn und nur donn, wenn r— (in~wv)~v;.

Deflfinilion 2. z ist eine Negation des Ausdrucks
¥ — symbolisch v =y — dann und nur dann, wenn o — NG Y.

Definition 3. =z ist eine logische Summe (Alter
native, Disjunkiion} der Ausdriicke y und 2 — sym-
boliseh v=y+2 — dann und nur dann, wenn z— {(sm~y)ne
dricke alle physischen Kirper von bestimmter GGestalt und Grosse be-
trachten. Der Schwerpunkt des Problems verschiebt sich dann in dasg
Glehiet der Physik, die Behauptung ven der uneadlichen Anzabl der Aus-
driicke ist nicht mehr unsinnig und bildet sogar eine spezielie Konsequenz

del‘ Voraussctzangen, die in der Physik oder in der Geometrie normaler-
WEeISe angenommen werdsn.



209 Alfred Tarski [32]

Definition 4. =z ist eine logische Summe der
Ausdriicke &, t,...t, (oder eine iogische Summe eimer
endlichen n-gliedrigen Folge { von Ausdricken) —

symbolisch &= Zn’;c t. — dann und nur dann, wenn t cine endliche
n-gliedrige Folge von Ausdriicken ist, welche eine der fol-
genden Bedingungen erfillt: (@) n—=1 und z=t,, Bn>1 und

n—1
&= EL i+ tw M).

Definition 5. 7z iat ein logisches Produlkt (eine
Konjunkiion) der Ausdriieke y wund ¢ — symbolisch

r—=y.z — dann und nur dann, wenn T=1y+ 2

Definition 6, =©isteine Generalisation des dus-
drucks y fiir die Variable v, — symbolisek ¢ =,y -
dann und nur donn, wenn o= (al~v) ~¥.

Definition 7. zisteine Generalisation des 4us

drueks y fir die Variablen ¥, Vps.. ¥, — symbolisch
kln

=

= nﬁ; y — dann und nur danm, wenn p eine endliche n-glie-

drige Folge von natiirlichen Zahlen ist, welehe eine von den
folgenden Bedingungen erfillt: (a) n=1 und =Ny v, () n>]

ksln-1
und @ =} n, v

Pr
Detfinition 8. zist cine Generalisalion des A ws-
druchs y dann und nur dann, wenn entweder T =1y oder

wenn es eine endliche n-gliedrige Folge p von natitrlichen Zahlen
Exin
gibt, derart dass ¥ = nm\ .

#) Die Definition 4 ist, wie ersichtlich, eine induktive (rckursive)
Definition und gibt als solche Anlass =n gewissen Redenken methodo-
logischer Natur. Es ist aber wohl bekunny, dass man mit Hilfe einer
allgemeinen Methode, deren Idee von G, Frege and R. Dedekind
gtammt (vgl Dedekind,, 8. 53—40, ferner Whitehead-Russell, Vol. T,
S BE0_BB7 umd Vol. 1L, S. 244), jede induktive Definition in eine ihr
iquivalente normale Definition umformen kann; dies ist jedoch insofern
unpraktisch, als dis so gewonnenen Formuljerungen eine kompliziertore
logische Struktur besitzen, weniger fibersichtlich in Bezng anf ihren
Tnhalt und =a weiteren Ableitungen minder geeignet sind. Schor nus
diesen Gripden beabsichtige ich auch im weiteren Verlaufe nicht, die
induktiven Definitionen »u vermeiden.
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Definition 9. 2z ist eine Pariikularisation des
Ausdrucks y fir die Variable v, — symbolischz—=\} v —

dann und nur dann, wenn r— ﬂ;ﬁ.

Die Operationen, durch welche wir aus gegebenesn Ausdrii-
cken Negationen, logische Summen nnd Generalisationen hilden,
konnte man beziehungsweise Negieren, logisches Ad-
dieren und Generalisiersn nennen. Wenn wir als Aus-
gangspunkt die Inklusionen ¢; ; nebmen und an ihmen beliebig
oft die genannten Operationen vollziehen, so gelangen wir zu
einer umfangreichen Klasse von Ausdriicken, die den Namen
Aussagefunktionen tragen. Als einen Sonderfall eben
dieses Begriffes werden wir den Begriff der Aussage erhalten.

Definition 10. z ist cine Aussagefunkiion dann
und nur dann, wenn z ein Ausdruck ist, welcher eine der vier
folgenden Bedingungen erfillt: (a) es gibl solche natirliche
Zahlen k und I, dass w=1ty1; {B) es gibt eine solehe Aussage-
funktion y, dass =y, (y} es gibt solche Aussagefunktionen y
und z, dass s=y+z; () es gibl etne solche natiirliche Zahl k
und eing solche Aussagefunktion y, dass =[],y %*).

#) Die Definition 10 ist eine rekursive Definition von etwas anderem
Typus als = B. die Def. 4, denn es fehlt in ihr der fibliche ,Ubergang
von »—1 zu #¥ Um diese Definition auf sine gewdhnliche induktive Defi-
nition zurilckzufithren, miisste man den Ausdrack w i8¢ eine Aus-
sagefunktion des nter Groades® induktiv definieren (die Inklu-
sionen o, , wiren dann Funktionen des Otee Grades, die Negationen und die
logischen Summen dieser Inklusionen, sowie ihre Generalisationen fir
eins beliebige Variable — Funktionen des 1%z Grades w. a. w.) und dapn
cinfach feststellen, dass ,x ist eine Aussagefunktion® dasselbe bedeutot
wie ,es gibt eine solche natiirliche Zahl n, dass x eine Aussagefunkition
des nive Grades {st“., Man kénnte auch die Def. 10 in eine ihr dquiva-
lente normale Definition umformen, und zwar z B. in folgender Weise:

) a ist eine Aussagefunktion dann wund nwr dann, wenn jede
Ix'za.:sse X, welche folgende vier Bedingumgen evfiillt: (x) sind &k und !
natirliche, von 0 wverschiedeme Zahlen, so ., ,: X; () t6f yeX,
8t awch yoX; {y) st yeX und zcX, s0 auch y+z2sX; () ist k&
cwe von O verschiedene nalivliche Zohl und ist ye X, so [,y X —
auch der Formel: xeX gewigt.

Es soll betont werden, dass die rekursiven Definitionen vom Typus
der Def. 10 viel ernsteren methodologischen Bedenken nusgesetzt sind
&ls gewbshnliche induktive Definitionen, denn im Gegensats zu den lete-
.teren lassen die Aussagen von diesem Typus nieht immer ecine Umformung
in #quivalente normale Definitionen zu (vgl. 24). Der Umstand, dass im
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Der Def. 10 gemiiss kénnen als Beispiele von Aussage-
funktionen dic Ausdricke: ,Iz,%,,% Nz, z,%  Alr,x,, 2,24
oz, Nlz,z,,* und viele andere dienen. Dagogen gehdren die
Ausdriicke: 1%, ,Iz,*, ,Alr,z,*, I,z u 3. w. nicht zu
dieser Kategorie. Eis ist leicht ersichtlich, dass wir fiir jede Aus-
sagefunktion der Sprache sozusagen automatisch in der Meta-
sprache einen strukturell-deskriptiven Namen dieser Funktion
kopstruieren konnen, indem wir uns ausschliesslich der Symbole
bedienen, die in den Def. I, 2, 3 und b eingefilhrt worden
¢ind. So z B. fungieren als Namen der oben als Beispiele an-
gefiihrten Aussagefunktionen beziehungsweise die symbolischen

J - . [ LU 4 ;4
Ausdriicke: niy 0% nty 3% nby o T 25 und o | P

Definition 11. v, ist eine freie (reelle) Variable
der Aussagefunkiion ¢ dann und nur dann, wenn k cine
von O verschiedene natiirliche Zokhl und z eine dussogefunktion
ist, welche eine von den folgenden vier Bedingungen erfiillt:
{z) es gibt eine solche natirliche Zahl I, dass z=1t;; oder o=1t;;;
(8) es gibl eine solehe Aussagefunkiion y, dass v eine freie

Variable der Funktion y ist und dabei z—y; (y) es gibt solche
Aussagefunktionen y und z, dass v, eine freie Variable der
Aussagefunktion y ist und dabei x=y--z oder auech z=z+ty;
(8) es gibt eine solche won k verschiedene Zahl I und eine solche
Aussagefunktion y, dass v, eine freic Variable der Funktion y
ist und dabei z=[\,y.

Variable, die in einer Aussagefunktion auftreten, aber
keine freien Variablen dieser Funktion sind, werden gewdhnlich
gebundene (scheinbare) Variable genannt?)

betrachteten Falle eino goleche Umformung moglich ist, erklirt sich durch
die spezielle Deschaffonheit der in der Definition auftretenden Begriffc
(n#mlich dadurch, dass jeder Ausdruck aus einer endlichen Anzahl von
Zolchen besteht und dass die in den Bedingungen (8»—(d) angegebenen
Operationen immer von kiirzeren zu lingeren Ausdricken fihren) Wenn
ich trotzdem in dieser Arbeit inehrmals Definitionen dieser Art an Stelle von
ihnen #quivalenten normalen Definitionen angehe (Def. 10, 11,14, 22 und 24),
so tue ich es deshalb, weil diese Definitionen bedentende Vorziige ganz
anderer Natur besitzen: sie heben don Inhalt der definierten Begriffe klarer
als die normalen Definitionen hervor und bediirfen dabei — zum Unter-
schied von den gewdshnlichen induktiven Definitionen — keiner vorherigen
Einfithrung von Hilfsbegriffen, die im {brigen nutzlos sind (z. B. des
Hilfsbegriffes einer Aussagefunktion des nts Grades).
) Vgl, Hilbert-Ackermann, 5 52—54,
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Definition 12, z ist eine Aussage f(oder cine sinn-
volle Aussage) — symbolisch zeAs — donn und nur dann,
wenn = eine Aussagefunktion ist wund wenn dabei keine Va-
rinble v, eine freie Variable der Funktion z ist.

So sind =z B. die Ausdricke: Y, ¢, 1 Ngtyze
N Us ¢80 M6 Ny Ug 15,1) Aussagen, dagegen sind die
Fanktionen: ¢y, Matiss tra+ My Ugts, keine Aussagen, da
sie dis freie Variable #; enthalten. Das Symbol ,4s5* bezeichnet
laut ohiger Definition die Klasse allor sinnvollen Aussagen ).

Dag System der Grandsitze des Klassenkalkiils wird
zwei Kategorien von Aussagen umfassen. Die Aussagen der
erslen Kategorie gewinnen wir in der Weise, dass wir ein be-
liebiges Axiomensystem in Betracht ziehen, welches zur Grund-
legung des Aussagenkalkills geniight und die Zeichen der Nega-
tion und der logischen Sumime als einzige Konstante ent-
halt, also =z B. das aus folgenden vier Axiomen: ,ANAppp‘,
wANpApg“, ,ANApqdqp* und ,ANANpqANArpdrg® beste-
bende Axiomensystem ®); in diesen Axiomen ersetzen wir die
Aussagevariablen ,p¢, ,¢* und ,r“ durch beliebige Aussage-
funktionen und an den so erbaltenen Ausdriicken vollziehen wir,
falls sie nicht schon Aussagen smd, beliebig oft die Operation
des Generalisierens, bis alle freien Variablen verschwunden sind.
Als Beispicle komnen die Aussagen: ,ANAllz, Iz, z, lz, Iz, 2%,
,,II:E,IT:E,,ANI:E,;r,,ALr,a:,,Ia;,,z,“ 1. 8. w. dienen. Um zu den
Aussagen der zweiten Kategorie zu gelangen, nehmen wir als
Ausgangspunkt irgend ein Axiomensystem des noch nicht for-
malisierten Klassenkalkiils, welches das Zeichen dor Inklu-
sion als einziges Grundzeichen enthilt?®?), und iibersstzen die

) Begriffe, die ich im weiteren Verlauf des § 2 hesprochen werde,
kommen in der Definition der wahren Aussage setbst nicht vor. Ich werde
dagegen von ihnen in den vorbereitenden Betrachtungen am Anfang des
§ 8, welche die endgiltige Form -der Definition hegrlinden, Gebrauch
machken, sowie auch bei der Formulierung gewisser Konsequenzen dieser
Definition (Sitze 5—6 sus § 8), welche charakteristische, inhaltlich wich~
tige Eigenschaften der wahren Aussagen susdrilcken.

%} Dieges Axiomepsystem ist das Resultut einer Modifikation nnd
Vercinfachung des Axiomensystems, welches sich in dem Werke Whitbe-
hoad-Russelly (Vol. L, S. 96—97) findet; vgl. Hilbert- Ackermann,,
8, 22,

%) Ich meine hier dus System von Postulaten, welches im Artikel
Huntington,, 8 297 angegeben ist (dieses System haben wir jedoch
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Axiome dieses Systems in die hier betrachiete Sprache; selbst-
verstéindlick habon wir vorher die mit Hilfe des Tnklusions-
zeichens definierten Konstanten zu eliminieren, sowie alle Termini
aus dem Grebiete des Aussagen- und Funkfionenkalkiils, die sich
bei inhaltlicher Deutung von dem Allzeichen, dem Negations-
zeichen und dem Zeichen der logischen Summe unterschei-
den. Als Beispiele von Aussagen dieser Kategorie fithre ich
o, Ip,e,* und Iz, Iz, Iz, ANIz,2, ANI2, 5, 5,2, "* a0

Definition 15. x ist ein dziom (ein Grundsaiz)
dann und nur dann, wenn z eine wvon den zwei Folgenden
Bedingungen erfiillt: («) zeds und es gibt solche Aussage-
funkiionen y, z und u, dass z eine Generalisation einer von den
vier Funktionen ist: y+y+uy, y+(y+2, y+2+ 2+ y) und
ITES z+(u+y—i- (u—i—z}); (f) z ist mit einer von den Finf Aus-
sagen identisch: [Vy4,, M Ny n3(51.2+’2.3+‘1.3)1 N.N:Us
(‘1,a~‘2,3 -n4(‘1,;+‘2,4+‘3,4))7 n.N. Us(”ad fy,e - n4(‘4,1+‘4,2 +
+ ‘4,3)) und 1, U, (ns m( i3,1+ ‘3:‘1‘ '3,4)- (-5;;‘1‘ E‘Fh,s)) .

N (‘5,2"' Us (‘3,1 bz - ‘e,ﬁ) )) .

Bei Tormulierung der Definition des Folgerungsbegriffs
werde ich uw. a. folgenden Ausdruck gebrauchen: ,u ist
ein aus der Aussagefunktion w durch Einsetzung
der Variablen w», fiir die Variable # gewonnener
Ausdruck® Der inhaltliche Sinn dieses Ausdrucks ist klar
und einfach, trotzdem nimmt die Definition eine etwas kompli-
zierte Form an:

Definition 14, z ist ein aus der dussagefunk-
tion y durch Einsetzung der (freiem) Variablen w
far die (freie) Variable v, gewonnener Ausdruck
dann wnd nur dann, wenn k und I natiirliche, von O versehiedene
Zahlen und ¢ und y Aussagefunktionen sind, welche eine von den
sechs folgenden DBedingungen evfillen: (@) = 6, wnd y=y ;
(B) es gibt eine solche natirliche, von 1 wversehiedene Zahl m,
dass =y, . und y=1  oder auch z-- L, wnd y=i

vereinfacht, indem wir w, a. gewisse Voraussetzungen von existentianlem
Chargkter eliminiert haben).
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{(v) v ist keine freie Variable der Funkiion y und z-—=1y;
(0) es gibt solche Aussagefunkiionen z und i, dass x—z, y—1
und z ein aus der Funktion ¢ durch Finselzung der Variablen v,
fiar die Variable v, gewonnener Ausdruck ist; (g) es gibt solche
Aussagefunktionen z, t, u und w, dass t=8-+u, y=t-+w, wobei 2z
und u beziehungsweise aus den Funkfionen { und w durch Ein-
sefzung der Variablen v, fir die Variable v, gewonnene Aus-
driicke sind; (§) es gibt solche Aussagefunktionen z, { und eine
solohe natirliche, von & und [ verschiedene Zahl m, dass z=[_z,
w=N,t und z ein aus der Funkiion { durch Finselzung der
Variablen v, Ffir die Variable v, gewonnener Awusdruck ist3).

So sind z. B. laut obiger Definition die Ausdriicke: ¢ 4,
N, (g, 4,5 vnd &5+ 4,y beziehungsweise aus den Funk-
tionen: & 4, fs(ts.etts,5) und 1, 5+ Ny 5,5 durch die Einsetzung
der Variablen v, fiir die Variable v, gewonnen; den Ausdruck
N.t,; kann man dagegen auf diesem Wege aus der Funktion
M, f,; nicht gewinnen, ebensowenig den Ausdruck M, ¢,
aus der Funktion (1,4,

Zu den Folgerungen aus einer gegebenen Klasse von Aus-
sagon mhihlen wir in erster Reihe alle Aussagen dieser Klasse,
ferner alle Aussagen, welche wir aus ihnen gewinnen kénnen,
indem wir an ihnen vier Operationen beliebig oft vollziehen,
némlich die Operationen der Einsetzung, der Abtren-
nung, ferner der Hinzufiigung und der Weglassung
des Allzeichens?®). Wollten wir diese Operationen mnicht

¥} TWine normale, der obigen rekursiven #Hquivalente Definition
ist die folgende (vgl. 2:

x ist ein aus der Aussagefunktion y durch Einsefzung der Va-
riablen w, fiir die Variable o, gewonnencr Ausdruchk denn wund nur
dann, wenn It und | natirliche, von 0 verschiedene Zahlen sind wnd
wenn jede Relation R, welche die sechs folgenden Bedingungen erfulll:
(@) 4, B Y () ist m eine nativliche, von O und von 1 verschiedene
Zakhl, so o R L i ;m’kR I (y) st =z eine Aussagefunlition
und ist o, keine freie Variable der Funkition z, so 2 Rz; (d) ist z Rt.
80 # RI; (s) st e Rt wnd wRw, so z+u R i+ w; () ist m eine na-
tiivliche, von 0,k wne [ verschiedene Zahl wnd ist 2 RE, 50 ),z B (6 —
auch der Formel: xRy geniigt.

Auf einer ganz anderen Idee beruhen die Definitionen der Ein.
sotzung in den Arbeiten Tedmiewski, 8 73 (T. B, XLVIL) und
Lesniewski,, 8. 20 (T. E. XLYII®).

M) ¥yl Lukagiewics, 8. 159-168; Lukasiewicz-Tarski,, 8. 46,
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ausschliesslich an Aussagen, sondern an belichigen Aussage-
funktionen vollziehen wund als Ergebnizs ebenfalls Aunssage-
funktionen erhalten, dann wirde die Def. 14 den Sinn der
Einsetzungsoperation in vollstindiger Weise bestimmen, die
Operation der Abtrennung wiirde den Funktionen y und y+z
die Funktion z zuordnen, die Opsration der Hinzufigung des
Allzeichens wiirde in der Bildung der Funktion ¥4,z
aus der Funktion y+# bestehen (unter der Bedingung, dass
¥, keine freie Variable der Funktion y ist), die Operation der
Weglassung des Allzeichens wiirde dagegen in umgekehrter
Richtung fortschreiten — von der Funktion y+ 1,2 zur Funk-
tion y-+231). Hier wellen wir uns Jjedoch auschliesslich auf
Aussagen (im Sinne der Def. 12) beschrinken, unrd deshalb
werden wir obige Operationen in der Weise modifizieren, dass
wir an Stelle der betreffenden Aussagefunktionen die Aussagen
betrachten werden, welche Generalisationen dieser Funlktio-
nen sind,

Um. die Konstruktion zu vereinfachen, definiere ich vorerst
den Hilfsbegriff der Folgerung nt® Grades:

Definilion 15, x ist eine Folgerung n'" Grades
aus der dussagenklasse X dann und nur dann, wenn
zeds, X T Ads, n eine natirliche Zakl ist und dabei entweder
() n=0 wund reX, oder n>0 wund eine der folgenden finf
Bedingungen erfiillt ist: (§) z ist eine Folgerung n—1" Grades
aus der Klasse X; (y) es gibt solche Aussagefunktionen v und w,
eine solche Aussage y und solche natiirliche Zahlen k und I,
dass © die Generalisation der Funktion u, y die Generali-
sation der Funktion w ist, w sich ous der Funktion w durch
Einselzung der Variablen v, fir die Variable v, gewinnen Iisst
und dass y eine Folgerung n—1* Grades aus der Klasse X ist;
(0) es gibt svlche Aussagefunktionen u und w sowie Aussagen y
und z, dass z, ¥y und z bezichungsweise Generalisationen der

Funktionen u, w+u und w sind und doss y und z Folgerungen
des n—1"" Grades ous der Klasse X sind; (£) es gibt solche Aus-
sagefunitionen « und w, eine solche Aussage y und e¢ine solche
natirliche Zahl k, dass z eine Generalisation der Funktion
_ut+\,w y eine Generalisation der FPunkiion 4+, v Leine
freie Variable der Funktion w 4st und dass y eine Folgerung
n--1% Qrades aus der Klasse X ist; ([) es gibt solehe Aussoge-
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funktionen uw und w, eine solehe Aussage y wund eine solehe
natirliche Zakl k, dass z eine (Generalisalion der Funktion
u--u, y eine Generalisefion der Funkbion ud-{},w ist und
dabei y eine Folgerung des n—1%" (rades aus der Klasse X ist.

Definition 16. =z ist eine Folgerung aus der dus-
sagenklasse X — symbolisch zeFI(X) — dann und nur
dann, wenn es eine solche natirliche Zahl n ¢ibt, dass © cine
Folgerung n** Grades aus der Klasse X ist®%).

Definition 17. z ist ¢in beweisbarer (oder aner
kannter) Satz — symbolisch ve Bw — donn wnd nur dann,
wenn v eine Folgerung aus der Klasse aller Grundsditze ist.

Wic man leicht ersieht, gehiren =zu den anerkannten
Sitzen im Sinne der obigen Definition sowehl alle Anssagen,
die man auns den Lehrsitzen des Awussagenkalkiils auf ganz
gleiche Weise erhalten kann, auf welche die Grundsiitze der
ersten Kategorie (d. i diejenigen, welche die Bedingung (@) der
Def. 13 erfiillen) aus den Axiomen dieser Theorie entstanden sind,
wie auch alle bekannten Sitze des nicht formalisierten Klagsen-
kalkiile, falls sie nur vorher in die Sprache, die den Giegenstand
der Betrachtungen bildet, libersetzt wurden. Um sich davon zu

#) Den Begriff der Folgerung kiénnte man auch unmittelbar {d. i.
chne Hilfe der Folgerung des nten Grades) z. B. in folgender Weise
einfithren:

e FL{X) dann und nur dann, wenn X C 48 und wenn jede Kinsse Y,
welche folyende finf Bedingungen erfillt: () X CY; () wenn ye As, y
etne (Heneralisation der Funlibion w, z eine Generalisation der Funk-
tion w ist, u sich aus der Funklion w durch Finsetzung der Variablen v,
Jir die Voriable v, gewinnen ldsst und dabei 2:Y, so auch yeY;
(s} wenn yeA, ¢, = wrd ¢ Dezichungsweise Generalisalionen der Fumk-
tionen u, w1 und w sind und dabei zeY und te¥, so auch yeY;
(8) wenn yed, w und 1w Aussagefunidionen sind, y eine (Generalisation
der Funktion wt),w, =z eine Qenerclisation der Funklion u+4w isf,
b, keine freie Variable der Funktion u 8t und dabei z:Y, 80 auch
e Y5 (s) wenn yed. w und w Aussagefunktionen sind, y eine Generali-
sotion der [unlition w-| w, = eine Generalisation der Funktion w+[,w
it und dobei 28 Y, so auch yrY, — zugleich der Formel: x: Y geniigl.

Es ist jedoeh zu bhemerken, dass wir durch Umformung der eben
angegebenen Definition in eine rekursive Aussage vom Typus der Def, 10
eine Aussage gewinnen, welehe weder der obigen Definition noch irgend
einer anderen normalen Definition iquivalent ist (vgl. 19)
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iiberzeugen, ahmen wir in jedem konkreien Fall den entspre-
chendenr Beweis aus dem Gebiste des Aussagenkalkids oder
des Klassenkalkiils in der Metawissenschaft nach. So z. B
lagst sich in der oben erwihnten Weise u. a. aus dem
bekannten Lehrsatz des Aussagenkalkiils ,ANpp“ die Aus-
sage N, (4, +4,,) gewinnen. Indem wir den Beweis dieses Lehr-
satzes %) trapsponieren, legen wir der Heihe nach dar, dass laut

der Def. 13 A1, ("17,1'{*51.: +a1), N (?,1 + (. + 4,y) und
nl(aﬁ;‘r‘;; Ak, + (;;+(Il,l ) (Il.—l + ‘1,1))) Grundsétze
sind ; demnach ist nl(;;_1+(tjll+lhl)+(;;;+ ‘1,1)): der Def. 1B
gemiigy, eino Folgerung des 1% Grades und [, (Iﬁf‘m) —

eine Folgerung des 2% Grades aus der Klasse aller Grundsiitze.
N, (o, +u,.) ist also, mit Riicksicht auf die Def. 16 und 17,

ein anerkannter Satz. :

An den Beispielen solcher Schliisse kann man sich die
Schwierigkeiten vorstellen, welche sofort entstehen wiirden,
wenn man aus den Axiomen der Metawissenschaft die in ihnen
enthaltenen Voraussetzungen existentialer Natur eliminieren
wollte. Der Umstand, dass die Axiome uns jetzt nicht mehr
die Kxistenz der einzelnen Aussagen gewiihrleisten wiirdeu,
von denen wir dartun mochten, dass sie beweisbar sind, fiele
weniger ins Gewicht; wesentliche Bedeutung besitat erst der
Umstand, dass wir, sogar unter der Yoraussetzung der Fxistenz
dieser oder jemer konkreten Aussage, ihre Beweisbarkeit
nicht begriinden koanten, denn im Beweise miissten wir uns
auf die Existenz anderer, in der Regel komplizierterer Aus-
sagen berufen (wie man schon aus dem Beweis des Satzes
,,nl(:l:*l—slgl)st“, den wir oben skizziert haben, ersieht).
So lange wir s mit speziellen Sitzen vom Typus ,zeBw* zu tun
hiitten, kénnten wir uns in der Weise Rat schaffen, dass wir
diese Sitze mit Primissen versehen, welche die Existenz der
zum Beweise notwendigen Aussagen gewiihrleisten. Die Schwic-
rigkeiten wiirden bodeutend wachsen, wenn wir zu Sitzen
von allgemeinem Charakter iibergingen, die besagen, dass
alle Aussagen gewisser Art beweishar oder — noch allge-
meiner — Folgerungen aus der gegebenen Aussagenklasse sind;

) Vgl. Whitehead-Russell, Vol. I, 8. 101, =21,

Vi e
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oft miissten wir dann in die Primissen allgemeine existentiale
Voraussetzungen aufnehmen, die nicht schwicher wiren als
digjenigen, welche wir aus Griinden der Evidenz aus den
Axiomen sliminiert hiitten ).

Auf Grund des oben Gesagten kinnte man den Stand-
punkt einnehmen, dass die Def. 17 im Falle der Verwerfung
der existentialen Voraussetzungen nicht mehr alle Eigenschaf-
ten erfasst, wolche wir dem Begriff des anerkannten Batzes
zuschreiben. Es entsteht dann das Problem einer geeigneten
JKorrelturé der obigen Definition; préziser ausgadriickt -— es
witrde sich um die Konstruktion einer Definition des aner-
kannten Satzes handeln, welche der Def. 17 auf dem Gebicte
der existentialen Voraussebzungen squivalent wire und daber —
bereits unabhingig von diesen Voraussetzungen — jeden Satz
vom Typus ,wenn die Aussage z cvistier?, so z& Bw* nach sich
ziehen wiirde, falls man nur den entsprechenden Sata o & Buw*
mit Hilfe der betrachieten Voraussetznngen beweisen kdnnte.
Tch skizziere hier kurz einen Versuch der Losung dieses Problems.

Man kann leicht nachweisen, dass das in der Metawissen-
schaft angenommene Axiomensystem eine Interpretation in der
Arithmetik der natiirlichen Zahlen besitzf: zwischen den Aus-
driicken und den natiirlichen Zahlen lisst sich eine eineindeu-
tige Zuordnung durchfithren, wobei man den Operationen an
Ausdriicken Operationen an Zahlen von denselben formalen
Eigenschaften zuordnen kann. Wenn man diese Zuordoung
in Betracht zieht, kann man auns der (esamtheit aller Zahlen
jene aussondern, welche den Aussagen zugeordnet sind, unber
ihnen die ,Grund“-Zahlen hervorheben, den Begriff der ,Fol-
gerung® aus einer gegebenen Klasse von Zahlen einfithren und
endlich die ,anerkannten® Zahlen als ,,Folgerunge.n“ aus der
Klasse aller ,Grund“-Zahlen definieren. Wenn wir nun aus
den Axiomen die existentialen Voraussetzungen seliminieren,
so verschwindet die cineindeutige Znordnung: jedem Ausdruck
wird auch weiterhin eine natirliche Zahl, aber nicht jedfer
Zahl ein Ausdruck entsprechen; trotzdem darf man den vorhin
bestimmben Begriff der yanerkannten® Zahl beibehalten und
die anerkannten Sitze als solche definieren, die den jan-

) Dies kann man leicht am Beispiele der Sitze 11, 12, 24 und 28
aus dem § 5 ersehen,



309 Alfred Tarski [42]

erkannten® Zahlen zngeordnet sind. Wenn wir auf Grund
dieser nenen Definition zu erweisen versuchen, dass eine kon-
krete Aussage anerkannt ist, werden wir — wie leicht zu
ersehen ist — nicht mehr gezwungen sein, uns auf die Existenz
irgend welcher anderer Aussagen zn berufen. Nichtsdestoweniger
wird der Bewels — was mit Nachdruck betont werden muss —
auch weiterhin eine (wenn auch schwiichere) existentiale Vor-
aussetzung erfordern, nimlich die Voraussetzung, dass es geni-
gend viele natiirliche Zahlen oder — was auf dasselbe hinaus-
linft — geniigend viele verschiedene Individuen gibt. Tm
also aus der neuen Definition alle erwilnschten Schliisse abzu-
leiten, missten wir in der Metawissenschaft das sog. Axiom
der Unendlichkeit annebmen, d. i. die Voraussetzung,
nach welcher die Klasse aller Tndividuen unendlich ist?), Es
ist mir kein anderer, wenn auch noch weniger natiirlicher nud
kompligierterer Weg bekannt, der unabhingig wvon obigem
Axiom zu einer zufriedenstellenden Ldsung des gegebenen
Problems fiihren wiirde, :

Im Zusammenhang mit den Begriffen der Folgerung
und des anerkannten Satzes habe ich sog. Schlussregeln
erwihnt. Wenn man nidmlich den Aufbhau einer deduktiven
Wissenschaft selbst und nicht die auf dem (iebiete der Meta-
wissenschaft durchzufiihrende Erforschung einer solchen Wis-
senschaft beabsichtigt, so gibt man anstatt der Def. 17 cine
Regel an, nach der man zu einer Wissenschaft jede Folgerung
aus den Axiomen dieser Wissenschaft als anerkannten Satz
hinznfiigen darf. In unserem Falle konnte man diese Regel in
vier Regeln zergliedern — den vier Operationen entsprechend,
die wir bei der Konstruktion der Folgerungen anwendeun.

Mit Hilfe der Begriffe der Aussage und der Folgerung
lassen sich schon in die Metawissenschaft alle wichtigsten
methodologischen Begriffe einfiihren, insbesondere die Begriffe
des deduktiven Systems, der Widerspruchsfrei-
heit und der Vollstindighkeit?),

Definition 18. X ist ein dedulkiives System dann
und nur dann, wenn FI(X)C XC 4s.

3% Vgl Whitehend-Russell), Vol. II. 8. 208
*) Vgl, Tarski, inshesondere 5. 869, 387--888 und 890,
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Definition 19. X ist eine widerspruchsireie
Klasse von Aussagen dann wund nur dann, wenn X T As

wnd wenn — Fir jede beliebige Aussage © — entweder ze FI(X)
oder © & FLIX).

Definition 20. X ist eine vollstindige Klasse
von Aussegen dann und nur dann, wenn X C As und wenn —
fir jede beliebige Aussage z -— enfweder & FPL{X) oder
z & FL(X). _

In den weiteren Betrachtungen wird sich noch ein Begriff
als niitzlich erweisen:

Definition 21. Die Aussagen r wnd y sind dquive
lent mit Ricksicht auf die Aussagenklasse X dann
wnd nur donn, wenn reds, yeds, XCTds und wenn zugleick
zye FL(X) und y+ze FL{X)

Fine nihere Analyse der in diesem Paragraphen einge-
fithrten Begriffe wiirde die Grenzen der vorliegenden Unter-
guchungen iiberschreiten.

§ 3. Der Begriff der wahren Aussage in der Sprache
des Klassenkalkiils.

Ich geho nan zum Hauptproblem dieser Arbeit iiber —
nimlich zur Konstruktion der Definition der wahren Aus-
sage, wobei dic Sprache des Klassenkalkiils weiterhin der
(1egenstand der Betrachtungen bleibt. .

s konnte im ersten Augenblick scheinen, dass im gegen-
wiirtigen Stadium unserer Betrachtungen diese Aufgabe ohne
Schwierigkeiten gelost werden kann, dass pwahre .Aussa.g‘e“
in Bezug auf die Sprache einer formalisierten deduktiven Wis-
senschaft nichts anderes bedeutet, als ,beweisbarer (anerkaun-
ter) Satz¢ und dass infolgedessen die Det. 17 zugleich .eine
Definition der wahren Aussage ish, und zwar eine Definition
von rein strukturellem Charakter. Nach niherer Uberlegung
miissen wir jedoch obige Anschauung schon aus folgend'em
Girunde ablehnen: keine mit dem Sprachgebrauch fibereinstim-
mende Definition der wahren Aussage darf dem Prinzip des
ausgeschlossenen Dritten widersprechende Konsequenzen Tm.ch
sich ziehen; im Gebiete der anerkannten Sttze aber hat dieses
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Prinzip keine Geltung — ein einfaches Beispiel zweier einander
widersprechender Aussagen (d. i. solcher, dass die eine die
Negation der anderen ist), wvon denen Lkeine heweisbar ist,
bietet z. B. das unten angegebens Lemma K. Der Umfang
der beiden hetrachteten Begriffe ist also nicht identisch; alle
bewcisharen Sitze sind ohne Zweifel — vom inhaltlichen Ge-
sichtspunkt ans — wahre Aussagen (wenigstens wurden die
Def. 183—17 des § 2 im Hinblick darauf formuliert), aber
die Definition der wahren Aussage, die wir stuchen, muss ausser-
dem Aussagen umfassen, die nicht beweisbar sind 37,
Versuchen wir an das vorliegende Prablem von einer ganz
anderen Seite heranzutreten, indem wir zur Idee siner seman-
tisgchen Definition aus dem § 1 zurilekkehren. Wie wir schon
aus § 2 wissen, entspricht in der Metasprache jeder Aussage,
die zur Sprache des Klassenkalkiils gehort, einerseits ein indi-
vidueller Name diesor Aussage von strukturell-deskriptivem
Typus, andrerseits eine mit der gegebenen Aussage gleich-

¥ Es kommt hier auch der Umstand in Betracht, dass — im
Gegensatz ru dem Begriff der wahren Awussage — der Begriff des beweis-
baren Satwes in Anwendung anf manche deduktive Wissenschaiter einen
recht zufiilligen Charakter besitzt, der hauptsiichlich mit der histori-
schon Entwicklung der Wissenschaft zusammenhiingt. ks ist manchmal
schwer, die objekbiven Grinde anzugeben, ang welchen wir den Umfang
dieses Begriffs in dieser oder jener Richtung verengerm oder erweitern.
So z B. wird — wenn es sich um den Klassenkalkiél handelt — aunf Grund

der Definitionen des § 2 die Aussage (,(su,s, welche die Exisfenz
wenigatens rweier verschiedener Klassen feststellt, micht anerkannt —
was im Lemma E anggedriickt werden soll. Auch Iisst sich diese Aus
spge nicht aus den formalen Voranssetzungen ableiten, auf denen das
Werk Schrider, anfgebaut ist, obzwar in diesem Falle die SBache nicht
ganz klar jst (vgl. I. Bd, 8. 245 und 246; IT. Bd,, 1. Abt,, 8. 278; IT1. Bd,
1. Abt, S, 17 und 18); in vielem Arbeiten dagegen tritt die betrachtete
Aussage als eines der Axiome der Algebra der Logik auf oder stellt sine
evidente Konsequenz dieser Axiome dar {vgl. z. B. Huntington,, 8. 207,
Postulat 10). Aus ganz anderen Grimden, von demen unten im Yusam-
menhang mit Satz 24 (vgl, insbesondere 3%)) die Rede sein wird, wire es

angebracht, die Aussage [, ([']2 e+ Ug(lm . ng(ﬂi 3,4 & tayn ok otag )))
unter die anerkannten Sttwe anfzunehmen, was indes gewihnlich nicht
geschieht, ~— Zum Problem des gegenseitigen Verhiiltnisses beider Begriffe:
des anerkannten Satzes und der wahren Aussage werde ich im Laufe
dor Untersuchung noch mehrmals zurtickkehren.
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bedeutende Amnssage; so =z B. entsprechen der Aussage
whi, Uz, Az, 2,,1z,,2,* der Nawe ,,M:(y,:+1y,,)% und die
Anssage ,fir beliebige Klassen o und & — aCb oder bCal,
Um den Inhalt des DBegriffs der Wahrheit in Bezug auf
irgend eine konkrete Aussage der betrachteten Sprache zu or-
lintern, kdnnen wir dieselbe Methode anwenden, die wir im § 1
bei der Formulierung der Anssagen (3) und (4) verwendet
haben: wir nehmen namlich das Schema (2) (vgl. 8. [8]) und
ersetzen dort das Symbol ,&* durch den Namen der gegebenen
Aussage und ,p% durch eine Aussage, welche die Ubersetzung
der gegebencn Aussage in die Metasprache ist. Alle auf diesem
Wege gewonnenen Sidtze, =z B. LV, (4,041, ist eine
wahre Aussage damn und nuwr dann, wenn — fir beliebige
Hiassen @ und b —aC b oder 5C a¥, gehéren selbstverstand-
lich zur Metasprache und erkliren in priziser und mit dem
Sprachgebrauch iibereinstimmender Weise die Bedeutung der
in ihnen auftretenden Redowendungen von der Form ,z ist eine
wahre Aussage’. Von einer allgemeinen Definition der wahren
Aussage soll man also — im Grunde genommen — nicht viel
mehr verlangen, als dass sie, die gewd&hnlichen Bedingungen
der methodologischen Korrektheit erffillend, alle Teildefini-
tionen von diesem Typus als Sonderfille umfasse, dass sie
sozusagen ihr logisches Produkt sei; héchstens kann man noch
verlangen, dass zum Umfang des definierten Begriffs aus-
schliesslich Aunssagen gehdren, dass sich also auf Grund der
konstruierten Definition alle Satze vom Typus ,z ist keine
wahkre Aussage’ beweisen lassen, in denen an Stelle des ,z¢
der Name eines beliebigen Awnsdrucks (oder eines anderen
(regenstandes), der keine Aunssage ist, auftrits.

Wenn wir zur Bezeichnung der Klasse aller wahren Auns-
sagen das Symbol ,Wr* einfiibren, so werden ohige Postulate
iu folgender Konvention ihren Ausdruck finden:

Konvention NW. Eine formal korrekte, in den Termini
der Metasprache formulierte Definition des Symbols ,Wr% wer-
den wir ecine zuilreffende Definition der Wahrheit
nennen, wenn sie folgende Folgerungen nach sich zieht:

() alle Sdlze, die man aus dem Ausdruck ,z&Wr dann
und nur dann, wenn p* gewinnf, indem man fir das Symbol z

20
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einen strukturell-deskriptiven Namen einer beliebigen Aussage
der betrachteten Sprache und fir das Symbol ,p* den Ausdruck,
welcher die Ubersetzung dieser Aussage in die Metasprache
bildet, einseizt ;

(B) die Aussage fir ein beliebiges z — wenn zeWr, so
e ds" (oder mit anderen Worten ,WrC As%) %),

s ist zu bemsrken, dass der zweite Teil ohiger Kon-
vention keine wesentliche Bedeutung besitzf: sobald die Meta-
sprache schon iiber das Symbol ,Wr* verfiigt, das die Bedin-
gung (@) befriedigt, kann man leicht ein unenes Symbol ,Wr’*®
definieren, welches ausserdem die Bedingung (f) erfilllt; es
geniigt zu diesem Zwecke angunehmen, dass Wy’ der gemein-
same Teil der Klassen Wr und ds ist.

Enthielte die betrachtete Sprache nur eine endliche, von
vornherein bestimmte Anzahl von Aunssagen und kinnten wir
alle diese Aussagen aufzihlen, so wiirde das Problem der Kon-
struktion einer richtigen Definition der Wahrheit keine Schwie-
rigkeiten bieten — es wirde zu diesem Zwecke genfigen,
dass wir folgendes Schema ausfillen: zeWr dann und nur
dann, wenn entweder z—=m, und p,, oder x—x, und p,,... oder
z—g, wnd p,, indem wir in ihm die Symbole 2%, ,2,%,... &4
beziehungsweise durch strukturell-deskriptive Namen aller Aus-
sugen der untersuchten Sprache, ,p %, 2% ... »P" dagegen
durch Ubersetzungen dieser Aussagen in die Metasprache
ersotzen. So aber verhilt es sich tatsichlich nicht; es gibt in
der Sprache unendlich viele Aussagen, die automatisch nach
dem genannten Schema gebaute Definition miisste aus unend-
lich vielen Worten bestehen, und derartige Aussagen kinnen
wir weder in der Metasprache noch in irgend- einer anderen

) Wenn wir die Metasprache und die in ihr betriebene Meta-
wissenschaft dem Prozess der Formalisierung unterziehen wollten, so
wiirde die gonane Bestimmung des Sinnes verschiedemer Ausdriicke, die
in der Konvention I auftreten, wie z. B. der Ausdriicke ,formal
kovrefite Definition des gegebenen Symbolss, ,struktuwrell-deskviptiver
Name eines gegebenen Ausdrucks der betrachleten Sprache”, ,die Uber-
selzung einer gegebenen Aussoge (der betrachteten Sprache) im i
Metasprache®, keine grosseren Schwierigkeiten bieten; bei unbedeun-
tender Modifikation der Ausdrucksweise wiirde dann die Konvention
selbst den Oharakter einer normalen Definition aus dem Gebiate der
Meta-Moetawissenschaft annehmen.

[47) Der Wahrheitsbegriff a7

Sprache formulieren. Darum kompliziert sich unsere Aufgabe
bedeutend.

Ks driingt gich der (tedanke auf, die rekursive Methode
anzuwenden. Unter den Aussagen der Sprache finden wir niim-
lich in Hinsicht auf die logische Struktur gar verschieden-
artige Ausdriicke — neben ganz clementaren mehr oder weniger
znsammengesebzte. Bs wiirde sich also darum haudeln, simtli-
che Operationen anzugeben, mit deren Hilfe oinfachere Aus-
sagen zu zusammengesetzteren vereinigt werden, und festzu-
stellen, in welcher Weise dic Wahrheit hzw. Falschheit der
zusammmengesetzteren Aussagen von der Wahrheit bzw, Falsch-
heit der in ihnen enthaltenen einfacheren Aussagen abhingt;
ausserdem wiren gewisse elementare Anssagen auszusondern,
aus welchen man mit Hilfe der genannten Operationen alle
Aussagen der Sprache konstruieren kinnte, und diese ansge-
sonderten Aussagen wiren explicite in wahre und falsche
einzuteilen — z. B. mit Hilfe der Teildefinitionen vom oben
beschriebenen Typus. Beim Versuch der Realisterung obiger
Idee stossen wir auf ein sehr wesentliches Hindernis: eine
auch nur oberflichliche Analyse der Def. 1012 des § 2
beweist, dass im allgemeinen ¥all die zusammengesetzteren
Aunssagen keineswegs Verbindungen einfacherer Aussagen sind;
die Aussagefunktionen entstehen tatsichlich auf diesem Wege
aus elementaren Funktionen, d.i. aus Inklusionen, die Aussagen
dagegen erhalten wir als gewisse Sonderfille der Aussage-
funktionen. Angesichts dieser Sachlage ldsst sich keine Me-
thode angeben, welche es erlanben wiirde, den untersuchten
Begriff unmittelbar auf rekursivem Wege zu definieren. Es
ergibt sich aber die Moglichkeit, einen Begriff' von allgemei-
nerem Charakter einzufithren, welcher bei beliebigen Aussage-
funktionen Anwendung findes, sich schon rekursiv definieren
lasst und, auf Aussagen angewendet, uns mittelbar zum Begriff
der Wahrheit fithrt; diesen Bedingungen gentigt nimlich der
Begriff des FErfilltseins der gegebenen Aussage-
funktion durch gegebene Gegenstinde und im vor-
liegenden Falle — durch gegebene Klassen von Individuen.

Versuchen wir vorerst, uns mit Hilfe einiger konkreten
Beispicle den iiblichen, in der Sprache vorgefundenen Sinn
des soeben genannten Begriffs zu verdeutlichen. Die Weise,

ES
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auf welche wir dies tun werden, stellt eine natiirliche Verall-
gemeinerung der Methode dar, die wir frither beim Begriff
der Wahrheit angewendet haben.

Am einfachsten und evidentesten ist der Fall, in dem
die gegebene Aussagefunktion nur eine freie Variable enthilt.
Dann kann man von jedem einzelnen Gegenstande sinnvell
behaupten, dass er die gegebene Funktion erfiillt bzw. nicht
erfillt*). Tm den Sinn dieser Wendung zu erkliven, ziehen
wir folgendes Bchema in Betracht:

flir jedes a — a erfiillt die Aussagefunktion r dann und
nur dann, wenn p
und setzen in diesem Schemsa fiir ,p¥ die gegebene Aunssage-
funktion (nach vorheriger Ersetzung der in ihr aufiretenden
freien Variablen dureh ,e%) und fiir ,2* irgend einmen indivi-
duellen Namen dieser Funktion ein. Anf diesem Wege kinnen
wir z. B. — noch auf dem Boden der Umgangssprache —
folgende Formulierung erhalten: fir jedes o — a erfilli die
Aussagefunktion .,z ist weiss® dann und nur dawn, wenn a
weiss ist (und daraus insbesondere schliessen, dass der Schnee
die Aussagefunktion .z ist weiss® erfillt). Dem Leser ist
gewiss eine &hnliche Konstruktion z. B. aus der Schulalgebra
bekannt, wo man Aussagefunktionen von einem speziellen
Typus, die sog. (Hleichungen, betrachtet und die Zahlen, welche
diese Funktionen erfiillen, Wurzeln der Gleichungen nennt
{z. B. ist 1 die einzige Wurzel der Gleichung _z-+2=38%).

‘Wenn insbesondere die betrachtete Funktion zur Sprache
des Klassenkalkiils gehort und die entsprechende Frklirung des
Ausdrucks ,a erfiillt die gegebene Awussagefunktion“ ginzlich
in den ‘Fermini der Metasprache formuliert werden soll, so
setzen wir in dem oben angegebenen Schema fiir ,p* nicht
die Aussagefunktion selbst ein, sondern den mit ihr gleich-
bedeutenden Ausdruck der Metasprache, ,z* dagegen ersetzen
wit durch einen individuellen Namen dieser Funktion, welcher
ebenfalls zum Gebiet der Metasprache gehért. So ergibt z. B.
diese Methode in Bezug auf die Funktion ,lz,, Iz, z,,* folgende
Formulierung: fir jedes a — a erfiilll die Awssagefunktion

#) Ich abstrahiere vorliufig von den Fragen, die sich an die sog.
semantische Kategorie (oder den Typus} der Variablem knipfen; diese
Probleme werde ich im § 4 besprechen.
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Nzt . dann und nur dann, wenn — fir eine beliebige Hlusse
b — aCh (daraus folgt sofort, dass die einzige Klasse, welche
die Fuanktion ,Hz,, Iz, 2,,“ erfiillt, dio leere Klasse ist).

Ganz anslog verfabren wir auch in dem Falle, wo die
betrachtete Aussagefunktion zwel verschiedene freie Variable
enthiilt; der Unterschied besteht nur darin, dass wir hier den
Begriff des Krfilltseins nicht auf einzelne (Gegenstéinde, sondern
auf Paare (exakter: auf geordnete Paare) von Gegenstinden
bezichen. Auf diese Weise erhalten wir z, B. folgende Formu-
liernngen: fir beliehige @ und b — erfillen g und b die Aussage-
funktion .x sieht y* dann wnd nur danrn, wenn a b sieht; fir
beliebige @ und & — a und b erfiillen die Aussagefunktion
tyy (d. 1. ;I2,,2,,.%) dann wund nur dann, wenn aC b,

Wir gehen schliesslich zum allgemeinen Falle tiber, wo
dic gegebene Aussagefunktion eine beliebige Zahl von freiem
Variablen enth#lt. Um eine einheitliche Ausdrucksweise zu
erhalten, werden wir von num an niché sagen, dass gege-
bene Gegenstinde, sondern dass eine gegebene unendli-
che Folge von Gegenstinden eine gogebone Aus-
sagefunktion erfillt. Wenn wir uns dabei auf die Be-
trachtung der Funktionen aus dem Klassenkalkiil beschrinken,
so wird die Festsetzung einer eindeutigen Erklirung dieser
Wendung durch den Umstand erleichtert, dass alle Variablen,
die in der Sprache dieser Wissenschaft ruftreten, in einer Folge
angeordnet (numeriert) sind. Bei der Erwigung der Frage,
welche Folgen die gegebene Aussagefunktion erfilllen, werden
w-ir némlich immer eine derartige eindeutige Zuordnung ge-
wisser (tlieder der Folge £ zu den freien Variablen der betrach-
teten Funktion im Auge haben, bei welcher jeder Variablen
das Glied der Folge mit demselben Index entspricht’ {d. h.
der Variablen v — das Glied £,), die Glieder dagegen, die
keiner Variablen zugeordunet sind, werden wir fiberhaupt nicht
bericksichtigen 4%). Den Gang der in Aussicht gestellten Krkli-

) Dies ist iibrigens eine Erleichterung rein technischer Natur.
_Selbst wenn wir nicht alle Variablen einer gegebenen Sprache in siner
Yolye anordnen kénnten {z. B. deshalb, weil man als Variable Sym-
bole boliebiger Gestalt verwenden durfie), so konnten wir alle Zei-
chen, also auch alle Variablen jedes gegebenen Ausdrueks far sich
numerieren, z B, auf Grand ihrer natirlichen Ordnung, in welcher sie
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rung sclbst kann man am besten an konkreten Beispielen erldn-
tern. Zichen wir z. B. die schon vorher besprechene Funktion
Mst,; in Betracht; diese Funktion enthilt nur eine freie
Variable #,, wir beachton also nur die ersten Glieder der Folgen,
Und zwar sagen wir, dass die unendliche Folge f von Klassen
die Aussagefunktion {lgt,,, dann und nur dann erfillt, wenn
die Klasse £, diese Funktion im fritheren Sinn erfiills, d. L., wenn —
Fitr eine beliebige Klasse b — fiCb. In analoger Weise erfillt
die unendliche Folge f wom Klassen die dussagefunktion iy,
dann und wwr dann, wenn die Klassen 7, und £, die Funktion
im fritheren Sinn erfiillen, d. h., wenn f{CF. Allgemein lisst
sich dieser Prozess in folgender Weise beschreibon.

Zichen wir folgendes Schema in Betracht:

Die Folge f erfillt die Aussagefuniktion z dann und nur
dann, wenn f eine unendliche Folge von Klassen ist und wenn p.
Haben wir eine Aussagefunktion aus dem Klassenkalkil, so
ersetzen wir in diesem Schema das Symbol ,z“ durch einen
individuellen (strukturell-deskriptiven), in der Moetasprache
formulierten Namen dieser Funktion, das ,p* dagegen durch
sinen Ausdruck, den wir aus der beirachteten Funktion ge-
winnen, indem wir sie in die Metasprache ibersetzen und zu-
gleich in ibr alle freien Variablen v, v u. 5. Ww. durch ent-
sprechende Symbole ,f%, /i u. s. w. ersetzen.

TUm eine allgemeine Definition des Erfiilltseins einer Aus-
sagefunktion durch eine Folge von Klassen zu formuliercn,
welche alle aus dem angefiihrten Schema in der oben beschrie-
benen Weise gewonnenen Teildefinitionen dieses Begriffs als
Sonderfille umfasst, werden wir die rekursive Methode anwen-
den. Zu diesem Zwecke geniigt es — unter Berflicksichtigung
der Definition der Anssagefunktion — anzugeben, welche

im Ausdruck anfeinander folgen: des am weitesten links gtehende Zei-
chen wiirden wir das orsbe, das nichste das zweite nennen w. s w. Auf
diesem Wege kinnten wir wieder cine gewisse Zuordnung der freiem
Variablen einer gegebsnen Funktion zu den (Hiedern der Folge herstellen.
Diese Zuordnung wiirde selbstverstiindlich mit der Gestalt der betrach-
teten Funktion varileren (im Gegensatz wu jener Zuordnung, die wir im
Taxte beschrieben haben); dies witrde ziemlich bedeutende Komplikationen
in der Formulierang der unten angegebenen Def. 22, und zwar der
Bedingnngen {y) und () nach sich ziehen.
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Folgen die Inklusionen ¢ , erfillen, und weiterhin festzustellen,
wie sich der betrachtete Begriff verhilt, wenn an den Aussage-
funktionen eine von den drei (Grundoperationen: des Negierens,
des Addierens und des Generalisierens vollzogen wird.

Besondere Beachtung verdient hichei die Operation des
Generalisierens. Ks sel # eine beliebige Aussagefunktion; neh-
men wir an, dass es uns schon bekannt ist, welche Folgen die
Funktion # erfitllen. Indem wir den Inhalt der betrachteten
Operation berticksichtigen, werden wir nur dann von der Folge £
behaupten, dass sie die Funktion ),z (wo % eine bestimmte
natiitliche Zahl ist) erfiillt, falls diese Folge die Funktion z
selbst erfillt und sie sogar dann nicht zu erfillen aufthirs,
wenn das kt* Glied dieser Folge auf beliebige Weise variiert;
mit anderen Worten — wenn jede Folge, die sich von der
gegobenen Folge hochstens an der k™ Stelle unterscheides,
diese Funktion erfillt. So 2 B. wird die Funktion f,¢,
durch eine solche und nur eine szolche Folge £ erfiillt, welche
die Formel: £, Cf, verifiziert und dies ohne Riicksicht darauf,
wie wir das zweite Glied dieser Folge vartieren lassen (wie
man leicht ersieht, ist dies nur dann mdglich, wenn das erste
(rlied die leere Klasse ist).

Nach diesen Erliuterungen wird das Verstindnis der
folgenden Definition dem Leser keine grisseren Schwierig-
keiten bhieten:

Definition 22. Die Folge f erfillt die Aussage-
funktion z dann und nur denn, wenn ' eine unendliche Folge
von Klassen wund v eine Aussagefunktion ist, welche eine von
den vier folgenden Redingungern erfillen: (o) es gibt solehe
natiirliche Zahklen k und 1, dass w=ut , und £,Cf,; (§) es gibt
cine solohe Aussagefunktion y, dass z—y wund I die Funktion y
nicht erfillt; (y) es gibt soleche Aussagefunktionen y und z,
dass g=y-+z und dass  entweder y oder z erfillt; (0} es gibt
etne solche natiirliche Zahl k und eine solche Aussagefunktion y,
dass v= [,y und dass hicbed jede unendliche Folge von Klassen,
die sich wvon f hdchstens an der k'™ Stelle unterscheidet, die
Funktion y erfillt+y).

4} Die normale Definition, die obiger rekursiver Definition dgqui-
valent ist, lautet (vgl. 38)):
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Hier einige Beispiele fiir die Auwendung ohiger Definition
auf konkrete Aussagefunktionen: die unendliche Folge £ ertiillt
die Tnklusion i, , dann und nur dann, wenn f, G4, die Funk-
tion tg5+1,, dagegen dann und nur dann, wenn f,=£f;; die
Funktion [Y,4,9: bzw. Mz, erfilllen diejenigen und nur die-
nigen Folgen £, in welchen £, die leere Klasse, bzw. f, die volle
Klasse (d. i, die Klasse aller Individuen) ist; ,jede unondliche
Folge von Klassen erfiillt schliesslich die Funktion «,,, keine
derartige Folge dagegen erfiillt die Funktion b byae

Der eben definierte Begriff besitzt eine hervorragende
Bedeutung fir die Untersuchungen tber die Semantik der
Sprache; mit seiner Hilfe lisst sich der Sinn einer ganzen
Reike von Begriffen aus diesem Gebiete leicht prizisieren,
v B. die Begriffe des Bezeichnens, der Definierbarkeit**) und
der Wahrheitsbegriff, der uns hier vor allem interressiert.

Die Folge f erfiilit die Aussagefunktion x dann wund nwr dann,
wenn jede Relation B, welche folgender Bedinguny gentigt:

Sfiir beliebige g wnd y — damit gRy, ist es notwendiy und hinrei-
chend, dass g ein¢ unendliche Folge von Klassen, y cine Aussagefunk-
tion ist und dass es weiterhin entweder (@) solche natiwliche Zahlen k
wnd 1 gibt, dass y=, , und g, < g,; oder () eine solche Aussage-
Sunktion =z gtbt, dass y==z und dass die Formel: gRz nicht besteht;
oder (y) solche Aussagefunktionen z und ¢ gibt, dass y=z-+t und dabei
gRz oder gRt; oder endlich (8) eine sclcke naltiviiche Zahl k& und eine
solche Aussagefunkiion = gibl, dass y=\,= wund dass dabei ARz fir
jede unendliche Folge b wvon Klassen, die gich won g hochstens an der
hten Stelle unterscheidel,

— auch die Formel: fRx befriedigt.

$) Zn sagen, dass der Name & einen gegebenen (tegenstand a
bezeichnet, ist dasselbe, wie festzustellen, dass der Gegenstand a {(bzw.
jede Folge, deren entsprechendes Glied a ist) eine Augsagefunktion von
sinem bestimmten Typus erfillt; in der Umgangssprache handelt es sich
hier um Aussagefunktionen, die mus drei Teilen in dieser Reihentolge
bestehen: aus siner Variablen, ans dem Worte ,ist“ und aus dem gege-
henen Namen @ — Was den Begriff der Definierbarkeit anbetriftt, so
werde ich seinen Inhult nar in einem besonderen Falls zm erkliren ver-
suchen. Wenn wir nimlich dberlegen, welche Figenschaften der Klassen
wir (in Hinsicht auf das hier erirterte System des Klassenkalkiils) als
delinierbar betrachten, gelangen wir zu folgenden Formulierungen:

Wir sagen, dass die Aussagefunkiion die Higenschaft
7 von Kilassen dann wnd nur donn bestimmt, wenn — fiir eine
natirliche Zakl b — («) « als einzige freie Variable v, enthdlt wnd
(#) damit die unendliche Folge ' von Klassen @ erfiille, es nolwendig
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Yurmm Begriff der Wahrheit gelangen wir auf folgende
Weise., Anf Grund der Def. 22 und der ihr vorangeschickten
Betrachtungen anschaulicher Art kann man sich leicht ver-
gogenwhrtigen, dass der Umstand, ob sine gegebene Folge eine
gogebene Aussagefunktion erfiillt, nur von jenen GHiedern
der Folge abhingt, die (in Hinsicht auf ihre Indizes) den
freien Variablen der betreffenden Anssagefunksion entsprechen.
Im extremen Fall also, wenn die betrachtete I'unktion eine Aus-
sage ist, demnach iiberhaupt keine freien Variablen enthilt (was
die Def. 22 keineswegs aunsschliesst), hangt das Erfiillbsein einer
Funktion durch eine Folge itberhaupt, nicht von den Kigen-
schaften der Glieder der Folge sb. Es bleiben dann nur zwei
Moglichkeiten itbrig: entweder erfillt jede unendliche Folge
von Klassen die gegebene Aussage, oder es erfillt sie keine Folge
(vgl. die unten angegebenen Lemmata A und B). Die Aunssagen
der erston Art, z. B. U, 4,1, sind eben die wahren Aussagen;
die Aussagen der zweiten Art, z B. M4, konnen dem-
entsprechend falsche Aussagen genannt werden.

Definition 23. « ist eine wahre Aussage — sym-
Bolisch & Wr — dann und nur dann, wenn re As und wenn jede
unendliche Folge von Klassen t epfilli*®).

Nun ergibt sich vor allem die Frage, ob die eben ange-
gebene Definition, deren formale Korrektheit keinem Zweifel

und hinveichend ist, dass f, die Eigenschaft I besilzt; wir sagen, dass
die Rigenschafi BE von Klassen dann und nur dann definierbar
isl, wenn es eine Aussagefunktion x gibt, welche E bestimmi.

Auf Grupd dieser Festsetzungen kdnnte man z. B. zeigen, dass
solche Figenschaften von Klassen wie die Loerheit, das Enthalten pur
sines Elementes, bzw. zweier, dreier u. s. w. Elemente definierbar sind.
Undefinierbar ist dagegen die Figenschaft des Enthaltens unendlick vieler
Flemente (vgl. die im Zusammenhang mit den Sitzen 14—16 unten ange-
fithrten Bemerkungen). Man sieht anch, dass bei dieser Interpretation
der Hegriff der Definierbarkeit gar nicht davon abhingt, ob die Formali-
sterung der untersuchten Wissenschaft die Méglichkeit der Konstruktion
von Definitionen zulisst (vgl 1), Genauere Ausfilhrungen tiber die Defi-
pierbarkeit findet man in der Arbeit Tarski,.

4% In der gunzen obigen Konstruktion kinnte man anstatb mit unen-
dtichen Folgen mit endliehen Folgen von einer variablen Anzahl von Glie-
dern operieren. Es wire dabei bequem, den Begriff der endlichen Folge
#u verallgemeinern: bei der bisherigen Interpretation dieses Terminus
(vgl. 9. [27)) muss eine Folge, die das nte Glied besitzt, auch alle Glieder
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unterliegt, auch sachlich richtig ist — wenigstens in dem Sinne,
welcher vorher in der Konvension 90 festgesetut worden ist.
Man kann zeigen, dass die Antwort auf diese Frage positiv
ausfillt: die Def. 28 isi eine zutreffende Definition der Wahrheit
im Sinne der Konvention W, da sie alle in dieser Konveution
angefithrten Folgerungen nach sich zieht. Man ersieht jedoch
ohne Schwierigkeit {schon daraus, dass die Anzahl dieser Fol-
gerungen unendlich ist), dass die exakte und allgemeine Be-
grindung dieser Tatsache in dem Rahmen der bisherigen
Untersuchungen keinen Platz findet: der Bewsis wiirde den
Aufbau eines ginzlich neuwen Apparats erfordern, und zwar
vor allem den Ubergang zu der — um eine Stufe hioher lie-
genden — Meta-Metawissenschaft, welchem die Forma-
lisierung der Metawissenschaft, die die Grundlage unserer Unter-
suchungen bildet, vorangehen mtisste %), Wer jedoch den Bodeu
der bisherigen Erwigungen nicht verlassen will, dem bleibt
nur der empirische Weg — die Verifizierung der besprochenen
Eigenschaft der Def. 23 an einer Reihe konkreter Beispiele,

wit Indizes, die kleiner als # sind, besitzen, — nun hitte man von diesem
Postulat abzugehen und jede eindeutige Relation, deren (tegengebiet aus
ciner endlichen Anzahl nattrlicher, vou 0 verschiedener Zahlen besteht,
eine endlicke Foige zn nennen. Die Modifikation der Konstruktion wirde
darin Lestehen, dass aus den Folgen, welche die gegebene Aussagefunk-
tion erfilllen, alle ,tberflissigen’ Glieder eliminiert wirden, welehe auf
das Lrfilltsein der Funktion keinen Finfluss ansiiben: falls in der Funktion
als freie Variable v, o, u. s. w. (selbstverstindlich in endlicher Anzahl)
auftriiten, wiirden in der Folge, die diese Funktion erfiillt, ausschliess-
lich Glieder mit den Indizes %, ! u. s. w. verbleiben; so z B. wirden
die Funktion ., , die und nur die Folgen f von Klassen erfiiilen, die
nur aus zwei Gliedern Jr und f;, welche die ¥ormel: f, < f; verifizieren,
bestehen. Der Wert einer solchen Modifikation leuchtet vom Standpunki
der Natirlichkeit und der ijereinstimmung mit dem tiblichen Vorgehen
sin, nichtsdestoweniger treten bei ihrer genanen Durehfithrung gewisse
Méngel logischer Natur auf: die Def, 22 nimmt eine kompliziertere Form
an. Was den Begriff der Wahrheit anbetrifft, so ist zu bemerken,
dass — nach obiger Auffassung — nur eine Folge, nimlich die ,leerc
Folge, die kein einziges Glied besitat, eine Aussage, d. i. eine Funktion
chne freie Variable erfillen kenn; wahr wird man demnach solche
Aussagen zu nennen hahen, welehe die leere” Folge tatsichlich erfiillt.
Eine gewisse Kunstlichkeit dieser Definition wird sweifellos bei allen
Anstosy erregen, die mit den spezifischen Verfahrungsweisen, welche man
in den mathematischen Konstruktionen anzuwenden pflegt, nicht genii-
gend vertrant sind.
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Betrachten wir z. B. die Aussage [),lU,4,., d. i
wlax, Nz, NIr, z,,%. Der Def. 22 gemiiss erfiillen die Aussage-
funktion 4., jene und nur jene Folgen £ von Klassen, fitr wel-
che 7, C7, ihre Negation dagegen, d. i. die Funktion ¢ ,, nur
jene Folgen, fiir die /, ¢ £, gilt. Infolgedessen erfiillt eine
Folge f die Funktion f),+,, nur dann, wenn jede Folge g,
welche sich ven 7 hichstens an 2% Stelle unterscheidet, die
Funktion ¢, erfiillt, also die Formel: g, (— g, verifiziert; da
¢,=f; und die Klasse g, eine ganz beliebige sein kann, so
erfiillen die Funktion M, , nur derartige Folgen #, dass —
fiir eine beliebige Klasse & — 7, J— &#. Schliessen wir in ana-
loger Woeise welter, so erhalten wir das FErgebnis, dass die
Folge f die Funktion U, 4 ,, d. i. die Negation der Funktion
N, 4,., nur dann erfillt, wenn es eine Klasse b gibt, fiir die
£, Cb gilt; des weiteren ist die Aussage M, Uyt,,, nur dann
{durch eine beliebige Folge f) erfiillt, wenn es — fiir eine be-
lichige Klasse @ — eine Klasse & gibt, fir die aC 5. Indem
wir hier schliesslich die Def. 23 anwenden, gewinnen wir sofort
eiren von den Siitzen, die in der Bedingung (¢) der Konven-
tion W beschrieben wurden :

N, Ust,; e Wr dann und nur dann, wenn es — lir eine
belichige Klasse a — eine Klasse b gibt, fiir die a C b.

Daraus schlisssen wir unter Beniitzung der bekannten
Sitze des Klassenkalkiils nunmehr ohne Schwiorigkeit, dass
N, U.¢,; eine wahre Aussage ist.

(Fanz analog kinnen wir mit jeder anderen Aussage der
hetrachteten Sprache verfahren: wenn wir fiir eine derartige
Aussage eine entsprechende in der Bedingung (@) beschriebene
Behanpbung konstruieren und dasselbe Schlussverfahren wie oben
anwenden, kénnen wir ohne die geringste Schwierigkeit beweisen,
dass diese Behauptung eine Konsequenz der von uns angenom-
menen Definition der 'Wahrheit ist, In zahlreichen Fillen kin-
nen wir mit alleiniger Hilfe der einfachsten Gesetze der Logik
(aus dem Gebiete des Aussagen- und des Klassenkalkiils) aus
den unf diesem Wege gewonnenen Sitzen definitive Schliisse
iiher die Wahrheit bzw. Falschheit der betrachteten Aussagen
zichen: so = B. erweist sich U, U; (4,,+4,s) 8ls wahre,
N. N, ¢, als falsche Aussage, In Bezug auf andere Aussagen,
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z. B. in Bezug auf die Aussage (1, Mg N {fy,o4 15,5 %,;) oder
ihre Negation, kinnen wir die analoge Frage nichi entscheiden
(wenigstens so lange nicht, als wir nicht zu den speziellen
Voraussetzungen der Metawissenschaft von existentialera Cha-
rakter greifen — vgl. 8. [380]): die Def. 23 allein gibt nam-
lich kein allgemeines Kritevium fiir die Wahrheit einer Aus-
sage *); nichtsdestoweniger wird jedoch durch die gewonnenen
Satze der Sinn der entsprechenden Ansdricke vom Typus
»%& Wr¥ verstiindlich und eindeutig. — Ts soll ausserdem noch
bemerkt werden, dass auch der in der Bedingung (8) der Kon-
vention I angefithrte Satz eine evidente Konsequenz der be-
sprochenen Definition ist,

Durch diese Erwigungen wird der Leser zweifellos die
subjektive (tewissheit gewinnen, dass die Def. 23 tatsichlich
die Higenschaft besitzt, um die ey sich uns handelt: sie geniigt
allen Bedingungen der Konvention 9. Um die anf diesem Wege
gewonnene Uberzeugung von der sachlichen Richtigkeit der
konstruierten Definition zu festigen, lohnt es sich, einige
charakteristische allgemeine Sitze kennen =zu lernen, welche
man aus ihr ableiten kann. Um die Belastung der Arbeit mit
rein deduktivem Material zu vermeiden, fithre ich diese Siitze
ohne genaue Beweise an %),

Satz I (der Satz vom Widerspruch). Fiirjede belie-
bige Aussage = gilt entweder v& Wr oder z £ Wr.

Dies ist eine fast unmittelbare Konsequenz der Def. 22
und 23.

) Dies ist Ubrigens, wenigstens vom methodologischen Gesichts-
punkt aus gesehen, kein Mangel der betrachteten Definition; sie unter-
scheidet sich in dieser Hinsicht keineswegs von einem bedoutenden Teil
der in der deduktiven Wisssnschaften auftretenden Definitionen.

1) Den Beweisen liegen die allgemeinen Gesetze der Logik, die
spezifischen Axiome der Metawissenschaft nnd die Definitionen der in
den Sitzen auftretenden Regriffe zu Grunde, In einigen Fillen ixt die
Anwendung der allgemeinen Kigenschaften der Begriffe der Folgerung,
des deduktiven Systems u. s. w.,, welche ich in der Arbeit Tarski,
angegeben habe, angezeigt; die dort erzislten Frgebnisse durfoen wir
verwenden, denn d&ie hier eingefothrten Begriffe der Aussage und der
Folgerung erfiilien, wie leicht gezeigt werden kann, alle Axioms, auf die
sich die erwihnte Arbeit stiitzt,
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Satz 2 (der Satz vom ausgeschlossenen Drii-
ten). Fir jede beliebige Awussage ¢ gill entweder zeWr,
oder & Wr.,

Im Beweise spielt folgendes Lemma, welches aus den
Def. 11 und 22 folgt, eine wesentliche Llolle:

Lemma A. Erfilll die Folge f die Aussagefunkiion
und geniigt die unendliche Folge g von Klassen folgender Redin-
gung: fir jedes ke gilt f=g., wenn nur v, eine freie Variable
der Funktion g ist, so erfillt auch die Folge g die Funktion z.

Als unmittelbare Folgerung aus diesem Lemma und der
Def. 12 erhalten wir das Lemma B, welches im Verein mit
den Def, 22 und 23 nunmehr leicht zum Satz 1 fithrt:

Lemma B, Wenn geds und wenn mindestens eine un-
endliche Folge wvon Klassen die Aussage ¢ erfiillf, so erfillt
jede unendliche Folge von Klassen die Aussage x.

Satz 3. Ist XC Wr, so auch FI(X)T Wr; insbesondere
also FL{Wr)CWr.

Diesen Satz beweisen wir dureh vollstindige Induktion,
haupisichlich auf Def. 15, 16, 22 und 28 gestiitet; es ist hier
auch folgendes einfaches Lemma von Nutzen:

Lemma C. Wenn y eine Gencralisalion der Aussage-
Funktion z ist, so ist es dafiir, dass jeme wnendliche Folge von
Kiassen z erfillt, notwendig und hinreichend, dass jede wnend-
liche Folge von Klassen y erfilll.

Als Resumé der in den Sitzen 1—3 enthaltenen Ergeb-
nisse gewinnen wir (mit Hilfe der Def. 158--20) den

Satz 4. Die Klasse Wr ist edn widerspruchsfreies und voll-
stdndiges dedultives System.

Satz 5. Jeder beweisbare Satz ist eine wakre Aussage;
m. a. W. BwC Wr.

Dieser Satz folgt unmittelbar aus Def. 17, aus Satz 3
und ans Lemma D, dessen Beweis (u. a. auf Grund von Def. 13
und Lemma C) keine Schwierigkeiten macht:

Femma D. Jeder Grundsalz ist eine wahre Aussage.

Satz Db lisst sicll nicht umkehren:
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Satz 6. FEs gibt wahre Aussagen, die nichl beweisbar sind ;
w, a. W. Wr (_ Bw.

Dies ist eine unmittelbare Folgerung aus Satz 2 und aus
folgendem l.emma, dessen exakter Bewels nicht ganz einfach ist:

Lemma B. Sowohl [}, My t,,, ¢ Bw, alsauch (Y, 4., & Bws).

Als eine Nebenkonsequenz der Sitze 1, 5 und 6 fiihre ich
schliesslich noch folgenden Satz an:

. Satz 7. Die Klasse Bw ist ein widerspruchsfreies, oaber
kein vollstdndiges deduklives Sysiem.

In den Forschungen, die gegenwiirtig auf dem Gebiete der Metho-
dologie der deduktiven Wissenschaften befrieben werden+’) (insbesondere
in den Arbeiten der Gottimger Schule, die sich um Hilbert pruppiert)
spielt eine viel bedeutendere Rolle als der abgsolute Begriff der Wahrheit,
von dem bisher die Bede war, ein anderer Begriff von relativem Charslter,
welcher jenen als Sonderfall umfasst, nimlich der Begriff der in einem
Individuenbereich @ richtigen oder wahren Aussage*). Dar-
unter verstehen wir — ganz allgemein und unexakt gesprochen — jede

) Wurden wir (wie es oft geschieht — vgl. #)) die Aussage

MNiMNyey,s den anerkannten Aussagen angliedern, so kénnten wir hier,
anstatt Lemma E, Lemma B anwenden: -

Lemma E'. Sowohl ;Nalu,a+ 6,,) e B, als auch{ Y, Naly,s+0,q) & B,

Die 1dee des Beweises dieser beiden Lemmata ist dieselbe, wie die

der Beweise der Widerspruchsfreiheit und der Unvollstindigkeit des sog.

sangeren Funktionenkalktls, welche wir im Buche Hilbert
Ackermann, 8. 65—68 finden,

#} Der Leser, der fiir die spesiellen Begriffe und Untersuchungen
aus dem Gebiete der Methodologie der deduktiven Wissengchaften kein
grosseres Interesse hat, kann die hier im Kleindruek gegebenen Ausiith-
rungen der £§ 8 und 4 iibergehen (im engerem Kusammenhang mit der
Grundidee dieser Arbeit stehen nur die Ausfithrungen auf 8. [66]—[67]).

#) Vgl. hiezu z B. Hilbert-Ackermann,, besonders 8. 72—8§1,
und Bernays-Schionfinkel,. Es muss jedoch betont werden, dass die
genannten Verfasser den betrachteten Begriff nicht auf Aussagen, sondern
auf Aussagefunktionen mit freien Variablen beszichen {weil es in der
Sprache des engeren Funktionenkalkiils, deren sie sich bedienen, tiber-
haupt keine Aussagen im strengen Sinne des Wortes gibt) und im Zusam-
menhang damit den Terminus allgemeingiltigh anstatt des Terminus
prichtigh oder ,wahr® verwenden; vgl. hiezu die zweite der zitierten Arbei-
ten, 8. 347848,
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Aussage, welche im Ublichen Sinne dann wahr wiire, wenn wir den
Umfang der betrachteten Individuen anf eine gegebene Klasse @ he-
schrinken, oder — etwas gensuer gesagt — wenn wir {ibereinkommen,
die Termini ,Individuum®, ,Klasse von Individuen” u. & w. bzw.
als ,Jilement der Klasse a¥ ,Unterklasse der Klasse g% u. s w.
wu Interpretieren; wenn em sich in conecrete nm die Aussagen aus der
Sprache des Klassenkalkiils kandelt, so milsste man Ausdriicke vom Typus
Jlept aly far jede Unterklasse z der Klasge a—p“ interpre-
tieren und Ausdriicke vom Typus ,Jxy“ als ,die Unterklasse
der Klasse @ ist in der Unterklasse y der Klasse @ enthalten®
Zu einer prisisen Definition des besprochenen Regriffs gelangen wir
mittels ociner Modifikation der Def. 22 und 23; als abgeleitete Begriffe
werden wir demn Begriff der in einem Tndividuenbereich mit %
Elementen richtigen Aussage und den Begriff der in jedem
Individuenbereich richtigen Aussage ecinfihren. Xs ist bemer-
kenswert, dass — trotz der grossen Bedeutung dieser Termini fiir die
metamathematischen Untersuchungon — man sich ihrer bisher aunsschliess-
tich im intuitiven Sinne bedient hat, ohne zu versuchen, ihren Sinn niler
zZu prizisieren *¥),

Definition 24, Die Folge [ erfilli die Aussogefunk-
tion = in dem Individuenbereich a dann wad nuwr down, wenn a
eine Klasse von Individuen, f eine unendliche Folge von Unterklassen
der Klnsse a und x eine Aussagefunkition ist, welche eine von den vier
Jolgenden Bedingungen evfiillen: (¢) es gibt solche wnatiirliche Zohlen
wnd I, dass w=y ; und f, C f;: (8) es gibl eine solche Aussagefunic-
tion y, dass x =y und dass die Folge f die Funktion y tm Individuen-
bereich a nioht erfillll; (y) es gibt solche Aussagefunkiionen y und z,
dass & =y + 2, und dass die Folge [ entweder y oder 2 im Individuen-
bereich a erfiillt; (8) es gibt eine solche nattirliche Zahl k und eine
solche Aussagefunktion y, dass x=[\,y und dass jede unendliche
Folge g von Unterkiassen der Klasse a, welche sich von der Fulge |
hiehstens an der ktes Stelle wnlerscheidel, y im Individuenbereich a
erfiilt.

) Eine Ausnahme bildet die Arbeit Herbrand;, in welcher der
Verfagsor den Begriff der wahren Aussage in unendlichem Bereiche priui-
siert (3. 108—112). Der Vergleich der Definition Herbrands mit den im
Texte angegebenen Definitionen 25 und 26 wird den Leser ohne weiteres
#n dem Schluss fihren, dass wir es hier eher mit einem Gleichklang der
Termini, als mit einer Verwandtschaft der Inhalte zu tun haben; nichts-
destoweniger ist es moglich, dass in Bezug auf gewisse konkrete deduktive
Wissenschaften und unter speziellen Voraussetzungen fiir die entspre-
chenden Metawissenschaften der Begriff Herbrands denselben Umfang
besitzt (also auch dieselbe Bedewbung fir metamathematische Unter-
suchnngen hat) wie ein gewisser Spesialfall des in Def. 25 eingefuhrten
Begriffs,
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Definition 256. o ist eine wichiige (wahre) Aussage in
dem Individuenbereich a dann und nur donwn, wenn xe ds und
wenn jede wunendliche Folge von Unlerkiassen der Klasse a die Aus-
sage x im Individuenbereich a erfiillt,

Definilion 26. x ist eine richiige fiwwahre) Aunssage in einem
Individuenbereich mit k Blemenlen — symbolisch xeRf, —
dann und nuyr dann, wern es eine solche Klasse a gibi, dass It die
Mdichtighkeit der Kiasse a und © eine richtige Aussage im Incividuen-
bereioh a ist,

Definition 27. x 48l etne wichiige (wahre) Aussage in
Jedem Individuenbereich — symbolisch xeRt — dann und sur
dann, wenn — fir jede Klosse a — x eine im Individuenbereich a
richiige Aussaye ist.

Wenn wir in der Def, 2b die Formel ,x4s% weglassen und dadurch
den Inhalt der Def. 26 und 27 modifizieren, gelangen wir zu Begriffen
allgemeinerer Natur, welche nicht nur Aussagen, sondern auch beliahige
Ausgsagefunktionen betreflen.

Beispiele fiir die Anwendung der definierten Begriffe auf konkrete
Aussagen werden wir weiter unten kennen lernen. Zwecks bequemer
Formuliernng verschiedener Eigenschaften dieser Begriffe fithre ich noech
einige symboliseche Abkiirzungen ein.

Definition 28. ax=¢, dann und nur dann, wenn
=it bt Dert (Mig s, 22 g, &7 a1 )
Definition 29, r=e dann und nur dann, wenn

w={, (n: P T O 82)) .

‘Wie man leicht ersehen kann, besagt die Aussagefunktion g, dass
die durch die Variable v, bezeichnete Xlasse nur aus einem Element
besteht; die Aussage «, welche in den weiteren Untersuchungen cine
grosse Rolle spielen wird, besagt, dass jede nichtleers Klasse eine ein-
elementige Xlasse als Teil enthilt.

Definttion 30. x=g, dann und nur dann, wenn entweder n=0
— o ndl_ 9w I
wnd =&, oder n=3=0 und w:ﬂ: S ( 3 5+ 3, (tk, L aH_M)) .

Definition 31 x=y, dann und nur dann, wenn enbweder n=0
und x=4F,, odor nd 0 wund o=3,_, .3,

Wie es ans diesen Definitionen folgt, stellen die Aussagen 2, haw, y,
(wobei n eine beliebige natiirliche Zahl igt) fest, dass es hichstens n
bzw. genan # verschiedene oinelementige Klassen, oder - was dasselbo
besegt — ® verschiedene Individuen gibt.
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Definition 32, x ist eine gquantitaiive Aussage ({oder
sine Aussage dber die dnzahl der Individuen) donn und wur
dann, wenn es eine solche endliche Folge p von n natérlichen Zahlen

"
gibt, dass entiveder cc=z‘kyyk oder x=§kyy .
k

Iek werde jetzt eine Reihe von charakteristischen Eigonschaften
der definierten Begriffe und von wichtigeren Zusammeoenhingen angehen,
welche sie mit bereits friher angefithrten Begriffen verbinden: es werden
hier u. a. einige Resultate von mehr spesieller Natur ihren Platz finden,
die mit spezifischen Eigonschaften des Klassenkalkiils in Verbindung
stehen und sich nicht auf andere Dissiplinen von verwandter logischer
Strukbur ansdehnen lnssen {z. B. die Sitze 11—13, 24 und 23),

Satz 8 Wenn a sine Klasse von Individuen wnd I die AMldehtig-
keit dieser Klasse ist, so ist es dafir, dass x eine im Individuenbe-
reich a richlige Aussage ist, notwendig und hinreichend, dass x Ri, .

Der Beweis grindet sich w. e. auf folgendes Lemma, welches aus
Def. 24 folgt:

Temma F, Es selen o und b zwei Klassen von Individuen
wnd K eine Relation, die folgenden Bedingungen geniigt: (&) feir belie-
bige " und g° — wenn ' By’, so ist I eine unendliche Folge von Unter-
Iilassen der Kiasse a, g’ dagegen der Kiasse b 5 (&) 48t f7 eine beliebige
unendliche Folge von Unterklassen der Klasse o, so gibt es etne solche
Folge g, dass f* Rg'; (y) ist g’ eine beliebige unendliche Folge von Unter-
Klassen der Klasse b, so gibt es eine solche Folge f°, dass f'Rg’;
(&) fiir beliebige 1", o', 1", ¢, k& und 1 — wenn Ry, "Ry und k&
wnd U natiirliohe, von 0 verschiedene Zahlen sind, so gilt S ey dann
und nur dann, wenn g’ < g”. Wenn dann S By und die Folge f die
Aussagefunition x im Imdividuenbereich a enfiilllt, so erfiillt die Folge g
diese Funktion im Individuenbereich b.

Aus diesem Lemma gewinnen wir leicht mit Hilfe der Def. 25
folgendes Lemme &, welches im Verein mit Def. 26 sofort den Satz S
ergibt:

Lemma G. Wenn die Klassen von Individuen a wnd b gleich-
wmdchtig sind und @ eine im Individuenbereich a richiige Aussage ist,
80 ist @ auch eine im Fndividuenbereich b richlige Aussage.

Nach Satz 8 (bzw, Lemma &) hingt der Umfang des Begriffs
»eine im Individuenbereich @ richtige Aussage® ausschliesslich von einer
einzigen Eigenschaft der Klasse ¢ ab, nimiich von ibrer Miichtigkeit;
dies erlaubt uns im weiteren Verlaufe unserer Uberlegungen alle diesen
Begriff' betreffenden Ergebnisse unberticksichtigt zu lassem, weil man
sie unmittelbar aus den entsprechenden Sitzen, die sich auf die Klas-
sen R, begishen, ableiten kann,

Mit Hilfe der Def. 24 und 25 kapn man die Sitze 1—8 und die
Lemmata A—D verallgemeinern, indem man iniknen aberall die Ausdritcke

21
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~unendliche Folge von Klassen®, ,die Folge,.. erfiillll die Aussagefunt-
tion...*, ,wahre dussage” u. s, w. beriehungsweise durch unendliche
Folge wvon Unterkiassen der Klasse a*, ,die Folge.., erfiillt die Aus-
sagefunktion... im Individuenbereich a* _eine tm Individuenbereich a
richtige Aussage® u. s. w, ersetzt; zulolge Satz 8 lassen sich die so
gewonnenen FErgebnisse ihrerseits auf Aussagen ausdelmen, die zu den
Klassen £24, gehoren. Auf diesem Wege gelangen wir u, a, zu folgenden
Verallgemeincrungen der Siitze 4—6:

Satz 9. Fir jede belichige Kavdinalzahl k ist die Klasse Rt, ein
widerspruchsfreies wnd vollsiindiges dedukiives System.

Sate 10. Fiir jede belickige Kardinaleohl k gilt Bw C RY,, da-
gegen Rt~ Bw,

In Hinblick auf Satz 10 taucht folgendes Problem auf: wie soll
man die Liste der Grundsitze in Def. 13 vervollstindigen, damit die
EKlagsse aller Folgerungen dieser erweiterten Klasse von Grundsitzen
mit der gegebenen Klasse Rf, zusammenfalle? Die Sitze 11 und 12,
die ich gleich anfithien werde, enthalten die Lisung dieses Problems
und beweisen zugleich, dass man — in Bezug suf dic Sprache des Klassen-
kalkitls — dis uns hekannte Definition der in einem Bereiche mit /& Kle-
menten richtigen Aussage (Def. 26) durch eine anders, dquivalente, ersetzen
kann, die der Dellnition des beweisbaren Satzes (Def, 17) analog ist und
die darum strukturellen Charakter besitzt.

Sate 1. Wenn k eine nativiiche Zahl wnd X die aus simtli-
chen Amiomen wnd den Aussagen « wund iy, bestehende Kliasse 4si,
so ist RE, = Fi(X)

Stz 12. Wenn b eine unendliche Kardinalzahl wnd X die qus
sdmilichen Awxiomen, aus der Aussage v und aus allen Aussagen y,
(wo I eine beliebige natirliche Zahl ist) bestchende Klasse ist, s0 ist
Ri, = Fi(X)

Der Beweis dicser Stze stitzt sich hauptsiichlick auf die Sitze 9
und 18 und suf die drei folgenden Lemmata:

Lemma H. Fiir jede belichige Kardinalzahl k& gilt ¢ I2L,.

Lemma I, Wenn k eine natirliche Zahl und 1 eine von Lk ver-
schiedene Kordinalzahl ist, so gilf y, e R, wid y, & R,, dagegen y, ¢ R,
und ];;, ¢ B,

Lemma K. Wenn zcds und X die aus sdmilichen Axiomen und
der Aussage e bestehende Klasse ist, so gibt es eine der dussage x
mil Micksicht auf die Kinese X dguivalente Awssdage y, derari dass
enfweder y eine quantitative Aussoge st oder y ¢ Bw oder endlich ye Bw.

Lemma H und 1 sind fast evident, wogegen der Beweis des schr
wichtigen und an sich interessanten Lemmas K nicht gansz einfach ist®.

) Dieses Lemma ist in seinem wesentlichen Teile in den Resul-
taten enthaltem, welehe sich in der Arbeit Skolem,, 8. 2037 finden.
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Mit Hilfe von Satz 9 und Lemme I kann man aus Satz 12 fol-
gende Konsequenz ableiten, wolche im Verein mit Satz 11 die wesentli-
chen Untevschiede hervortreten lisst, die in der logischen Strukitur der
Klassen F¢, aufireten, je nachdem, ob die Kardinalzahl & endlich oder
unendlich ist:

Satz 13. Wenn k cine unendliche Kardinalzahl ist, so gibl es
keine Klaosse X, welche unier ihren Elementen nur eine endliche Zahl
von Awssagen besilzt, die leine Awiome sind, wnd dabei die Formel:
R, = Fi(X) verifiziert®),

Als leicht zu gewinnende Folgerungen aus Lemma I und den
Sttzen 11 und 12 fihre ich ferner an:

Satz 14. Wenn & eine natiirliche Zahl und 1 eine von I verschie-
dene Kordinalzahi 4st, so gitt R, (T Bt, und Ri,(_ Rt,.

Stz 16, Wenn & und 1 unendliche Kardinalzahlen sind, so gilt
Rt = Et,.

Satz 16. Wenn k eine unendliche Kardinalpahl ist und = ¢ Hi,, so0
gibt es eine solche natiivltiche Zahl l, dass @ & R, (m. a. W. die Klasse R,
50 & der Summe aller dieser Kiassen Ri, enthnlten).

Gemiiss den Sitzen 14-—16 (bzw. Lemma 1} gibt os fiir jede natiir-
liche Zahl % eine solche Aussage, welche in jedem Bereiche mit k&
Flementen und in keinem Bereiche von anderer Machtigkeit richtig ist;
dagegen ist jede in einem unendlichen Bereiche richtige Aussage auch
in jedem anderen umendlichen Bereiche (chne Riicksicht auf seine Mich.
tigheit) und ausserdem in gewissen endlichen Bereichien richtig. Wir
schliessen daraus, dass die betrachtete Sprache es gestattet, eine derartige
Bigenschalt von Klassen von Individuen auszudricken, wie das Bestehen
aes genan i Elementen, wo X eine belisbige natrliche Zahl ist; wir finden
dugegen in dieser Sprache kein Mittel, um irgend eine spewielle Art
vou Unendlichkeit (z B. die Abziihlbarkeit) ausznzeichnen, und wir ver-
mbgen auch mnicht mit Hilfe einer einzigen oder einer endlichen Zahl
von Aussagen zwei solche Eigenschaften von Klassen, wie Endlichkeit
und Unendlichkeit, voneinander zu unterscheiden %),

5) Dic Idee des Beweises dieses Satzes ist dieselbe wie in den
Beweisen der Batze I 24 und L 25 in der Arbeit Tarski,, S, 877878
Wiirden wir aus dieser Arbeit die Def. I. 8, 8. 875 hier tlbernehmen und
zugleick den Folgerungsbegriff, mit dem wir operieren, erweitern, indem
wir némlich in der Bedingung (¢} der Def. 15 die Worte ,oder o ist ein
Awiom* hinzufiigen, so kénnten wir aus den S#lzen 11 und 13 folgende
Konsequenz ableiten:

Dawit die Klasse Rt, ein axiomatisierbares dedulitives System sed,
st es notwendig und hinreichend, dass k eine naliirliche Zahl ist.

*?) Diese Ergebnisge, wie auch der unten angefihrte Satz 18, stam-
men von Liwenheim; vgl Léwenheim, (besonders Satz 4, 8. 459)

und Skolem,.
*
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Mit Hilfe der Satze 9, 11 und 12 beweisen wir den

Satz 17. Wenn X eine widerspruchsfreie Klosse von Aussagen
ist, die unter ihren KElementen sdmtliche Awiome und die Aussage o
enthdlt, so gibt es eine solche Kardinalzahl k, dass X < Ei,; wenn
hiebel X ein vollstdndiges deduktives System ist, so ist X = It

Wenn wir diesen Satz mit den Sitzen 11 und 12 zussmmenstellen,
erhaiten wir eine struktnrclie Beschreibung aller vollstindigen deduktiven
Systeme, welche unter ihren Elementen siimtliche Grundsitze und die
Aussage o enthalten. Es ist =zu bemerken, dass das Verhandensein der
Anssage ¢ hier wesentlich ist: die Mannigfaltigkeit der Systeme, die
diese Anssage nichs enthalten, ist bedentend grasser und ibre erschtpfende
Beschreibung wilrde nicht besonders sinfach ausfallen ).

Die weiteren Uberlegungen botreffen Aussagen, die in jedem Indi-
viduenbersich richtig sind, d. h. zur Klasse I gehiren.

Satz 18, Damit xeRi, i8t notwendig und hinreichend, dass —
fir jede Kardinolzabl k& — xe R, (m. a. W. die Klasse Rt ist der
Durchschnitt aller dieser Klagsen Ri, ).

Dieser Satz, welcher eine unmittelbare Konsequenz der Def. 27
and des Satzes 8 bildet, lisst sich mit Hilfe der Sitze U und 16 wesentlich
verschiirfen:

Satz 19. Damil x ¢ Rt, ist es notwendiy wnd hinreichend, dass —
fiir jede natirliche Zahl b — xR, .

Die Richtigkeit einer Aussage in allen endlichen Bereichen zieht
somit schon ihre Richtigkeit in jedem Individuenbereich mach sich.

Auns den Sitzen 9, 14 und 18 leiten wir ferner folgende zwei
Korollare ab:

Satz 20, Fiir jede beliebige Kardinalzahl k gilt RtC RY,, da-
gegen Bt ([ Et.

Saiz 21. Die Klasse R ist ein widerspruchsfreies, aber lein
vollstindiges dedukiives Sysiem.

Sate 22, Bw C Ri, dagegen Ri (_ Bw.

Dieser Satz folgt aus den Sitzen 10, 18 upd dem Lemma L:

Lemma L. weRt, dagegen o't Bw.

9y Mit Problemen von diesem Typus, d. i mit der strukturellen
Beschreibung aller vollstindigen Systome einer gegebemen Wissenschaft,
habe ich mich in den Jahren 1926--28 beschiftigt, und zwar in An-
wendung auf verschiedene clementare deduktive Wissenschaften {Klassen-
kalkiil, Arithmetik der reellen Zahlen, Geometrie der Geraden, Theorie
der Ordnung, Theorie der Gruppen); {iber die moch nicht veriffentlichten
Frgelmisse dieser Untersuchungen wurde in den Seminarlibungen aus
dem Gebiete der Methodologie der deduktiven Wissenschaften berichbet,
die ich an der Warschauer Universitit in den Jahren 1027/28 und 1928/29
leitete. Vgl, Presburger,, 8. 82—101 (besonders Anm, & auf 8. 95)
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Dass « ¢ Ri, gewinnen wir sofort aus lemma H und Satz 18; der
exakte Beweis des zweiten Teiles des Lemmas ist bedeutend schwieriger.

Satz 23. Wenn = eine quantitative Aussage igt, 80 x ¢ R.

Der Beweis, der sich auf Lemma I, Satz 15 und Def. 32 stiitzt, bietet
keine Schwisrigkeiten.

Satz 24. Wenn X die aus samilichen Grundsdtzen und der
Aussage o bestehende Klasse ist, so gilt Ri—=FI(X).

Diiesen SBatz kann man am leichtesten mit Hilfe der Satze 11, 12
und 18 beweisen.

Indem wir des Lemma K anwenden, gewinnen wir darans un-
mittelbar:

Saty 25, Wenn weds, xe Rt und © ¢ Rt, so gibt es eine quan-
titative Aussage y, die mit der Aussage « mit Riicksicht aus die Klasse Rt
dquivalent ist,

In Hinblick auf Lemma L und Satz 24 finden wir folgende Si-
tuation vor: der Begriff der in jedem Individuenbereich richtigen Aus-
sagoe hesitzt einen weiteren Umfang als der Begriff der anerkannten
Aussage, denn die Aussage ¢ gehirt zum Umfang des ersten, aber nicht
des zweiten dieser Begriffe; wenn wir jedorh das System der Grundsitze
durch eben diese einzige Aussage ¢ vervollstindigen, werden die beiden
Bepriffe amfangspleich. Weil es mir wiinschenswert scheint, dass — in
Bezug auf den Klassenkalkiill — die Begriffe der anerkannten und der
in jedem Individuenbereich richtigen Aussage sich hinsichtlich des Um-
fangs nicht unterscheiden ™), wiirde ich es eo ipso angezeigt finden, die
Aussage o zo den Axiomen der betrachteten Wissenschaft hinzuzuftigen.

Es bleibt noch die Frage dos Verhiltnisses des in Def. 23 einge-
fithrten absoluten 'Wahrheitsbegriffs »u den zuletzt untersuchten Begriffen
zu kiiren.

Vergleichen wir die Def. 22 und 23 mit den Def. 24 und 25 und
wenden wir den Satz 8 an, so gewinnen wir leicht folgendes Resultut:

) Von dieser Tendenz wird noch im n#chsten Parsgraphen die Rede
sein. Iis ist zu erwihmen, dass schon Schréder, der tbrigens von anderen
Erwigungen ausgeht, den Vorschlag gemacht hat, das System der Vor-
aussetzungen des Klassenkalkiils durch die Anssage ¢ zu vervollstindigen
{und sogar durch noch andere Aussagen, die jedoch — was man leichi
zeigen kann — in einfacher Weise aus der Aussage n folgen); vgl
Hehrioder, I Bd., 1. Abt, 8. 518—849, — In diesem Zusammenhang
bemerke ioh, dags mir dis Hinschaltung der Aussage ¢ in das ,formale®
System der Algebra der Logik (von dem der Klassenksikil eine Inter
pretation ist) nicht zweckentsprechend zu sein scheint: es sind Jja viele
Interpretationen dieges Systems bekannt, in denen die betrachtete Aussage
nicht erfitllt ist,
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Seatz 26, Ist a die Klosse aller Individuen, so gilt xs Wi dann
wnd nur dann, wenn x eing im Bereiche a richtige Aussage ist; wenn also
die Kardinalzahl k die Mdchtigheit der Klasse a ist, so isi Wr=R¢,.

Bine unmittelbars Folgerung aus Satz 20 und 26 bildet
Satz 27. RE C Wr, dagegen Wi (i_ Ri.

Wens wir Satz 26 mit den Sitzen 14 bzw. 11 und 12 zusammen-
stetlen, kommen wir zum Schluss, dass diejenigen Voraussetzungen der
Metawissengchaft, vermdge welcher man bestimmen kann, welche Mich-
tigkeit die Klasse aller Individuen besitzt (und die im Beweise des
Satzes 26 selbst nicht intervenieren), auf den Umfang des Terminus ,wahre
Aussage® einen wesentlichen Xinfluss ausiiben: der Umfang des betrach-
teton Morminus ist verschieden je nachdem, ob jens Klasse endlich oder
unendlich ist; im ersten Falle hiangt der Umfang sogar davon ab, wie gross
die Michtigksit der besprochenen Klasse ist.

Weil man insbesondere auf dem Boden des hisr angencinmenen
Systems von Voraussetzungen zeigen kann, dass die Klasse "aller Indivi-
duen unendlich ist (vgl. S.[80]), ermbglicht der Satz 26 im Verein mit
Satz 12 eine strokturelle Charakteristik der wahren Aussagen:

Satz 28, Damit xs Wr, ist es notwendig und hinreichend, dass x
eine Folgerung aus der Klasse ist, die aus simflichen dxiomen, der

Aussage o und allen Aussagen ;7, hesteht, wo 1 eine beliebige natitrliche
Zahi ist.

Dieser Satz konnte mit Rilcksicht auf seine Form offenbar als
Definition der wahren Aussage betrachtet werden; es whre dies eine
rein strokturelle, der Def. 17 des beweisharen Satzes vollkommen ana-
loge Definition. Es wuss jedoch mit Nachdruek betont werden, dass die
Moglichkeit, sine derartige Definition zu konstrnieren, eins rein zufillige
Erscheinung is¢: wir verdanken sie den spezifischen Eigentimlichkeiten
der betrachteten Wissenschaft (jenen Eigentiimlichkeiten, die n. a. in dem
Lemma K, welches die wesentlichste Primisse im Beweise der Sitze 12
und 28 bildet, ihren Ausdruck gefunden haben) sowie — in gewissem
Grade — den in der Metawissenschaft angenommenen starken existon-
tislen Voraussetzungen; dagegen liegt hier — im Gegensatz zu der
urspriinglichen Delinition — keine allgemeine Konstruktionsmethode
vor, die man auch auf andere deduktive Wissenschaften anwenden
konnte.

PEs igt bemerkenswert, dass man durch die Analyse des Beweises
des Satzes 28 und der Lommata, aus denen dieser Batz folgt, ein allge-
meines strukturelles Kriterinm der Wahrheit ftir alle Aussagen der unter-
suchten Sprache gewinnen kann: aus dem Satze 28 lisst sich leicht ein
solches Kriterium fiir gquantitative Aussagen ableiten, und der Beweis
des Lemmas K gestattet es, jeder Aussage der Sprache eime ihr #qui-
valente Aussage effektiv zuzuordnen, die, wenn sie nicht quantitativ ist,
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offensichtlich waby oder offensichtlich falsch ist. Eine analoge Bemerkung
gilt fiir den Begriff der Richtigkeit in cinem gewissen, bzw. in jedem
Tedividuenbereiche.

Die wichtigsten in diesem Abschnitt gewonnenen Ergeb-
nisse zusammenfassend, kdnnen wir folgendes feststellen:

es ist uns gelungen, fiir die Sprache des Klas-
senkalkils das zn konstruieren, was wir vorher
erfolglos in Bezug auf die Umgangssprache ver-
sucht haben, ndmlich eine formal korrekte und
sachlich zutreffende semantische Definition des
Ausdracks ,wahre Aussage¥;

unter Ausniitzung der spezifischen Eigentiimlichkei-
ten des Kiassenkalkils haben wir es dann erreicht, diese
Definition in eine ihr figunivalente strukturelle Definition
umzutformen, aus der gich sogar ein allgemaines Kriterium

der Wahrbeit filr die Aussagen der untersuchten Sprache
ableiten ldsst. ‘

§ 4. Der Begriff der wahren Aussage in den Sprachen
cendlicher Ordnung.

Die Konstruktionsmethode, deren ich mich im vorigen
Abschuitte bei der Untersuchung der Sprache des Klassenkalkiils
bedient habe, kann man — ohne besonders wesentliche Verin-
derungen — auf viele andere formalisierte Sprachen, sogar von
bedcutend komplizierierer logischer Struktur, anwenden. The
folgenden Ausfithrungen sollen die Allgemeinheit dieser Me-
thode hervorheben, die Grenzen ihrer Anwendbarkeit bestimmen
und die Modifikationen skizzieren, welchen diese Methods in
den verschiedenen Fillen ihrer konkreten Anwendung unterliegt.

Es ist keineswegs meine Absicht, in diesen Untersuchungen
alle Sprachen zu beriicksichtigen, die man sich fberhaupt
denken kann oder die irgend jemand irgendwann konstruieren
méchte und kénnte; ein derartiger Versuch miisste im vor-
hinein zur Erfolglosigkeit vernrteilt sein. In dem, was ich hier
sagen werde, werde ich naturgemiiss ausschliesslich Sprachen
von derselben Strukiur, wie die uns gegenwirtiz bekannten,
in Betracht ziehen (in der vielleicht unbegriindeten {berzeu-
gung, dass sie, wie bisher, so auch kiinftig ein genfigendes Fun-
dament fiir die Grundlegung des gesamten deduktiven Wissens
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bilden werden). Und sogar diese Sprachen weisen in ihrem
Aufban so grosse Unterschiede anf, dass der Versuch, sie in
einer ganz allgemeinen wnd dabel prizisen Weise zu unter-
suchen, auf bedeutende Schwierigkeiten stossen miisste. Es sind
dies allerdings Unterschiede eher ,kalligraphischer Natur: so
treten 7 B. in manchen Sprachen ausschliesslich Konstante
und Variable auf, in anderen kénnen wir den Gebrauch
von sog. techmischen Zoichen (Klammern, Punkten u. s. w.)
nicht vermeiden; in manchen Sprachen verwenden wir als
Variable Symbole von genau bestimmter Gestalt, wobei die
(testalt der Variablen von ihrer Rolle und Bedeutung abhingig
ist, in anderen dagegen kdumen als Variable ganz belicbige
Symbole verwendet werden, wenn sie sich nur ihrer (Gestalt
nach von den Konstanten unterscheiden; in menchen Sprachen
wieder ist jeder Ausdruck ein System von ,linear geordne-
ten* d. i, in einer Zeile der Reihe nach aufeinander folgenden
Zeichen, in anderen kinnen sich die Zeichen, die Bestandteile
eines und desselben Ausdrucks sind, in verschiedener Hohe,
nicht nur nebeneinander, sondern auch untereinander befinden.
Diese ,Kalligraphie® der Sprache bt jedoch einen =ziemlich
gtarken Einfluss auf die Form der Konstruktionen im Gebicte
der Metasprache aus, was ohne Zweifel schon bei einer fliich-
tigen Durchsicht der verangehenden Paragraphen in die Augen
springt %), Bereits aus diesem Grunde tragen die folgenden
Ausfiihrungen einen skizzenhaften Charakter; dort, wo sie eine
mehr prizise Form annehmen, betreffen sie konkret beschrie-
bene Sprachen, die auf dieselbe Weise wie die uns bekannte
Sprache des Klassenkalkiils anfgebaut sind (also Sprachen ohne
technische Zeichen, mit genau bestimmter Gestalt der Variablen,
mit linearer Ordnung der Zeichen in jedem Ausdruck u. s, w.} %)

55) Vgl. hiezu =z B. 3. {49], besonders o).

) Um die folgenden Ansfihrungen in eine ganz prizise, konkrete
und dahei genilgend allgemeine Form zu kleiden, wiirde es geniigen, als
Gegenstand der Untersuchungen dfe Sprache irgend eines vollstindigen
Systems der mathematischen Logik zu wiihlen, Eiupe solche Sprache kann
namlich als ,umiversale* Sprache betrachtet werden, und zwar in dem
Rinpe, dass alle anderen formalisierten Sprachen — wenn man von Unter-
schieden ,kelligraphischer* Natur absieht — entweder Bruchstiicke von
ihr sind oder gich aus jener Sprache bzw. aus ihren Bruchsticken durch
Hinzufigung dieser oder jenor Konstanten gewinnen lasgen, wobei seman-
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Ehe wir an unsere Hauptaufgabe — dis Konstruktion der
Definition der wahren Anssage -~ herantreten, mfissen wir in
jedem konkreten Falle den Aufbau einer entsprechenden Meta-
sprache und die Grundlegung der Metawissenschaft, die das
eigentliche Untersuchungsgebiet bildet, vornehmen. Hine unse-
ren Bediirfuissen entsprechende Metasprache muss drei Gruppen
von OGrucdausdriicken enthalten: (1) Ausdriicke von allgemein-
logischem Charakter; (2) Ausdriicke, die mit allen Konstanten
der zu erirternden Sprache gleichbedeuntend sind oder zum
Definieren solcher gleichbedeutender Ausdriicke (unter Zugrunde-
legung der in der Metawissenschaft angenommenen Definitions-
regeln) hinreichen; (3) Ausdriicke von strukturell-deskriptivem
Typus, die einzelne Zeichen und Amsdriicke der betrachteten
Sprache, ganze Klassen und Folgen solcher Ausdritcke oder

tische Kategorien der hetreifenden Konstanten {vgl. unten 8. [V4] {f.)
schon durch gewisse Ausdrilcke der gegebenon Sprache reprisentiert sind;
die Anwesenheit oder Abwesenheit derartiger Komstanten bt, wie wir
uns dberzeugen werden, nur einen minimalen Einfluss auf die Lisung
des uns interessierenden Problems aus. Nichtedestoweniger konnte ich mich
hier nicht entechliessen die Untersuchungen in der erwiihnten Richtung
zu komnkretisieren, und zwar aus folgondem Grunde. Das einzige mir
hekannie vollstindige System der mathematischen Logik, dessen Forma-
lisierung — im Gegensatz », B, zum System Whitehead-Russell —
keine Einwinde zulisst und vollkommene Priizision aufweist, ist das
von Tesniewski begrindete System, das bisher in seiner Ginze noch
nicht verdffentlicht worden ist (vgl. Leéniewski und Lesniswski,)
TLeider scheint mir dieses System wegen gewisser spezifischer Eigentium-
lichkeiten cin Wberans undankbares Objekt fiir methodologische und
semantische Untersuchungen zu sein. Die SBprache dieses Systems ist nicht
als etwas potentiell ,Fertiges* gedacht, sondern als etwas ,Wachsendes®:
os sind nicht im vorhinein alle Zeichem und Sprachtormen vorgeselhen,
welehe in den Sitzen des Systems erscheinen kinnen; dagegen sind
genaue Regeln angegeben, welche in jedem Aufbuustadiam des Systems
seine sukzessive Bereicherung durch neue Ausdriicke und Formen ermigli-
chen; im Zusammenhang damit besitzen solche Termini wie ,Aussage®,
oTolgerung®, .beweisbarer Satz®, ,wahre Aussage’ in Bezug auf das
besprochene 9ystem keine absolute Bedeutung und missen auf den jewel-
ligen aktuellen Zustand des Systems bezogen werden, Formal gemommen
wiirde es sogar schwer fallen, dieses System der allgemeinen, am Anfang
des § 2 gegebenen Charakterisierung der formalisierten deduktiven Wis-
senschuften upterzuordnen. Um unter diesen Umstiinden das System
Leéniewski’s den Bediirfnissen der vorliegenden Untersuchungen anzu-
passen, milsste es einer recht grilndlicher Umarbeitung unterzogen werden,
was jedoch den Rahmen dieser Arbeit vollstindig sprengen witrde.
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endlich die zwischen ihnen bestehenden Relationen bezeichnen.
Die Unentbehrlichkeit der Ausdriicke der ersten Gruppe ist
evident. Die Ausdriicke der zweiten Gruppe gestatten jede
konkrete Aussage oder, allgemeiner ausgedriickt, jeden sinn-
vollen Amsdruck der betrachteten Sprache in die Metasprache
zu tibersetzen und die Ausdriicke der dritéen Gruoppe ermogli-
chen es, jedem solchen Ausdrucke ecinen ihn begeichnenden
Einzelnamen in der Metasprache zuzuordnen; diese beiden
Umstéinde spiclen zusammengenommen eine wesentliche Rolle
bei der endgiltigen Formulierung der gesuchten Definition.
Entsprechend den drei Gruppen der Grundausdricke umfasst
das volle Axiomensystemn der Metawissenschaft drei Gruppen
von Aussagen: (1) Axiome von allgemein-logischem Charakter;
(2) Axiome, die mit den Axiomen der untersmchten Wissen-
schaft gleichbedeutend oder logisch stirker als sie sind, die
aber jedenfalls (unter Zugrundelegung der angenommenen
Schlussregeln) zur Begrimdung aller mit den Lehrsitzen der
betrachteten Wissenschaft gleichbedeutenden Aussagen hin-
reichens%); schliesslich (3) Axiome, welche die fundamentalen
Eigenschaften der Grundbegriffe von strulturell-deskriptivem
Typus bestimmen. Die Grundausdriicke und Axiome der ersten
Gruppe (sowie die Definitions- und Schiussregeln) entnehmen
wir irgend einem geniigend ausgebauten System der mathe-
matischen TLogik; die Ausdriicke und Axiome der zweiten
Gruppe sind naturgemiss von den spesifischen Eigentiimlich-

%) Wie boreits bemerkt wurde (S. [21]), interessieren ups hier ans
schliesslich solche deduktive Wissenschaften, die keine .formalen® Wis-
senschaften in einer ganz besonderen Bedentung dieses Wortes sind; ich
habe dabei verschiedene Bedingungen — nicht formaler, sondern inhalt-
licher Natur — angefitbrt, denen die hier untersuchten Wissenschaften
gentigen: ein streny bestimmter und fir uwns verstindlicher Sinn der
Konstanten, die fividenz der Axiome, die Unfohlbarkeit der Schlussregcln.
Fin #usseres Merkmal diecses Standpunkts ist eben der Umstand, dass
‘unter den Grundausdriicken und den Axiomen der Metawissenschaft w. a.
die Ausdriicke und Axiome der zweiten Gruppe auftreten: demm sobald
wir gewisse Ausdriicke fiir verstindlick halten oder an dis Wahrhoit
gewisser Aussagen glauben, besteht kein Flindernis, sich ihrer Jje nach
Bedarf zu bedienen; dies trifft anch nnf die Schlussregeln zu, die wir im
Bedarfsfalle aus der Wissenschaft in die Metawissenschaft transponieren
dirfer. Wir werden uns im weiteren Verlauf unserer Uberlegungen iibex-
zougen, dags in dem gegobenen Falle dieses Bedirfnis tatsichlich besteht,
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keiten der untersuchten Wissenschaft abhéngig; fiir die dvitte
Gruppe endlich werden entsprechende Muster in den Ausfith-
rungen des § 2 geliefert. Hs ist zun bemerken, dass die zwel
ersten Gruppen der Grundausdriicke und Axiome sich teilweise
decken und in jenen Fillen, in dener die mathematische
Logik oder ihr Bruchstiick Gegenstand der Untersuchung hildet
(wie dies 2, B. beim Klassenkalkill der Fall war), sogar ganz
zu einer Gruppe verfliessen.

Ist die Gruundlegung der Metawissensehaft durchgefiihrt,
so entsteht fiir uns zuniichst die Aufgabe, aus der GFesamtheit
aller Ausdriicke der Sprache die besonders wichtige Kategorie
der Aunssagefunktionen und insbesondere der Aussa-
gen auszuzeichnen, Die Ausdriicke der untersuchten Sprachen
bestehen aus Konstanten und Variablen, Unter den
Konstanten, deren Anzahl gewohnlich endlich ist, finden wir
in der Regel gewisse Zeichen aus dem Geblete des Aussagen-
kalkiils und des Funktionenkalldiils, wie z. B. die Zeichen der
Negation, der logischen Summe, des logischen Produkts, der
Tmplikation, der Aquivalenz sowie die All- und Existenz-
zeichen — Zeichen, die uns teilweize schon aus § 2 bekannt, sind;
daneben begegnen wir manchmal auch anderen Zeichen, welche
mit dem individuellen Charakter der betrachteten Sprache
zusammenhidngen und in inhaltlicher Deuntung konkrete Indi-
viduen, Klassen oder Relationen bezeichnen, wie z. B. das
Inklusionszeichen in der Sprache des Klassenkalkills, das sine
bestimmte Relation zwischen Klassen von Individuen bezeich-
net. Die Variablen treten gewdéhnlich in unendlicher Anzahl
auf; je nach ihrer Gestalt und der Interpretation der Sprache
reprisentieren sie Namen von Individuen, Klassen oder Rela-
t1onen {manchmal haben wir es auch mit Variablen zu tun,
welche Aussagen vertreten, d. h. mit den sog. Aussageva-
riablen 5%} j, Unter den Ausdriicken, dia ans den Zeichen beider

5%) In vielen Sprachen treten ausserdem wverschiedene andere Kate-
gorien von Konstanten und Variablen auf, u. a. die sog. namenbildenden
TFunktoren, die in Verbindung mit Variablen susammengesetzte Ausdritcke
bilden, durch die Namen von Individuen, Klassen und Relationen ver-
treten werden (z. B. das Wort ,Vater* in der Umgangsprache oder das
Zeichen des Komplements in der vollstindigen Sprache des Klassenkal-
kills -— vgl. %) und 18)). Die Sprachen, die wir in dieser Arbeit betrachten,
enthalten keine derartigen Zeichen und Ausdriicke.
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Arten gebildet sind, werden vor allem die fundamentalen (ele-
mentaren) Aussagefunktionen, die den Inklusionen ¢, des
Klassenkalkiils entsprechen, ausgezeichnet. Die genane Beschrei-
bung der (lestalt dieser Aussagefunktionen und die Bestim-
mung ihres inhaltlichen Sinnes sind von den spezicllen Eigen-
timlichkeiten der betrachteten Sprache abhingig. Jedenfalls
sind dies gewisse Komplexe von Konstanten, die Namen von
Individuen, Klassen oder Relationen sind, und von Variablen,
welche diese Namen reprisentieren. Das erste Zeichen eines
solchen Komplexes ist immer der Name einer Klasse oder einer
Relation, bzw. eine entsprechende Variable, und wird (aus-
sagebildender) Funktor der gegebenen fundamen-
talen Aussagefunktion genannts®); die iibrigen Zeichen
nennen wir Argumente, nimlich 1tes, 2tes  ftes Argument —
je nach der Stelle, die sie einnehmen. Fiir jode Konstante und
Variable der untersuchten Sprache — mit Ausnahme der Kon-
stanten aus dem Gebiete des Aussagenkalkiils sowie der All-
und Existenzzeichen — lisst sich eine fundamentale Funktion
bilden, die dieses Zeichen enthilt (die Aussagevariablen kom-
men, selbst wenn sie in der Sprache auftreten, in den funda-
mentalen Funktionen als Funktoren oder Argumente nicht vor,
dagegen wird jede von ihnen als selbstindige fundamentale

¥} Es werden hier also die aussagehildenden Funktoren, deren
Argemente Namen sind, mit den Namen von Klassen bzw. Relationen
identifiziert (nnd zwar die ein-argumentigen Funktoren mit den Namen
von Klaggen und die fibrigen mit den Namen von zwei- oder mehrglied-
rigen Relationen). Bei derjenigen Interpretation des Terminus ,Funktor,
welche an einigen Beispielen in 7) festgesetzt wurde, erscheint diese
Identifizierung kinstlich; jedenfulls stimmt sie gicher mit dem Geiste
und der formalen Struktur der Umgangssprache nicht tiberein. Dagegen
scheint mir aus vielen Griinden, auf die ich nicht niher eingehen werde,
die Unterscheidung dieser beiden Kategorien von Awmsdrticken (d. i aus-
sagebildender Funkioren und Namen von Klassen bzw. Relationen) in
Bezug auf formalisierte Sprachen keineswegs notwendig oder zweck-
migsig. Diese ganze Frage hat tbrigens eher einen terminologischen
Charakter und ist ohne Einfluss auf den weiteren Gavg der Untersachung;
man kann nach Belieben entweder die im Texte angegebene Definition
des Fanktors rein formal suffassen und von der bisherigen Interpretation
dieses Terminus absehen, oder aber die Interpretation von Termini wie
»Name einer Klasse®, Name einer Relation“ so erweitern, dass wir Aus-
driicke mit einbeziehen, die im {iblichen Sinne keine Namen sind.
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Funktion betrachtet). Ferner fithren wir die sog. Grundope-
rationen an Ansdriickon ein, mit deren Hilfe man aus
einfacheren Ausdricken zusammengesetztere bilden kann, Neben
den Operationen des Negierens, des logischen Addierens und
des Generalisierens, die uns aus § 2 bekannt sind (Def. 2, 3
und 4), kommen hier noch andere analog definierte Operationen
in Betracht, wie das logische Mnltiplizieren, das Bilden der
Tmplikation und Aquivalensz sowie das Partikularisieren; jede
von dissen Operationen hbesteht darin, dass vor den betrach-
teten Ansdruck oder vor zwel auf cinanderfolgende Ausdriicke
(je nach der Art der Operation) entweder eine der zur Sprache
gehirenden Konstanten des Anssagenkalkiils oder auch das
All- bzw. Existenzzeichen samt der unmittelbar darauf fol-
genden Variablen gestellt wird. Die Ansdriicke, die wir aus
den fundamentalen Funktionen gewinnen, indem wir an ihnen
beliebig oft in beliebiger Reihenfolge irgend welche von den
Grundoperationen vollzieben, nennen wir eben Aussagefunk-
tionen. Unter den Variablem, die in einer gegebenen Aussage-
funktion aufireten, kann man — z. B. mit Hilfe rekursiver
Definitionen — freie und gebundene Variable unter-
scheiden; Aussagefunktionen ohne freie Variable heissen Aus-
sagen (vgl. Def. 10—12 im § 2).

Ferner definieren wir noch andere Begriffe, die eng mit
dem deduktiven Charakter der Wissenschaft, welche Gegen-
stand der Untersuchung ist, zusammenhéngen, und zwar die
Begriffe des Axioms, der Folgerung und des beweis-
baren Satzes Zu den Axiomen zihlen wir in der Regel
gewisse Aussagen logischen Charakters, welche auf #hnliche
‘Weise konstruiert sind, wie die Axiome der ersten Kategorie
des Klassenkalkitls (vgl. § 2, Def. 13); im dibrigen hiingt jedoch
die Definition des Axioms génzlich von den individuellen Kigen-
titmlichkeiten der mntersuchten Wissenschaft, manchmal sogar
von zufilligen Faktoren ab, die mit ihrer historischen Ent-
wicklung zussmmenhéingen. Bei der Priizisierung des Begriffs
der Folgerung dagegen richten wir uns wieder — mufatis
mutandis -- nach den Mustern des § 2: die Operafionen, mit
deren Hilfe wir aus den Aussagen einer gegebenen Klasse
ihre Folgerungen bilden, unterscheiden sich in keinem wesent-
licher Punkt von den Operationen, die in der Def. 156 ange-



234 Alfred Tarski [74]

geben wurden; die Folgerungen aus den Axiomen werden
beweisbare Sitze genannt.

Nach dieser Vorarbeit wenden wir uns bereits an unsere
Hauptanfgabe - die Konstruktion der richtigen Definition der
wahren Aussage. Wie sich aus § 3 ergibt, fiihrt dio uns
zur Verfiigung stehende Konstruktionsmethode zuniichst iiber
die Definition eines anderen Begriffs allgemeinerer Natur, der
fir die Forschungen auf dem Gebiet der Semantik der Sprache
fundamentale Bedeutung hat; ich meine den Begriff: Erfiillt-
sein einer Aussagefunktion durch eine Folge von
Gegenstinden, Im gleichen Paragraphen habe ich versucht,
die iibliche, in der Sprache vorgefundene Bodeutung des soeben
angefihrten Ausdrucks zu kliren. Ieh habe auch darauf hinge-
wiesen, dass man sich beim Aufbau einer korrekten Definition
des Begriffs des Erfiilltseins der rekursiven Definition bedienen
kann: zu diesem Zwecke genligh es — wenn man die rekursive
Definition der Aussagefunktion beachtet sowie den inhaltlichen
Sinn der fundamentalen Aussagefunktionern und der Grand-
oporationen an Ansdriicken im Auge behilt — zwei Umstinde
fegtzustellen: (1) welche Folgen die fundamentalen Funktionen
erfiillen, und (2) wie sich der Begriff des Erfiilltseins bei An-
wendung irgend welcher Grundoperationes verhilt (oder genauer
ausgedriickt: welche Folgen jene Aussagefunktionen erfiillen,
die aus den gegebenen Aussagefunktionen mit Hilfe einer der
Grundoperationen gewonnen werden, vorausgesetzt, dass bereits
festgelegt ist, welche Folgen die gegebenen Aussagefunktionen
erfiillen). Sobald die Prizisierung des Sinnes des betrachteten
Begriffs gelungen ist, bietet die Definition der Wahrkeit keine
Schwierigkeiten mehr: die wahren Aussagen lassen sich als
diejenigen Aussagen definieren, die durch eine beliebige Folge
von Gegenstinden erfillt sind.

Bei der Realisation des eben skizzierten Planes in Bezug
auf verschiedene konkrete Sprachen stossen wir jedoch auf
Hindernisge prinzipieller Natur, urd zwar in dem Augenblick,
in dem wir die korrekte Definition des Begriffs des Erfulltseins
endgiiltiz zu formulieren versuchen, Um das Wesen dieser
Schwierigkeiten kiar zu machen, muss vorher ein Begriff
erdrtert werden, den einzufiithren sich bisher keine Gelegenheit
geboten hat, némlich der Begriff der semantischen (oder
Bedeutungs-) Kategorie.
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Dieser Begriff, welcher vor E. Husserl stammt, wurde
durch Ledniewski in die Untersuchungen iiber die Grund-
lagen der deduktiven Wissenschaften eingeffihrt, Formal be-
trachtet, ist die Rolle dieses Degriffs bel dem Aufbau einer
Wissenschaft analog der Rolle des Begriffs des Typus im
System Principia Mathematica von Whitehead uwnd Rus-
sell; was aber seinen Ursprung und seinen Inhalt anbelangt,
entsprichl er (anniherungsweise) eher dem aus der Grammatik
der Umgangssprache wohl bekannten Begriff des Redeteiles.
Wiahrend die Typentheorie hauptsichlich als eine Art Vorbeu-
gungsmittel gedacht war, das die deduktiven Wissenschaften
vor eventuellen Aptinomien bewsahren sollte, dringt die Theorie
der semantischen Kategorien so tief in die fundamentalen, die
Sinnhaftigkeit der Ausdriicke betreffenden Tntuitionen hinein,
dass es kaum mdéglich ist, sich eine wissenschaftliche Sprache
vorzustellen, deren Aussagen einen deutlichen inhaltlichen Sinn
besitzen, deren Bau jedoch mit der in Rede stehenden Theorie
in einer ihrer Auffassungen nicht in Einklang gebracht wer-
den. kann %),

Aus Grtinden, von denen schen am Anfang dieses Para-
graphen die Rede war, miissen wir hier auf die Angabe einer
prézisen strukturellen Definition der semantischen Kategorie
verzichten und uns mit folgender anndhernden Fermulierung
begniigen : zwei Ausdritcke gehéren zu derselben seman-
tischen Kategorie, wenn es (1} eine Aussagefunktion gibt,
die einen dieser Ausdriicke enthilt, und wenn (2) keine Funk-
tion, die einen dieser Ausdriicke enthiilt, den Charakter einer
Aussagefunktion verliert, falls man in ihr diesen Ausdruck
durch den anderen ersetzt. Hs folgt daraus, dass die Relation
der Zugehorigkeit zu derselben Kategorie reflexiv, symmetrisch
und transitiv ist. Wenn man also das sog. Abstraktionsprinzip 1)

) Vgl hiszu Ledniewski, besondsrs 8. 14 und 68; Ajdukie-
wicz, 5. 9 und 148. In formaler Hinsicht ist die Theorie der semanti-
schen Kategorien von der urspringlichen Typentheorie der Principio
Mathematica (Whitehead-Russsll, Vol. I, 8. 87 ) ziemlich entfernt,
sie unterscheidet sich dagegen wenig von der sog. vereinfachten Typen-
theoric (vgl. Chwistak,, & 12—14; Carnap, S, 19—22) und ist eher
eine Erweiterung derselben.

#} Vgl Carnap, S. 48—50,
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anwendet, kann man alle Ausdrilicke der Sprache, die Bestand-
teile von Aussagefunktionen sind, in Klassen ohne gemeinsame
Elemente einteilen, indem man n#mlich zwei Ausdriicke dann
und nur dann zu einer und derselben Klasse zihlt, wenn sie
zu derselben semantischen Kategorie gehoren; jede solche
Klasse nennen wir eben eine semantische Kategorie. Als ein-
fachste Beispiele der semantischen Kategorien, die man in ver-
schiedenen bekannten Sprachen antrifft, geniigt es dic Kate-
gorie der Aussagetunktionen anzufithren, ferner die Kategorien,
die beziehungsweise die Namen von Individuen, von Klassen
von Individuen, von zweigliedrigen Relationen zwischen Indivi-
duen u. s. w. umfassen; Variable (bzw., Ausdriicke mit Varia-
bien), welche Namen der gegebenen Kategorie reprisentieren,
gehdren ebenfalls zu derselben Kategorie.

Im Znsammenhang mit der Definition der semantischen
Kategorie taucht folgende Frage auf: ist zur Feststellung des
Umstandes, dass zwei pegebene Ausdriicke zu ein und derselben
semantischen Kategorie gehéren, die Berlicksichtigung aller
moglichen Aussagefunktionen, welche einen von den gegebenen
Ausdriicken enthalten, und die Untersuchung ihres Verhaltens
bei Ersetzung dieses Ausdrucks durch einen anderen notwendig,
oder geniigt die Beobachtung der in Rede stehenden Erschei-
pung in einigen oder sogar in nur einem Falle? Will man sich
an den fiiblichen Sprachgebrauch anlehnen, so erscheint die
zwelte Eventualitiit viel natiirlicher: damit zwei Ausdriicke zu
derselben semantischen Kategorie gehéren, genitigh es, wenn es
pur eine Funktion gibt, die einen dieser Ausdriicke enthilt
und die nach der Ersetzung dieses Awusdrucks durch den
anderen eine Aussagefunktion bleibt. Dieses Prinzip, das man
das Hauptprinzip der Theorie der semantischen
Kategorien nennen kdnnte, wird dem Aufbau der hier unter-
suchten formalisierten Sprachen streng zugrunde gelegt ®%).

5% Auf konkrete Sprachen angewendet, erfordern die im Texte ange-
gebenen Formuliernongon — sowohl die der Definition der semantischen
Kategorio, wie auch die des soeben erwihnten Prinzips — verschiedene
Korrekturen und Erginzungen., Sie sind jedenfalls zu allgemein, denn
sie umfassen auch solche Ausdrilcke, denen wir gewshnlich keine selbstén-
dige Bedeutung zuschreiben, und reiken sie oft in dieselben semantischen
Eategorien ein, zu welchen sinnvolle Ausdriicke gehdren (so wiirden z B.
in der Sprache des Klassenkalkiils zu derselben Kategorie die Ausdriicke
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Fs wird vor allem bei der Prizisierung des Begriffs der Aus-
sagefunktion berticksichtigt; auch iibt es einen wesentlichen
Rinfluss auf die Definition der Operation der Einsetzung aus
d. 1. einer von jenen Operationen, mit deren Hilfe wir aus den’
Aussagen einer Klasse ihre Folgerungen bilden; wollen wir
ndmlich, dass diese Operation, an einer beliebigen Aussage aus-
wefithrt, als Resultat immer eine neune Aussage gebe, so miissen
wir uns darauf beschriinken, fiir die Variablen nur solche Aus-
driicke einznsetzen, welche zn derselben semantischen Kategorie
gehéren wie die entsprechenden Variablen ). Mit diesem Prinzip
hingt ein allgemeines Gesetz eng zusammen, das die seman-
tischen Kategorien aussagebildender Funktoren betrifft: die
Fuoktoren zweier fundamentaler Aussagefunktionen gehorsn
dann und nur dann zu derselben Kategorie, wenn die Zah!
der Argumente in beiden Funktionen die glei;zhe ist und wenn
zwei beliebige, ihrer Stelle nach einander entsprechende Argu-
mente dieser Funktionen zu derselben Kategorie gehiren.
Daraus folgt insbesondere, dass kein Zeichen gleichzeitig ein
Funktor zweier Funktionen sein kann, die eine verschiedene
Anzahl von Argumenten besitzen, oder zweier solcher Funk-
tionen tauch wenn sie die gleiche Anzahl von Argumenten
besitzen), in denen zwei ihrer Stelle nach einander entspre-
chende Argumente zu verschiedenen Kategorien gehiren,

#NY WIIw S und ,AFe,x,* gehéren): in Bezug auf diese sinnlosen Aus-
dr_i'mk'e verliert sogar — wie man leicht erweisen kann — dag Haupt-
prinzip df:r Theorie der semantischen Kategorien seine Geltung. Diese
Tatsrele ist fir unsere Untersuchungen von keiner wesentlichen Bedsu-
tung, denn wir werden hier den Begriil der semantischen Kategorie nicht
aufl zusammengesetzte Ausdriicke, sondern ausschliesslich auf Variable
anwenden. Andrerseits zeigen die Beispiele, die wir im weitersn Verlaufe
d‘?_r Arbeit kennen lernen werden, dass obige Formulierungen in konkreten
Fallen sehr weitgehende Vereinfachungen zmlassen: dank einer entspre-
(:ht?nden Angwahl der beim Bau der Ausdriicke der Sprache verwendeten
Zeichen entscheidet schon die blosse Gestalt des Zeichens (und sogar
fias zllsa.{nn.mngesetzten Ausdrucks) ilber seine Kategorie, Infolgedessen
'8t &5 mdglich, doss in den methodologischen und semantischen Unter-

S}:chuugen, die eine konkrete Sprache betreffen, der Begriff der seman-
ueuhen. Kategorie explicite itherhaupt nicht auftrit,
. ) ¥) In der Sprache des Klassenkalkiils und in jenen Sprachen, die
ich im weiterer Verlauf der Arbeit n&her beschreiben werde, kbnnen
(1ar§rt1ge Ausdricke nur andere Varigble sein; so erklirt sich die For-
mulicrung der Def. 14 des § 2. '

22
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Wir brauchen eine Klassifikation der semantischen Kate-
gorien: jeder Kategorie wird eine bestimmfe natiirliche Zahl
zungeordnet, die Ordnung der Kategorie heisst; diese
Ordnung wird zugleich allen Ausdriicken zugeschrieben, welche
diese Kategorie umfasst®), Der Sinn des in Rede stehenden
Terminua Jasst sich auf rekursivem Wege bestimmen. Zu diesem
Zwecke nehmen wir folgende Konvention an (wobel wir nur
jene Sprachen ins Auge fassen, die hier niher behandelt werden
sollen, und ausschliesslich die semantischen Kategorien der
Variablen beriicksichtigen): {1} die 1* Ordnung schreiben wir
nur den Namen von Individuen und den sie reprisentierenden
Variablen zu; (2) als Aunsdriicke der %1% Ordnung, wo »
eine beliebige natiirliche Zahl ist, bezeichnen wir die Funktoren
aller jener fundamentalen Funktionen, deren Argumente ins-
gesamt hdchstens von z'*r Ordnung sind, wobei mindestens
eineg genaun von »* Ordnung sein muss. Allen Ausdriicken,
die zu einer gegebenen semantischen Kategorie gehoren, kommt
kraft obiger Konvention dieselbe Ordnung zu, die deshalb die
Ordnung der betrachteton Kategorie genannt wird #%). Dagegen

& Vel hiezn Carnap,, 8. 3132

%) Diese Klassifikation umfasst keineswegs alle semantischen Kate-
gorien, die man in den formalisierten Sprachen antrifft. Sie umfasst z B.
nicht die Aussegevariablen und die Funktoren mit Aussageargumenten —
also Zeichen, die im Auvssagenkalkiil auftreten, ~ und ebengowenig solche
Funktoren, die samt den emfsprechenden Argumenten Ausdriicke bilden,
die zu einer von den Aussegefunktionen verschiedenen Kategorie gehdren,
wie z B. die namenbildenden Funktoren, die ich in ) erwihnt hahe,

Angesichts dessen kinzte man die im Texte angefilirte Delinition
der Ordnung in folgender Weise erweitern: (1) die 1te Ordrung schrsiben
wir den Aussagen, der Namen von Individuen urd den sie reprisentie-
renden Awusdrticken zu; (2) zu den Ausdriicken sn+lter Ordnung rechunen
wir jene Funktoren mit einer beliebigen Anzahl von Argumenten der
Ordnung < 7, die znsammen mit diesen Argnmenten Ausdriicke der Ord-
nung < # bilden, aber dabei selbst keine Ausdriicks mter oder niedrigerer
Ordnung gind. Auch diese Definition umfasst noch nicht alle sinnvollen
Ausdrticke, die in den deduktiven Wissenschaften vorkommen. s fallen
ndmlich unter diese Definition keine Feichen, die Variable ,binden®
(also solehe Zeichen wie die All- und Existenzzeichen, die Zeichen , 3
und 7% aus der Mengenlehre und Analysis oder das Integralzeichen),
Zeichen, die man — im Gegensatz zu den Funktoren — Operatoren
nennen kénnte (v. Neumanng spricht in diessm Zussmmenhange von
Abstraktionen) Dagegen ist die letate Klassifikation vollkommen dem
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ist die Kategorie keineswegs durch die Ordnung bestimmt:
jede nattirliche Zahl, die grisser ist als 1, kann Ordnung
vieler verschiedener Kategorien sein; so z. B. sind sowohl die
Namen der Klassen von Individuen wie anch die Namen der
zwei-, drei- und mehrgliedrigen Relationen zwischen Individuen
Ausdriicke 2% Ordnung.

Es lohnt sich die Aussagefunktionen der Sprache, ent-
sprechend den semantischen Kategorien der in diesen Funk-
tionen auftretenden freien Variablen, einer Klassifikation zu
unterwerfen: von zwei Funktionen wollen wir niimlich sagen,
dass sie denselben semantischen Typus besitzen
wenn die Anzahl der freien Variablen jeder semantischen Kate-
gorie in heiden Funktionen dieselbe ist (oder m. a. W., wenn
man den freien Variablen der einen Funktion eineindeutig
die freien Variablen der andern Funktion znordnen kann, und
zwar in der Weise, dass jeder Variablen eine Variable derselben
Kategorie entspricht); die Klasse aller Aussagefunktionen, die
denselben Typus wie eine gegebene Funktion besitzen, kénnen
wir einen semantischen Typus nennen.

Den Terminus ,semantische Kategorie* gebrauchen wir
manchmal in iibertragener Bedentung, indem wir ihn nicht auf
die Ausdriicke der Sprache, sondern auf die von ihnen bezeich-
neten (egenstinde anwenden; derartige ,Hypostasen® sind
in logischer Hinsicht nicht ganz korrekt, aber sie vereinfachen
die Formulierung vieler Gedanken. So sagen wir z. B., dass
alle Individuen zu derselben semantischen Kategorie gehéren,
dass aber keine Klassen oder Relationen zu eben dieser Kate-
gorie gehdren. Aus dem oben angefithrten allgemeinen Gesetze,
das die aussagebildenden Funktoren betrifft, folgern wir, dass
zwei Klassen dann und nur dann zu derselben Kategorie
gehiren, wenn alle ihre Elemente zu ein und derselben Kate-

System von Leéniewski angepasst, vou dem in ) die Rede war: dieses
Systern enthiilt nmlich fiberhaupt keine Operatoren mit alleiniger Aus-
nahme des Allzeichens, das zu keiner semantischen Kategorie gezithlt
wird. Teh bemerke noch, dass — meiner Ansicht nseh — das Fehlen von
Operatoren im System von Leéniewski eine Liicke bildet, welche in
einem gewissen Grade geinen puniversglen® Charakter einschrinkt; wegen
der grossen Bedeutung dieser Zeichen far die mathsmatischen Forschungen
wirs eine enteprechende Erginzung des Systems sehr erwiinscht.
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gorie gehoren; zwei zweigliedrige Relationen gehbren dann
and nur dann zu derselben Kategorie, wenn ihre Bereiche zu
ein und derselben Kategorie gehoren und wenn ihre Gegen-
bereiche gleichfalls za einer Kategorie gehiren: insbesondere
gohoren zwei Folgen dann und nur dann zu derselben Kate-
gorie, wenn alle ihre Glieder zu ein und derselbon Kategorie
gehoren; eine Klasse und eine Relation oder zwei Relationen
mit verschiedener (liederzahl gehtren niemals zu derselben
Kategorie. Ferner folgt daraus, dass es keine Klasse geben kann,
deren Elemente zu zwei oder mehreren semantischen Kate-
gorien gehéren; in analoger Weise kann es keine Folge geben,
die zu verschiedenen semantischen Kategorien gehirende Glieder
besitzt. Individuen werden manchmal Gegenstinde 1% Orduung.
Klassen von Individuen und die zwischen ihnen bestehenden
Relationen (tegenstinde 2% Ordnung genannt u. s. w.

Die Sprache eines vollstandigen Systems der Logik soll
bereits — aktuell oder potentiell — alle moglichen seman-
tischen Kategorien enthalten, die in den Sprachen der deduk-
tiven Wissenschaften auftreten. Eben dieser Tmstand verleiht
der erwihnten Sprache einen in gewissem Sinre puniversalen:
Charakter, und er ist einer jemer Faktoren, denen die Logik
ihre fundamentale Bedeutung fiir das gesamte deduktive Wissen
verdankt. In verschiedenen fragmentarischen Systemen der
Logik sowie in anderen deduktiven Wissenschaften kann die
Mannigfaltigkeit der semantischen Kategorien einer bedeutenden
Beschrinkung unterliegen -~ sowohl in Bezug auf ihre Zahl
wie auch auf ihre Ordnung. Wie wir uns iiberzeugen werden,
hingt der Grad der Schwierigkeit, die wir bei der Konstruktion
einer korrekten Definition der wahren Aussage in Bezug auf
diese oder jeno konkrste Sprache zu itberwinden haben, in
erster Reihe von eben dieser Mannigfaltigkeit der in der Sprache
auftretenden semantischen Kategorien ab, — genauer gesagh
davon, ob die Ausdriicke und speziell die Variablen der unter-
suchten Sprache zu einer endlichen oder unendlichen Anzahl
von Kategorien gehoren, in letzterem Fall auch noch davonm,
ob die Ordnungen aller dieser Kategorien von oben beschrinkt
sind oder nicht. Unter diesem Gesichtspunkt kann man vier
Arten von Sprachen unterscheiden: (1) Sprachen, in denen

alle Variablen zu einer und derselben semantischen Kategorie
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gehiéren; (2; Sprachen, in denen die Anzahl der die Variablen
umfassenden Kategorien grésser als 1, aber endlich ist; (3) Spra-
chen, in denen die Variablen zu upendlich vielen verschiedenen
semantischen Kategorien gehiren, wobei aber die Ordnung
dieser Variablen eine im vorhinein gegebene natiirliche Zahl #
nichi itberschreitet, und endlich (4) Sprachen, die Variable
beliebig hoher Ordnung enthalten. Die Sprachen der eraten
drei Arten werden wir Sprachen endlicher Ordnung
nennen im (fegensatz zu den Sprachen der vierten Art — den
Sprachen unendlicher Ordnung; die Sprachen endli-
cher Ordnung kinnte man weiterhin in Sprachen 1t 2t Ord-
nung u. s. w. einteilen — je mach der hiéchsten Ordnung der
in der Sprache auftretenden Variablen. In Erginzung der am
Anfang des Paragraphen entworfenen Skizze des Aufbaus
einer Metawissenschaft muss hier bemerkt werden, dass die
Metasprache, auf deren Boden wir die Untersuchung fiihren,
wenigstens mit allen jenmen semantischen Kategorien ansge-
stattet sein soll, die in der untersuchten Sprache vertreten
sind: dies ist notwendig, falls wir es wiinschen, uns die Uber-
setzung eines beliebigen Ausdrucks ans der Sprache in die
Metasprache zu ermdbglichen %),

Hinsichtlich ihrer logischen Struktur sind die Sprachen
it Art offenbar die einfachsten. Als ihr typisches Beispiel
kann die uns bekannte Sprache des Klassenkalkiils dienen.
‘Wir haben im § 3 gesehen, dass in Bezug anf diese konkrete
Spracke die Definition des Erfiilltseins einer Aussagefunktion
durch eine Folge von Gegenstinden und dadurch auch die
Definition der wahren Aussage keine grosseren Schwierigkeiter
hietet. Die dort skizzierte Konstruktionsmethode ligst sich in
threr Ginze auf andere Sprachen 1* Art anwenden. Ea ist klar,
dass dabei in Einzelheiten gewisse Abweichungen auftreten
kénuen; u. a. operieren wir nach Bedarf anstatt mit Folgen
von Klassen mit Folgen anderer Art, z. B. mit Folgen von
Individuen oder Relationen — je nach der inhaltlichen Inter-
pretation und semantischen Kategorie der in der Sprache auf-
tretenden Variablen %),

) Es gelten hier -— mutatis mutandis — die Bemerkungen aus *).
*7) Gewisse Komplikationen, auf die ich hier nicht niher eingehen
werde, entstehen, wenn in der betrachteten Sprache neben Variablen auch
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Beachtenswert ist ein besonders einfaches Beispiel der
Sprachen 1% Art, und zwar die durch Einfithrung des All-
und Existenzzeichens erweiterte Sprache des iiblichen Aus-
sagenkalliils ®); die Einfachheit dieser Sprache besteht wu. a.
darin, dass sich der Begriff der Variablen mit dem Begriff der
fundamentalen Aunssagefunktion deckt. In der Metawissenschaft
des Aunssagenkalkiils gibt man bekanntlich zwei verschiedene
Definitionen des beweisbaren Satzes, deren Aquivalenz keines-
wegs evident ist: die eine stiitzt sich auf den Begriff der
Folgerung und ist den Def. 1517 des § 2 analog, die zweite
hingt mit dem Begriff der zweiwertigen Matrix zusammen;
dieser zweiten Definition ist es zu verdanken, dass wir —
wenn uns die Gestalt einer beliebigen Aussage bekannt ist —
leicht feststellen kiéinnen, ob sie beweisbar ist®). Wenn wir
nun fir die betrachtete Bprache eine Definition der wahren
Anssage streng nach den im § 3 angegebenen Mustern konstru-
ieren, so iiberzeugen wir uns leicht, dass sie eine einfache
Umformung der zweiten der erwihnten Definitionen des heweis-
baren Satzes darstellt mnd dass infolgedessen in diesem Fall
die beiden Termini ,beweisbarer Satz* und ,wahre Aussage”
denselben Umfang besitzen; dieser Umstand liefert uns u. a.
ein allgemeines strukiurelles Kriterium der Wahrheit fiir die
Anssagen der betrachteten Sprache. Die in vorliegender Arbeit
begriindete Konstruktionsmethode kénnte man also in gewissem
Sinne als eine Verallgemeinerung der aus den Untersuchungen
fiber den Anssagenkalkiil bekannten Matrizenmethode betrachten.

Ernste Schwierigkeiten entstehen erst dann, wenn wir
Sprachen von komplizierterer Struktur betrachten, also Spra-
chen der 2ws dtn ypd 440 Art, Wir miissen nunmehr diese
Schwierigkeiten analysieren und die Methoden beschreiben, die
wenigstens ihre teilweise Uberwindung ermoglichen. Um unsere
Ausfithrungen méglichst klar und prizis zu gestalten, werde
ich einige konkrete formalisierte Sprachen etwas genauer be-

zusammengesetzte Ausdriicke derselben semantischen Kategorie auftreten:
als Beispiel kann die vollstindige Sprache des Klassenkalkils dienen,
von der in 16) die Rede war, oder die im Artikel Presburger, unter-
suochte Sprache eines Systems der Arithmetik (vgl. auch 58).

) Vgl, Hilbert-Ackermann,;, 8, 84—85; Lukasiewicz,
8. 154 ff;; Rukasiewicz-Tarski,, § 4.
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sprechen — je eine von jeder Art; ich werde versuchen, mig-
lichst einfache Beispiele zu wihlen, die von allen weniger
wesentlichen, untergeordneten Komplikationen frei und dabel
insofern typisch sind, als die erwilmten Schwierigkeiten auf
ihrem Boden im ihrem ganzen Umfang und in aller Krassheit
auftreten.

Die Sprache, die uns als Beispiel der Sprachen 2% Ord-
nung dienen wird, kann als Sprache der Logik der zwei-
gliedrigen Relationen bezeichnet werden #). Die einzigen
Koustanten dieser Sprache sind: das Zeichen dex Negation N,
das Zeichen der logischen Summe ,4* und das Allzeichen 77
Als Variabler bedienen wir uns der Zeichen ,a,%, .2.,% %, P
wnd X% X4 »X,,%... Das aus dem Symbol ,z* und
aus & kleinen, unten angefiigten Strichen zusammengeselzte
Zeichen nenmen wir eine Variable kter Gestalt 1ter Ord-
nung und bezeichnen es mit dem Symbol ,u,%; das in ana-
loger Weise aus dem Symbol ,X* gebildete Zeichen heisst
Variable Eiter Gestalt 2tr Ordnung, symbelisch T35
Bei inhaltlicher Deutung repriisentieren die Variablen 1t Ord-
nung Namen von Individuen, die Variablen 2" Ordnung Namen
von zweigliedrigen Relationen zwischen Individuen; von 1nhalt-
lichem und iibrigens — in Ubereinstimmung mit der weiteren
Beschreibung der Sprache — auch von formalem Gesichtspunkt
aus gehoren also die Zeichen ,m* und V3" beziehungsweise
zu zwei verschiedenen semantischen Kategorien. Als funda-
mentale Aussagefunktionen betrachten wir die Ausdriicke vom
Typus ,Xyz¢, wo an Stelle von ,X¢ eine beliebige Variable
gr Ordnung, an Stelle von ,y“ und ,2“ — Variable 1% Ord-
nung auftreten. Diese Ausdriicke lesen wir: ,das Individuum y
steht in der Relation X zum Individuum zY und bezeichnen
sie — je nach der Gestalt der Variablen — mit den Symbolen
Ono " unter Anwendung des aus § 2 (8. [28]) bekannten
Zeichens ,~% setzen wir namlich fest: @y ow= (Var®)ntu.
Die Definitionen der Grundoperationen an Ausdriicken sowle
jene der Aussagefunktion, der Aussage, der Folgerung, des.

%) Es ist dies ein Bruchstiack der Sprache der Algebra der Reila-
sive, deren Grundlagen das Werk Schrider, IIL Bd enthilt, — ein
PBruchstiick, das jedoeh zum Ausdruck jedes Gedankens binreicht, welcher
sich in der erwihnten Sprache formulieren lisst (vgl. 161
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beweisbaren Satzes u. s. w. sind den Definitionen des §2
ganz analog. Man muss jedock immer im Auge behalten, dass
in der eben betrachteten Sprache zwei verschiedene Kategorien
von Variablen auftreten und dass die Ausdriicke 0v.1,m die Rolle
der Inklusionen s ; spielen, Tm Zusammenhang mit dem ersten
der obigen Umstéinde betrachten wir anstatt einer Uperation
des (eneralisierens (resp. des Partikularisierens, Def. 6 und 9)
zwel analoge Operationen: das Generalisieren (Partikularisieren)
in Bezug auf eine Variable 1ter Ordnung sowie in Bezug auf
eine Variable 2% Ordnung, deren Ergebuisse mit den Symbolen
2N,/2% und N, 2% (baw. _|J ‘2% und o, 2%) bezeichnet
werden; dementsprechend fihren wir zwei Operationen des
Einsetzens ein. Zu den Axiomen der Logik der Relationen
zihlen wir Aussagen, welche die Bedingung (a) der Def. 13
erfilllen, also Finsetzungen der Axiome des Aussagenkallkiils
und Generalisationen dieser Finsetzungen, und susserdem alle
Aussagen, die Generalisationen der Ausdriicke vom Typus
U." NN, (e om- %+ 0nrm. y) sind, wo k, 1 und m beliebige
natirliche Zahlen (I4=m) sind und y eine beliebige Aussage-
funktion ist, in der die freie Variable ¥, nicht vorkommt ; die
Axiome der letzteren Kategorie kdunte man mit Ricksicht auf
ihren inhaltlichen Sinn Pseudodefinitionen nennen m,
Um eine korrekte und richtige Definition des Erfiilltseins
in Bezug auf die untersuchte Sprache zu erhalten, miissen wir
zundchst die bisherige inhaltliche Kenntnis dieses Begriffes
einigermassen vertiefen, Im ersten Stadium des Ovperierens mit
diesem Begriffe sprachen wir von dem Erfiilltsein der Aussage-
funktion durch einen, zwei, drei u. s. w. Gegenstinde — je nach
der Zahl der in der gegebenen Funktion auftretenden freien
Variablen (vgl. 8. [48] ). Der Begriff des Erfillltseins hatte dort
einen in semantischer Hinsicht ausgepriigt mehrdeutigen Cha-

") Dieser Terminus stammt von Legéniewski, der auf die Notwen-
digkeit aufmerksam machte, Peeudodefinitionen unter die Axiome der
deduktiven Wissenschaften in jenen Fillen einzuschaiten, in denen die For-
malisierung der Wissenschaft die Méoglichkeit der Konstruktion geeigneter
Definitionen nicht zulisst (vgl 14). Die Pseudodefinitionen kann man als
Frsatz fur das sog. Reduxibilitdtsaxiom behandeln, das im System
Whitehead-Russell, (Vol. I, 8, 55 f.) vorkomm¢; es wiare aich nicht
schwer, den Zusammenhang dieser Aussagen mit einer Axiomengruppe
aufzudecken, die in der Arbeit v. Nenmann, {S. 18) angenommen wird.
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rakter; er umfasste nimlich Relationen mit verschiedener Glie-
derzahl, Relationen, deren letzter Bereich eine Klasse von
Aunssagefunktionen war, wihrend die anderen Bereiche — in
dem dort betrachteten Falle der Sprache des Klassenkallkiils —
ans (egenstinden einer und derselben Kategorie bestanden,
némlich aus Klassen von Individuen. Im Grunde genommen
hatten wir es nicht mit einem Begriffe zu tun, sondern mit
einer unendlichen Anzahl analoger Begriffe, die verschiedenen
semantischen Kategorien angehérten; hitten wir die Meta-
sprache formalisiert, so miissten wir anstatt des einen Ter-
minns erfiillt* unendlich viele verschiedene Termini verwen-
den. — Die semantische Mehrdeutigkeit des betrachteten Be-
griffs wichst noch, wenn wir zu Sprachen von komplizierterer
logischer Struktur iibergehen. Wenn wir nimlich die inhaltli-
chen Betrachtungen des § 3 fortsetzen, die dort angegebenen
Reispiele analysieren und nach ihrem Muster neue konstruieren,
so wird uns bald klar, dass zwischen den freien Variablen
der Aussagefunktion und den diess Funktion erfiillenden Ge-
genstinden eine strenge semantische Zuordnung besteht : Jede
irele Variable gehort zu derselben semantischen Kategorie
wie der Name des ihr entsprechenden Gegenstandes, Kommen
also unter den Variablen der Sprache wenigstens zwei ver-
schiedene Kategorien vor -- wie in dem eben untersuchten
Falle —, so kann man sich nicht darauf beschrinken, bei
der Exdrterung des Begriffs des Erfiilltseins nur eine einzige
Kategorie von Gegenstinden zu betrachten: die Bereiche der
einzelnen Relationen, die wir mit dem Terminus ,HKrfiillt-
sein umfassen, verlieren also ihre semantische Eindeutigkeit
fnur der letzte Bereich besteht wie vorher ausschliesslich aus
Aussagefunktionen). Da aber die semantische Kategorie einer
Relation nicht nur von der Anuahl der Bereiche, d. i. von der
Anzahl der Relationsglieder abhingt, sondern auch von den
Kategorien dieser Bereiche, so ist auch die Kategorie des
Begriffs des Erfiilltseins, oder vielmehr die Kategorie jedes
einzelnen dieser Begriffe, von zwei Umstinden abbingizg —
einerseits von der Anzahl, andrerseits von den Kategorien
der frelen Variablen, die in den Aussagefunktionen auftreten,
auf welche sich der betrachtete Begriff bezieht; mit einem
Worte, davon, was wir als semantischen Typus der Aussage-
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funktion bezeichnet haben: den Funktionen, die zwei verschie-
denen Typen angehéren, entsprechen stets zwel semantisch
verschiedene Begriffe des Erfiilltseins ™). Ich werde dies an
einigen Beispielen veranschaulichen. Von den (regenstiinden
R a und b werden wir sagen, dass sie die Funktion @133
dann und nur daon erfiillen, wenn R eine Relation ist,
a und b Individuen sind und wenn eR® gilt (d. h. wenn &
in der Relation R zu b steht); die Funktion gy 4,12.0s 2,2 wird
durch die Gegenstinde R, « und § dann nund nur dann
erfiillt, wenn R und S Relationen sind, @ ein Individuum
ist und sowohl @ Ra, wie auch aSa gilt. Die Funktion
n.’ nsl(()jlﬂ,g—i—elya‘z) wird durch jene und nur jene Rela-
tionen R erfiilllt, welche symmetrisch sind, d. h. durch solche
Relationen, dass — fiir beliebige Individuen ¢ und 4 -- die For-
mel: ¢ R b stets: b Ra ergibt; die Funktion f,* (@:,2,3 - 91,3,2)
erfilllen jene und nur jene Individuen ¢ und b, die der folgen-
den Bedingung genfigen: fiir jede beliebige Relation B —
wenn aRb, so bRa, also Individuen, die identisch sind.
In den oben angefithrten Beigpiclen treten Aussagefunktionen
auf, die zu vier verschiedenen semantischen Typen gehiren,
und deshalb bhatten wir es auch. mit vier verschiedenartigen
Relationen des Erfiilltseins zu tun, obzwar die Anzahl der freien
Variablen und demszufolge anch die Anzahl der Relationsglie-
der in den zwei ersten Beispielen dieselbe war.

Die dem Begriff des Erfiilltseins in seiner urspriinglichen

Fassung anhaftende semantische Mehrdeutighkeit machte eine
gengue Charakterisierung dieses Begriffs durch eine einzige
Aussage oder sogar durch eine endliche Anzahl von Aussagen
unméglich und verhinderte dadurch die Anwendung der ein-
zigen uns bis jetzt bekannten Konstruktionsmethode fir eine
Definition der wahren Aussage. Um diese Mehrdeutigkeit zu
vermeiden, nahmen wir bei der Untersuchung des Klassen-
kalkiils zu einem Kunstgriff Zuflucht, der iibrigens auch sonst

) Auch Funktionen eines semantischen Typus kinnen ubrigens
mehrere semantisch verschiedene Begriffe des Erfiilltseins entsprechen,
falls nur die freien Variablen dieser Funktionen mindestens zu zwei ver-
schiedenen seémantischen Eategorien gehiren:; neben der Anzahl und den
Kategorien der Variablen kommt hier nimlich auch ihre Anordnung
in Betracht.
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von Logikern und Mathematikern in #&hulichen Situationen
verwendet wird: statt uns unendlich vieler Begriffe des Erfiillt-
seins einer Aussagefunktion durch einzelne Gegenstinde zu
bedienen, versuchten wir, mit dem semantisch einheitlichen,
wenn auch etwas kiinstlichen Begriff des Krffilltseins einer
Funktion durch eine Folge wvon (Fegenstinden zu operieren ;
es erwies sich, dasy dieser Begriff insofern allgemeiner als die
vorhergehenden ist, als er — anschanlich gesprochen — sie
alle als Spezialfille ,umfasst“ (den logischen Charakter dieses
_Umfassens® zu prizisieren wiirde iibrigens ein wenig schwierig
sein), Man kann sich leicht klar machen, dass sich diese
Methode nicht chne weiteres auf die gegenwiirtigen Betrach-
tungen tbertragen lisst. Das Erfiilltsein ist in der neuen Fas-
sung eine zweigliedrige Relation, deren Bereich aus Folgen
und ‘deren Gegenbereich aus Aussagefunktionen besteht. Wie
frither, so besteht auch hier zwischen den freien Variablen
einer Aussagefunktion und den entsprechenden Gliedern der
sie erfiillenden Folgen eine strenge Abhingigkeit semantischer
Natur. Wenn also die Sprache der Logik der Relationen Va-
risble zweier verschiedener semantischer Kategorien enthilt,
so miissen wir in unseren Betrachtungen ebenfalls wenigstens
zwei Kategorien von Folgen verwenden. So wird z. B. die
Funktion fY4'Ms’ (01,25 + ¢1,3,2) eusschliesslich durch Folgen
rweigliedriger Relationen zwischen Individuen erfitllt (namlich
durch jene und nur jene Folgen F, deren erstes Glied F, eine
symmetrische Relation ist); die Funktion 1, (01,55 4 01,5.2)
dagegen erfillen ausschliesslich Folgen von Individuen (und
zwar solche Folgen #, fiir die f, =/, gilt). Der Bereich der
Relation des Erfitlltseins und eo ipso die Relation selbst ver-
liert damit von neuem ihre semantische KEindeutigkeit; wir
haben es wiederum nicht mit einem, sondern mit wenigstens
zwel verschiedenen Begriffen des Erfillltseins zu tun. Aber
noch schlimmer: es zeigh sich bel niherer Amalyse, dass die
neue Interpretation des Begriffs des Erfiilltseins sich nicht
mehr zur Ginze aufrechterhalten lisst. Oft enthilt némlich
gine und dieselbe Aussagefunktion freie Variable zweier ver-
schicdener Kategorien. Mit Riicksicht auf derartige Funktionen
miissten wir mit Folgen operieren, deren Glieder dann eben-
falls zu zwei Kategorien gehoren wirden; so miisste z. B. das
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erste (ilied der Folge, welche die Funktion g, 5 ; erfiillt, eine
Relation sein, die zwei folgenden aber Individuen. Es ist jedoch
bekannt, dass die Theorie der semantischen Kategorien das
Bestehen solcher ,inhomogener* Folgen tiberkaupt nicht zulisst
damit fallt die ganze Auffassung. So hat die Anderung der
urspriinglichen Deutung des Begriffs des Erfiilltseins nur eine,
nebensiichliche Ursache seiner semantischen Mehrdentigkeit
beseitigt, nimlich die verschiedene Gliederzahl der Relationen,
die Gegenstand des Begriffs sind; ein anderer, weit wesent-
licherer Faktor, nimlich die semantische Verschiedenartigkeit
der einzelnen Relationsglieder, hat dagegen - seine volle Kraft
bewshrt.

Nichtsdestoweniger lisst sich die in § B8 angewendete
Methode, wenn auch mit gewissen Modifikationen, aunf die
Jetzt untersuchte Sprache anwenden: auch in diesem Falle
kann man eine Deutung des Bogriffs des Erfiilltseins finden,
bei der dieser Begriff seine semantische Mehrdeutigkeit verliert
und dabei einen so allgemeinen Charakter annimmt, dass er
alle Spezialfille des urspriinglichen Begriffs deg Erfiilltseins
pumfasst“. Es stehen uns hier sogar zwei verschiedene Metho-
den zur Verfigung; ich werde sie als Methode der mehr-
zelligen Folgen und als Methode der semantischan
Vereinheitlichung der Variablen bezeichnen.

Die erste Methode bernht darauf, dass wir das Erfiilltsein
nicht als zwei-, sondern als dreigliedrige Relation behandeln, die
zwischen Folgen von Individuen, zwischen Folgen von zwei-
gliedrigen Relationen und zwischen Aussagefunktionen besteht.
Wir bedienen uns ndmlich folgender Ausdrucksweise : pdie
Folge f von Individuen und die Folge # von Rela-
tionen erfilllen zusammen die Aussagefunktion z¥.
Den Inhalt dieser Wendung kann man sich leicht an konkreten
Beispielen vergegenwirtigen; so z. B. erfiillen die Folge  von
Individuen und die Folge # von Relationen zusammen die
Ausssagefunktion gy 3 3 dann und nur dann, wenn das Indivi-
duum 7, in der Relation ¥, zum Tndividuum £, steht. Um fir
diese Wendung eine allgemeine Definition zu formulieren, ver-
fahren wir streng nach dem Muster der Def. 92 aus § 3,
wobei wir aber bedenken miissen, dass in der betrachteten
Sprache die Rolle der fundamentalen Aussagefunktionen die
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Ausdriicke ¢;,,.. spielen und das statt einer Operation des
tveneralisierens hier zwei verwandte Operationen auftreten.
Die Definition der wahren Aussage ist der Def. 23 vollstindig
analog.

Diese Methode kann man nun einigermassen modifizieren,
indem man das Erfiilltsein als zweigliedrige Relation behandelt,
die zwischen den sog. zweizeiligen Folgen und den Aussape-
funktionen besteht. Als zweizeilige Folge (oder zwei-
zeilige Matrix) bezeichnen wir nimlich jedes geordnete
Paar, das aus zwei Folgen f und F besteht, wobei wir das
&* Glied der Folge £ bzw. der Folge ¥ als das #* Glied
der 1t bzw. der 2% Zeile der zweizeiligen Folge deuten wollen.
Im gegebenen Falle handelt es sich um solche geordnete Paare,
die ans einer Folge von Individuen und einer Folge von Rela-
tionen bestehen. Ddiese Modifikation besitzt, wie leicht ersicht-
lich, einen rein formalen Charakter und {ibt keinen wesentli-
cheren FEinfluss auf die Konstruktion als GGanzes aus. Eben
dieser Modifikation der betrachteten Methode ist der Terminus
rMethode der mehrzeiligen Folgen“ angepasst.

Um die Methode der semantischen Vereinheitlichung der
Variablen verstehen zu konnen, gehen wir von gewissen Erwi-
gungen aus, die mit der gegenwirtlg untersuchten Sprache
nicht unmittelbar zusammenhingen. Man kann bekanntlich
jedem Individuum e eine bestimmte zweigliedrige Relation a*
zuordnen, und zwar derart, dass verschiedenen Individuen
verschiedene Relationen entsprechen; .es geniigt zu diesem
Zwecke als a* ein geordnetes Paar anzunehmen, dessen beide
Glieder mit ¢ identiseh sind, d. h. jene Helation R, die dann
und nur dann zwischen zwel beliebigen Individuen & und o
besteht, wenn b=@a und ¢==a ist. Auf Grund dieser Zuord-
nung kann man nun weiter jeder Klagse von Individuen ein-
eindeutig eine Klasse von Relationen, jeder mehrgliedrigen
Relation zwischen Individuen eine entsprechends Relation
zwischen Relationen zucrdnen u. s. w.; so entspricht z. B.
einer beliebigen Klasse 4 von Individuen eine Klasse 4% aller
jener Relationen a¥, die den Elementen a der Klasse 4 zuge-
orduet sind. Auf diese Weise lisst sich jede Aussage iiber
Individuen in eine #quivalente Aussage iiber Relationen
umformenn. '
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Wir vermerken diese Tatsachen, kehren =zur Sprache
der Logik der Relationen zuriick und verindern, ohne ihre
formale Struktur irgendwie anzutasten, die inhaltliche Deutung
der in dieser Sprache auftretenden Ausdriicke. Alle Konstanten
sollen dabei ihre frithere Bedeuntung behalten, wihrend alle
Variablen sowohl 1% wie 2% Ordnung ven nun an Namen
zweigliedriger Relationen vertreten sollen. Den fundamentalen
Aussagefunktionen vom Typus ,Xyz“, wo anstatt ,X¢ irgend
eine der Variablen ¥, und anstatt " und 2% zwei beliebige
Variable » und v, auftreten, schreiben wir folgenden Sinn
zu: ,es gibt solche Individuen ¢ und & dass @ in der Rela-
tion X zu b steht, y=a* und z=b*%; damit wird der Sinn
der zusammengesetzten Aussagefunktionen ebenfalls modifiziert.
Inhaltlich ist es fast evident, dass jede in der fritheren Inter-
pretation wahre bzw. falsche Aussage auch in der newen wahr
bzw, falsch bleibt. Durch diese neune Interpretation gehiren
nunmehr alle Variablen der Sprache — zwar nicht vom for-
malen, aber vom inhaltlichen Gesichtspunkt aus — zu einer
und derselben semantischen Kategorie: sie vertreten Worte
desselben ,Redeteiles“. Infolgedessen kann man die betrachtete
Sprache mit genau derselben Methode untersuchen wie alle
Sprachen der 1** Art; insbesondere kann man das Erfulltsein
als zweigliedrige Relation zwischen Folgen von Relationen
und Aussagefunktionen behandeln. Dabei entsteht eine unbe-
deutende Komplikation technischer Natur; da némlich in der-
selben Aussagefunktion zwei freie Variable verschiedener Ord-
nung mit denselben Indizes auftreten konnen, z. B. v, und ¥,
ist es ohne zusdtzliche Festsetzung nicht klar, welche Glieder
der Folge den Variablen 1% und welche den Variablen 2tv Qrd-
nung eutsprechen sollen. Um diese Schwierigkeit zu beheben,
wollen wir z. B. festsetzen, dass jeder Variablen #; ein Glied
der Folge mit ungeradem Index 2.%—1 und jeder Variablen 7,
ein Glied mit geradem Index 2.k entspricht; so erfillt z. B.
die Folge # von Relationen die Funktion ¢:1 . dann und nur
dann, wenn es solche Individuen @ und & gibt, dass & in der
Relation Fp,, zu b steht, F3 ;1 —=a* und Fa ._1= 5% Von
dieser Einzelheit abgesehen, unterscheiden sich die Definitionen
des Erfiilltseins und der wahren Amnssage In "keinem wesentli-
chen Punkt von den Definitionen des § 3.

[91] Der Wahrheitsbegrifl 3561

Die beiden dargestellten Methoden kann man auf alle
Sprachen der gten Art anwenden ™). Falls die Variablen der
betrachteter Sprache zu # verschiedenen semantischen Kate-
gorien gehoren, fassen wir — bei der Methode der mehrzei-
ligen Folgen — das Erfiilltsein als eine n-+1-gliedrige Relation
auf, die zwischen n Folgen der entsprechenden Kategorien und
den Aussagefunktionen besteht, bzw. als mweigliedrige Relation,
deren Bereich aus n-zeiligen Folgen (d. h, aus geordneten
n-Tupeln von gewdhnlichen Folgen) und deren Gegenbereich
aus Aussagefunktionen besteht. Die auf diese Methode gestiitzten
Konstruktionen stellen wohl die natiirlichste Verallgemeinerung
der Konstruktionen aus § 8 dar und ihre sachliche Richtigkeit
scheint unzweifelhaft.

Bei der Anwendung der Methode der semantischen Verein-
heitlichung der Variablen spielt eine wesentliche Rolle die Wahl
der vereinheitlichenden Kategorie, d. h. jener seman-
tischen Kategorie, in der sich alle Variablen der betrachteten
Sprache interpretieren lassen. Von der vereinheitlichenden Kate-
gorie fordern wir nur eines: dass man nimliech allen Gegen-
stinden jeder semantischen Kategorie, die durch die Variablen
der gegebenen Sprache reprisentiert ist, peffektiv® Gegenstinde
der gewihlten Kategorie zumordnen kann, und zwar in ein-
eindeutiger Weise {d. h. so, dass verschiedenen (Gegenstinden
verschiedene entsprechen), Trotzdem ist die Wahl der verein-
heitlichenden Kategorie nicht immer ebenso einfach, wie in dem
oben untersuchten Falle der Sprache der Relationslogik: nicht
immer kann man diese Wahl unter den Kategorien treffen, die
in der Sprache vorkommen. Wenn z B, die Varablen der
betrachteten Sprache Namen von zweigliedrigen Relationen

%) THes gilt sogar fiir sclche Sprachen, in denen Variable auf-
treten, die durch die Klassifikation auf 8. [78] (vgl. 6%) nicht erfasst wer-
den; auf gewisse, iibrigens nicht besonders wichtige Schwierigkeiten, die
hier auftauchen kénnten, gehe ich nieht ndher ein. Ich bemerks bei dieser
(Gelegenheit, dasz Amssagevariable, auch wenn sie in der Sprache vor-
ktommen, die Konstruktion keineswegs komplizieren und dass es sich insbe-
sondere nicht lohnen wilrde, sie in den Prozess der semantischen Versinheit-
lichung einzubeziehen: Anssagen, die derartige Variable enthalten, kann
man niamlich in der Weise ausschalten, dass man jeder von ihnen ein-
deutig eine dquivalente Aussage zuordnet, die keine Aussagevariablen
enthilt (vgl. Hilbert-Ackermann,, S. 84—85).
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zwischen Individuen und Nemen von Klassen, die ans Klassen
von Individuen bestehen, reprisentieren, so stellt sich als die
einfachste vereinheitlichende Kategorie, wie es scheint, die
Kategorie der zweigliedrigen Relationen zwischen Klassen von
Individuen dar. Ich verzichte auf die nihere Analyse dieses
Problems (sie wiirde die Kenntnis gewisser Tatsacken aus dem
Grebiete der Mengenlehre voraussetzen) und mache nur auf fol-
gendes aufmerksam: (1) die vereinheitlichende Kategorie kann
nicht niedrigerer Ordnung sein als irgend eine Kategorie der
in der Sprache vorkommenden Kategorien; (2) fiir jede Sprache
2% Art kann man eine vereinheitlichende Kategorie, ja sogar
unendlich viele solche Kategorien finden, und zwar schon
unter den Kategorien n** Ordnung, wenn n die hichste Ord-
nung der in der Sprachs auftretenden Variablen ist. — Sobald
die vereinheitlichende Kategorie bestimms ist und die funda-
mentalen Aussagefunktionen entsprechend interpretiert sind,
unterscheidet sich der weitere Verlauf der Uberlegungen nicht
mehr von der bei den Sprachen 1% Art angewendeten Keon-
struktionsmethode.

Im Gegensate zu der Methode der mehrzeiligen Folgen
besitzt die zuletzt betrachtete Methode einen ohne Zweifel
etwas kilnstlichen Charakter. Nichtsdestoweniger erweisen sich
bei niherer Analyse die mit Hilfe dieser Methoda konstruierten
Definitionen in einem nicht viel geringerem Maasse inhaltlich
evident als die auf die vorige Methode gestiitzten Konstruk-
tionen; dabel zeichnen sie sich durch ibre logische Finfachheit
vorteithaft aus. Wenn es sich insbesondere nm die Definition
der wahren Aussage handelt, so bistet der Beweis der Aqui-
valenz ihrer beiden Formulierungen in keinem konkreten Falle
irgend welche Schwierigkeiten, Deutlich sichtbar werden die
wesentlichen Vorziige der Methode der Vereinheitlichung der
Variablen aber erst bei der Untersuchung der Sprachen 3tr Art,
da sich hier die Methode der mehrzeiligen Folgen als ganz
unbrauchbar erweist.

Als typisches Beispiel der Sprachen 3% Art wihlen wir
die SBprache der Liogik der mehrgliedrigen HRelatio-
nen ™) Tn dieser Wissenschaft werden wir es mit denselben

"} Es ist dies eine Sprache, die der Sprache des engeren Funktionen-
kalkiils von Hilbert-Ackermann, (8 48 ff.) #ihnlich, aber insofern
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konstanten Zeichen ,N%, 4% und ,II* und mit denselben Variab-
len 1% Ordnung ¥ zu tun haben, wie in der Logik der zweiglie-
drigen Relationen. Dagegen treffen wir hier Variable 2te Ord-
nung in grosserer Mannigfaltigkeit als vorher an. Als demrtige
Variable werden wir solche Zeichen wie X%, X% X' ¢

JXU6 X Xme g xme oy uls v v
wenden; das aus dem Zeichen ,X% aus %k kleinen Strichen
unten und aus ! solchen Strichen oben zusammengesetzte
Symbol werden wir einen variablen Funktor Xkt Ge-
stalt mit { Argumenten nennen und mit dem Symbol
« V% bezeichnen. Bei inhaltlicher Deutung repriisentieren die
Vanablen vy ebenso wie frither, Namen von Individuen, die
Variablen ¥V dagegen Namen von I-gliedrigen Relationen zwi-
schen Individuen, insbesondere fiir /-=1 Namen von l-gliedrigen
Relationen, d. i. Namen von Klassen; sowohl vom inhaltlichen
als auch vom formalen Gesichtspunkt aus gehtren die Zeichen
¥, Vi, Vi... besiehungsweise zu unendlich vielen verschie-
denen semantischen Kategorien 1'** und 2% Ordnung. Zu den
fundamentalen Aussagefunktionen zihlen wir Ausdriicke vom
Typus ,Xzy...z% wo anstatt ,X% ein beliebiger variabler
Funktor mit / Argumenter und anstatt ,o¢ .y%....z¢% Va-
riable 1% Ordnung in der Zahl ! auftreten; diese Ausdricke
lesen wir folgendermassen: ,zwischen den Individuen z,y,...2
fin der Zahl !} besteht die Il-gliedrige Relation X%. Je nach
Anzahl und (testalt der Variablen bezeichnen wir die funda-
mentalen Funktionen mit den Symbolen ,ou.% @ me* ]
indem wir niémlich: g, = Via L (V% A N, TS W
setzen ; um eine einheitliche, von der Zahl der Variablen unab-
hingige Form des Symbolisierens zn gewinnen, wenden wir

itberdies Symbole von Typus ,} ,% an (wo ,p* den Namen einer
endlichen Folge natiirlicher Zahlen repriisentiert), deren Sinn

wir mit Hilfe der Formel: g; ,— (((Vi A wp ) 'u,,) ~.. ) s be-
stimmen %), Die weiteren Definitionen der Metawissenschaft
underscheiden sich in nichts von den analogen Definitionen,

reicher ist, alg in ihr die variablen Funktoren sowohl als freie wie auch
als gehundene Variable auftreten konnen.

“) Btreng genmommen solite man den Sinn des Symbols ,,91 p“ auf
rekursivem: Wege definieren.

23
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die sich auf die Logik der zweigliedrigen Relationen und sogar
auf den Klassenkalkill beziehen. Als Operationen des Gene-
ralisierens filhren wir das Greneralisieren hinsichtlich der Va-
riablen #, und der Variablen V| ein und bezeichnen die Resul-
tate dieser Operationen bezichungsweise mit den Symbolen
»MN,z¢ und ,,ni,m“. Die Liste der Axiome umfasst Anssagen,
die die Bedingung () der Def. 13 aus § 2 erfiillen, und Pseudo-
definitionen, die eine nasfirliche Verallgemeinerung der Pseudo-
definitionen aus dem Gebiete der Logik der zweigliedrigen
Relationen darstellen, deren nihere Beschreibung jedoech tiber-
fitissig erscheint.

Wir wenden uns nun dem Problem zu, wie der Begriff
des Erfillltseing fiir die untersuchte Sprache zu erfassen und
die Definition der Wahrheit zu konstruieren ist. Der Versuch,
die Methode der mehrzeiligen Folgen auch hier anznwenden,
scheitert vollstindig. Bei dieser Methode driickt ndmlich der
Terminus ,Erfilltsein® — in dieser oder jenmer Form — die
Abhiingigkeitsbeziehung zwischen n Folgen verschiedener Ka-
tegorien und den Aussagefunktionen aus, wobei » der Zahl
der durch die Variablen der gegebenen Sprache reprisentierten
semantischen Kategorien genau gleich ist. In dem eben unter-
suchten Falle ist die Zahl » unendlich gross, und die von uns
verwendete Metasprache liefert uns — wie iibrigens auch keine
andere der aktuell existierenden formalisierten Sprachen —
nicht die Mittel, um die gegenseitige Abhingigkeitsbeziehung
zwischen (tegenstinden zu erfassen, die zuw unendlich vielen
verschiedenen semantischen Kategorien gehdren ™).

Mit vollem Erfolg kénnen wir dagegen die Methode der
semantischen Vereinheitlichung der Variablen auf die betrach-
tete Sprache anwenden. Um das einzusehen, geniigt es zu
bemerken, dass man jeder n-gliedrigen Relation R zwischen

) In den Fallen, in denen ey sich darum handelt, dic gegenseitige
Abhiingigheitsbesiehung zwischen einer beiiebigen, im vorhinein nicht
bestimmten Zehl von (egenstinden einer und derselben semantischen
Kategorie zu erfassen, verwenden wir in den logischen wnd mathema-
tischen Konstruktionen meistens gewohnliche Folgen. Fur Gegenstinde,
die zu endlich vielen verschiedenen Kategorien gehiren, erfillen mehr-
zeilige Folgen die analoge Funktion. Dagegen finden wir aunf dem Boden
der bekannten Spracher nichts derartiges, wie ,Folgen mit umendlich
vielen Zeilen® (verschiedener semantischer Kategoriem).
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den Individuen in eineindeutiger Weise eine Klasse R* zu-
ordnen kann, die aus nr-gliedrigen Folgen von Individuen
besteht, néimlich die Klasse aller Folgen 7, welche folgender
Bedingung genfigen: zwischen den Individuen £, #,...#, be-
steht die Relation I2; insbesondere entspricht z. B. der zwei-
gliedrigen Relation R die Klasse aller jener Folgen £ mit zwei
Gliedern £, und £, fir die f; Bf, gilt. Infolgedessen kann man
jede Aussage, die mehrgliedrige Relationen betrifft, in eine
dquivalente Aussage umformen, die etwas iiber Klassen von
Folgen anssagt. Wir erinnern hier daran, dass wir als Folgen
von Individuen die zweigliedrigen Relationen zwischen Indivi-
duen und natiirlichen Zahien bezeichnen; alle Folgen wvon
Individuen gehiren somit — ohne Riicksicht auf die Anzahl
ihrer Glieder — zu einer und derselben semantischen Kategorie
und demmnach gehoren die Klassen dieser Folgen — im Gegen-
satz zu den mehrgliedrigen Relationen -- ebenfalls zu einer
nrd derselben Kategorie.

Auf Grund dieser Erwigungen vereinheitlichen wir nun
teilweise die semantischen Kategorien der Variablen, und zwar
in folgender Weise, Den Variablen w», schreiben wir — wenig-
stens vorlaunfig — die frithere Bedeutung zu; dagegen repré-
sentieren die Variablen ¥i von nun an die Namen beliebiger
Klassen, die aus endlichen Folgen von Individuen oder aus
anderen Gregenstinden derselben Kategorie bestehen (also die
Namen der Gegenstinde von mindestens 8*r Ordnung — je nach
der Ordnung, die wir den natiirlichen Zahlen zuschreiben)).
Die fundamentalen Funktionen wvon der Gestalt ,Xuwy...z%,
in denen ein Funktor mit ! Argumenten an der Spitze steht
und die somit £ Variable 1%* Ordnung enthalten, interpretieren
wir durch Wendungen vom Typus ,die Folge von Individuen,
deren 1 Glied z, @ — gy, .. fes (letztes) — z ist, gehdrt zu

_ ") In den Systemen der mathematischen Logik, z B. in White-
?Jea.d-Russelli, vol, 11., 8. 4 £, behandelt man die Xardinalzahlen und
IE—lS-beSOHdel‘G die natiirlichen Zahlen gewd&hnlich als Klassen, die aus
Klagsen von Individuen {oder anderen Gegenstinden) besteher, — niimlich
als die Klassen aller jener Klassen, die mit ciner gegebenen Klagse gleich-
niij,chtig sind; so0 definiert man z. B. die Zahl 1 als Klasge aller jener
I\..‘lasssen, welche genau ein Element enthalten. Bei dieser Auffassung
sidnd ie natirlichen Zahlen schon Gegenstinde (wenigstens) 3ter, die Folgen
von Individaen 4ter und die Klassen von diesen Folgen Sier O;'dnung.
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der Klasse X, die aus l-gliedrigen Folgen von Individuen
besteht¥. Vom inhaltlichen, wenn aunch nicht vom formalen
Gesichtspunkt aus gehiren die Variablen von nun an nur mehr
s zwei verschiedenen semantischen Kategorien; dank diesem
Umstand konnen wir im weiteren Verlanf der TTberlegungen
schon die Methoden beniitzen, die bei der Tntersuchung der
Sprachen 2% Art angewendet wurden.

Wir kénnen hier also von der Methode der mehrzeiligen
Folgen Gebrauch machen, indem wir uns zu diesem Zwecke
folgender Wendung bedienen: ,die Folge f von Individuen
sowie die Folge F, deren Glieder Klassen von endlichen Folgen
von Individuen bilden, erfiillen gemeinsam die gegebene Ans-
gagefunktion, TUm diesen Begriff konsequent anwenden zu
konnen, muss man vorher eindeutig den Variablen ¥} die Glieder
der Folge ¥ zuordnen, und zwar ip der Weise, dass verschie-
denen Variablen Glieder mit verschiedenen Indizes entsprechen;
am leichtesten erreicht man dies, indem man jeder Variablen
7! ein Glied mit dem Index (2.%k—1).2'~" zuordnet, also z. B.
den Variablen Vi, Vi, Vi, Vi, Vi, vi... die Glieder F,, Fy;
F,, Fy, Fy, F,...™). Bei dieser {Tbereinkunft bietet die Fest-
setzung des Sinnes der oben angefiihrten Wendung in ihrer
Anwendung auf irgend welche konkrete Augsagefunktion und
sogar die Konstruktion einer allgemeinen Definition des be-
trachteten Begriffs keine Schwierigkeiten mehr. Wenn es sich
also z. B. um fundamentale Funkiionen handelt, so erfiillen
die Funktion g . gemeinsam jene und nur jene Folgen fund ¥
{der oben angegebenen Kategorien), welche folgender Bedin-
gung geniigen: die Folge g von Tndividuen, deren einziges
Glied g, mit £, identisch ist, gehOrt zur Klasse Fy_;_;; in ana-
loger Weise erfiillen die Funktion @i, m, « gemeinsam jene und
nur jene Folgen 7 und F, die folgender Bedingung geniigen:
die Folge ¢ von Individuen mit zwei Gliedern, in welcher g, =1,
und g, =7, gehirt zur Klasse Fa .23 und schliesslich allge-
fein: damit die Folgen f und F gemeinsam die Funktion Otp

Ty Anstatt der Funktion [f{# (-)=(‘2.k~—1).2’"’ kénnte man eine
beliebige sndere Funktion f (k) verwenden, die den geordneten Paaren
der natirlichen Zahlen in eineindeutiger Weise die natiirlichen Zahlen
zuordnet. Die Mengeulehre kennt zahireiche Beispiele derartiger Fuord-
nungen; vgl. z B, Fraenkel, 8. 80 ff. und 8. 96 ff.
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erfiillen, ist es notwendig und hinreichend, dass die Folge der
Individuen ¢ mit I Gliedern, in welcher g, =7, go=F.,--- =5,
zur Klasse Fy_,_1),2—1 gehort (die aus Folgen mif derselben
Anzahl von Gliedern hesteht).

Wenn wir uns hingegen wiinschen, mit der Methode der
Vereinheitlichung der Variablen gleick bis ans Ende zu kommen,
so stiitzen wir uns darauf, dass man zwischen beliebigen Indivi-
duen und gewissen Klassen von endlichen Folgen wieder eine
eineindeutige Zuordnung festsetzen kann, und zwar z. B. auf
die Weise, dass man jedem Individuum & die Klasse a* zu-
ordnet, die als einziges KElement eine Folge enthilt, deren
einziges Glied eben das gegebene Individuum ist. Davon aus-
gehend madifizieren wir die Interpretation der Variablen 1** Ord-
nung, und zwar genau in derselben Richtung, in der wir frither
die Deutung der Variablen 2% Ordnung modifiziert haben ; die
tfundamentalen Funktionen von der Form ,Xzy...z4 die [+1
Zeichen enthalten, betrachten wir nunmehr als gleichbedeutend
mit Wendnngen vom Typus ,die l-gliedrige Individuenfolge g,
die die Bedingungen: g¥==1zr, gt =y,...g* = ¢ erfullt, gehtrt
zur Klasse X, die aus Folgen mit I Gliedern besteht“. Bei
dieser inhaltlichen Interpretation gehiiren bereits alle Variab-
len zu derselben semantischen Kategorie. Die weitere Ion-
struktion enthilt keine wesentlich neuen Momente und ihre
Durchfthrung wird dem TLeser keine ernsteren Hchwierig-
keiten bieten. .

Die Methode der semantisechen Vereinheitlichung der Va-
rinblen kann man mit demselben Frfolg bel der Untersuchung
l?eliebiger Sprachen 3* Art anwenden ™). Eine etwas grissere
Schwierigkeit kann nur die Festsetzung der vereinheitlichenden

‘Kategorie bieten. Ebenso wie im Falle der Sprachen 2% Art

ist o8 auch hier unmoglich, sich aunf die Kategorien zu beschriin-
ken, die in der betrachteten Sprache vorkommen; in Gegensatz
zu jenen Sprachen kann man hier nicht einmal immer die Wahl
unter den Kategorien einer jener Ordnungen treffen, die in der
Sprache vertreten sind. Diese Schwierigkeit ist tibrigens nicht
wesentlich und Detrifft ausschliesslich die Sprachen niedrigster
Qrdnung: es lisst sich nachwelsen, dass fiir jene Sprachen,
in denen die Ordnung der Variablen eine gegebene Zahl # nicht



358 Alfred Tarski l98}

iibersohreitet, wobel n > 8 ist, als vereinheitiichende Kategorie
oine beliebige Kategorie »* Ordnung dienen kann.

Auf diese Weise erméglichen die Methoden, fiber
die wir verfiigen — in dieser oder jemer Form — die
Prizisierung des Begriffs des Erfilltseins und
somit die Konstruktion einer richtigen Definition
der Wahrheit fiir eine beliebige Sprache endli-
cher Ordnung. Wir werden uns im niichsten Paragraphen
itberzeugen, dass diese Methoden nicht weiter reichen: die
Gesamtheit der Sprachen endlicher Ordnung erschipft den
Bereich der Anwendbarkeit unserer Methoden. Hs ist daher
nun an der Zeit, die wichtigsten Konsequenzen, die aus den
konstraierten Definitionen folgen, zusammenzufassen.

Zunachst ist die Definition der wahren Aus-
sage eine richtige Definition der Wahrheit im
Sinne der Konvention 1 aus § 3: sie umfasst als Spe-
wialfiille samtliche Teildefinitionen, die in der Bedingung (a)
dieser Konvention beschrieben wurden und die in priziser und
sachlich richtiger Weise der Sinn der Wendungen vom Typus
.2 ist eine wahre Aussage® erldutern. Obzwar diese Definition
an und fir sich kein allgemeines Kriterium der Wahrheit
bietet, so gestatten die erwihnten Teildefinitionen in vielen
Fallen doch, die Frage der Wahrheit bzw, Falschheit der unter-
suchten Aussage endgiltig zu entscheiden.

Insbesondere kimnen wir — gestiitzt auf die in der
Metawissenschaft angenommenen Axiome der zweiten Gruppe
(vgl. 8. [T0]) — nachweisen, dass alle Axiome der unter-
suchten Wissenschaft zu den wahren Aussagen
gehéren. In dhnlicher Weise kinnen wir - indem wir in
wesentlicher Weise den Umstand ausniitzen, dass die in der
Metawissenschaft angewendeten Schlussregeln logisch nicht
schwicher sind als die entsprechenden Regeln der Wissenschaft
selbst #7), — beweisen, das alle Folgerungen aus wahroen
Aussagen wahr sind, Diese beiden Tatsachen zusammen
gestatten uns zu behaupten, dass die Klasse der wahren
Aussagen alle beweisbaren Sitze der untersuchten Wissen-
schaft wmfasst (vgl. Lemma 1) und Sitze 3 und 5 aus § 3).

Zu den wohl wichtigsten Konsequenzen allgemeiner Natur
die aus der Definition der Wahrheit folgen, muss man den
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Satz vom Widergpruch und den Satz vom ausge-
schlossenen Dritten ziihlen. Diese beiden Sitze, gemeinsam
mit dem schon erwihnten Satz tiber die Folgerungen aus den
wahren Aussagen, zeigen, dass die Klasse aller wahren
Anssagen eoin widerspruchsfreies und vollstén-
diges deduktives System bildet (Satz 1, 2 und 4).

Als nnmittelbare, wenn auch ein wenig abliegende Kon-
sequenz dieser Tatsachen gewinnen wir den Satz, dass die.
Klasse aller beweisbaren Satze ebenfalls ein
widerspruchsfreies (obwohl nicht notwendig vollstindiges)
deduktives System bildet. Auf diese Weise kionnen wir
fiir jede Wissenschaft, fir die wir die Definition der Wahrhseit
zu bilden imstande sind, auch den Beweis ihrer Widerspruchs-
freiheit, erbringen. Der mit Hilfe dieser Methode durchgefiihrte
Beweis besitzt allerdings keinen grossen Erkenntniswert, denn
er stiitzt sich auf Primissen, die mindestens ebenso stark sind
wie die Voraussetzungen der untersuchten Wissenschaft 78).
Nichtsdestoweniger scheint es bemerkenswert, dass.- es eine
allgemeine Mathode derartiger Beweise gibt, die sich anf eine
umfangreiche Kategorie von deduktiven Wissenschaften an-
wenden lasst; dabei ist — wie ersichtlich — diese Methode
vom deduktiven Gesichispunkt aws nicht ganz trivial  und
sine einfachere oder sogar eine von ihr verschiedene ist bisher
in vielen Fillen tberhaupt nicht bekannt.

In jenen Fiillen, in denen die Klasse der beweisharen Satze
nicht nur ein widerspruchsfretes, sondern auch ein vollstin-
diges System ist, deckt sie sich — wie man leicht zeigen kann —
mit der Klasse der wsahren Aussagen. Falls wir also beide
Begriffe — den der wahren Anssage und den des beweisbaren
Satzes — identifizieren, so gelangen wir zu einer mneuen Defi-
nition der Wahrheit, die rein strukéurellen Charakter besitzt
und sich darum wesentlich von der urspriinglichen, semantischen

%) Wie Ajdukiewicz in sinem etwas anderen Zusammenhange
richtig bemerkt hat {vgl. Ajdukiewicz, S, 89-—40), folgt daraus keines-
weps, dass dieser Beweis in methodologischer Hinsicht nicht korrekt sei
und efwa — in dieser oder jemer Form — cine ,petitio principii* ent-
halte: die Behauptung, die wir beweisen, d.i. die Widerspruchsfreiheit
der Wissenschaft, tritt niimlich keineswegs unter dem Voraussetzungen
des Beweises anf.
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Definition dieses Begriffs unterscheidet). Tnd selbst dann,
wenn die beweisbaren Sitwe kein vollstindiges System bilden,
ist die Frage des Aufbaus einer strukturellen Definition nicht
a priori hoffnungslos: manchmal gelangt man dadurch, dass
man das Axiomensystem der Wissenschaft in entsprechender
Weise durch Hinzufiigung gewissor strukturell beschriebener
Aussagen erweitert, zu cinem solchen System, dass sich bereits
die Klasse aller seiner Folgerungen mit der Klasse aller wahren
Aussagen deckt. Von einer allgemeinen Konstruktionsmethode
kann hier jedoeh keine Rede sein. Ich vermute, dass der Ver-

%) Ich habe im Laufe der Untersuchung schon mehrmals die seman-
tischen Definitionen der wahren Aussage den strukturellen Definitionen
gegeniibergestallt; dies bedeutet aber keineswegs, dmss ich hier beab-
sichtige, die Unterschiede zwischen diesen beiden Axten vom Definitionen
in exakter Weise anzugeben. Vom inhaltlichen Gesichtspunkt aus. treten
diese Unterschiede ziemlich deutlich hervor, Die Def. 28 aus § 8 — wie
auch die anderen auf dieselbe Weise gebauten Definitionen — betrachte
jch aus dem Grunde als semantische Definition, weil sie in gewissem
Sinne (den naher zn prizisieren es schwer fallen wiirde) eine ,natirliche
Verallgemeinerung®, sozusagen ein ,unendliches logisches Produkt® jener
Meildefinitionen darstellt, die in der Bedingung (n) der Konvention m
beschrieben wurden und die eine unmittelbare Zuordnung zwischen den
Augsagen der Sprache und den Namen dieser Aussagen festlegen, Zu den
strukturellen Definitionen zihle ich dagegen jeme, die auf Grund des fol-
genden Schemas konstruiert werden: man beschreibt eine Klasse von
Aussagen oder anderen Ausdriicken, und zwar so, dass man aus der
Gestalt jedes Ausdrucks erkennmen kann, ob er zur gegebenen Klasse
gehort oder nicht; man gibt weiterhin golche Operationen an den Aus-
driicken an, dags man, wenn uns gewisse Ausdriicke in endlicher Anzahl
gegeben sind und wenn man die (festalt cines beliebigen anderen Aus-
drucks kennt, schon entscheiden kann, ob er sich aus den gegebenen
Ausdriicken mit Hilfe einer der angegebenen Operationen gewinnen liisst:
schliesalich definiert man die wahren Aussagen sls jene, die man dadarch
gewinnt, dags man an dem Ausdricken der gegebenen Klasse beliebig
oft die angegebenen Operationen vollzieht (es ist zu bemerken, dass auch
eine solche strukturells Definition selbst noch keineswegs ein allgemeines
Kriterinm der Wahrheit liefert), Uberdies lassen sich gewisse Unterschiede
formaler Natur zwischen diesen beiden Arten von Definitionen erfassen
So erfordert die semantiasche Definition den Gebraunch von Termini htherer
Ordnung als alle Variablen der Sprache, die Gegenstand der Untersachung
ist, z. B, den Gebrauch des Terminus ,erfullt*; zur Formulierung einer
ptrukturellen Definition dagegen gentigen die Termini von etwa ziwel
oder drei der niedrigsten Ordnungen. Bei der Konstruktion einer seman-
sischen Definition verwenden wir — explicite oder implicite — jene Aus-
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such, eine strukturelle Definition zu konstruieren, sogar in
velativ einfachen Fillen — z. B. in Bezug auf die im vorlie-
genden Paragraphen untersuchte Logik der zweigliedrigen
Relationen — auf ernstliche Schwierigkeiten stossen kann, Diese
Schwierigkeiten wiirden gewiss bedeutend wachsen, wenn es
sich wm die Angabe eines allgemeinen strukturellen Kriterinms
der Wahrheit einer Aussage handeln wirde, obzwar wir es
schon mit zwei Sprachen — jener des Klassenkalkiils und jener
des Aussagenkalkiils — zu tun hatten, fir welche sich diese
Aufpabs verhiltnismiissig leicht 1osen lasst 5%

In allen jemen Fillen, in denen wir imstande sind, die Definitionen
des Erfiillteeing und der wahren Aussage zu konstruieren, kinnen wir
auch — mittels einer Modifikation dieser Definitionen — zwei noch allge-
meinere Begriffe von relativem Charakter prizisieren, niimlich die Begriffe
des Ertilliseins und der richtigen (wahren) Aussage — beide
in Bezug auf einen gegebenen Individuenbersich a*) Diese
Modifikation beraht auf einer entsprechenden Einemgung des Bereiches
der betrachteten (tegenstinde: anstatt mit beliebigen Individuen, Klassen
von Individuwen, Relationen zwischen Individuen w. s w., operieren wir
ansschliesslich mit den Elementen der gegebenen Individuenkiasse a,
den Unterklassen dieser Klasse, den Relationen zwischen den Elementen
dieser Klasse . s, w. Wie daraus ersichtlich, decken sich in dem Spezial-
falle, in dem @ die Klasse eller Individuen ist, die neuen Begriffe mit
den fritheren (vgl. Def. 24, 26 und Satz 26). Wie ich schon im § 3 betont
habe, spislt der allgemeine Begriff der in einem gegebenen Bereiche rich-
tigen Aussage eine grosse Rolle in den gegenwiirtigen methodologischen
Forschungen; man muss jedoch hinznfiigen, dass dies pur jene Forschungen
betrifft., deren Gegenstand die mafhematische Logik und ihre einzelnen
Bruchstiicke sind: auf dem Boden der speziellen Wissenschaften interes-

driicke der Metasprache, die mit den Ausdriicken der untersuchten Sprache
gleichbedentend sind, withrend sie beim Bau einer strukturellen Definition
fiberhaupt keine Rolle spielen; dieser Unterschied verwischt sich, wie
leicht ersichtlich, wenn die untersuchte Sprache ein Bruchstiick der Logik
ist. Die ganze angegebene Unterscheidung ist Gbrigens nicht sehr deutlich
und scharf, wovon schon dieser Umstand zeugt, dass man in Bezug auf
den Aussagenkalkil die semantische Definition als formale Umformung
der strukturellen, auf die Matrizenmethode gestittzten Definition ansehen
kann. Dabei muss man noch in Betracht ziehen, dass die Komstruktion
der semantischen Definition, die sick awf die uwns schon bekannten
Methoden stlitzt, von dem strukturellen Bau der Definitionen der Aussage
and der Aussagefunktion wesentlich abhingig ist.

%) Vgl, die Bemerkungen auf 8. {66] f. und {82]; auf diese Probleme
werde ich noch im § 5 zurtGckkommen (vgl. %))
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gieren uns susschliesslich die in ganz bestimmten Individuenbereichen
richtigen Aussagen, wodurch der sllgemeine Begriff seine Bedeuntung
verliort. Gleichfalls nur in Bezug auf Disziplinen, die Bruchstiicke der
Logik sind, bekalten einige allgemeine, im § 3 fir die Sprache des Klassen-
kalkuls nachgewiesene Bigenschaften des betrachteten Begrifis weiterhin
ihre Giltigksit. Es stellt sich z, B. heraus, dass in diesen Disgiplinen der
Tmfang des Terminus ,dje im Individuenbereich @ richtige Aussage®
avsschlissslich vom der Miichtigkeit der Klasse @ abhiingt; man kana
also in den Untersnchungen diesen Terminus durch einen anderen, beque-
meren ersetzen, nimlich dureh den Terminus ,die in einem Bersiche
mit & BElementen richtige Aussage® (Def 26, Satz 8). Auf den
Begriff der in einem gegebenen Bereich richtigen Aussege lasson sich die
schon friher hesprochenen Sitze tber den Wahrheitsbegriff erstrecken,
wie 7. B. der Sats vem Widerspruch und jener vom ausgeschlossenen
Dritten. Besondere Beachtung verdient der Begriff der in jedem Indi-
viduenbersiche richtigen Aussage (Def. 27) Seinem Umfang nach
steht er in der Mitte mwischen dem Begriff des beweisharen Satzes und
jenem der wahren Aussage: die Klasse der in jedem Bereiche richtigen
Aussagen umfasst alle bewsisbaren Siitze und besteht ausschliesslich aus
weahron Aussagen (Satz 22 wnd 27). Dabei ist diese Klasse in der Regel
enger auls die Klasse aller wahren Aussagen: sie enthiilt 2. B. keine Aus-
gagen, deren (Hitigkeit davon abhingt, wie gross die Anzahl aller Indi-
viduen ist (Satz 28). Wer freilich das System der beweisharen Sitze jeder
untersnchten Wissenschaft zu einem vollstindigen ausgestalten will, der
muss in das System Sitze einfigen, die die Frage, wieviel Individuen es
iiberhaupt gibt, vorweg in diesem oder jenem Sinne entscheiden. Verschiedene
Umsténde Jassen jedoch einen anderem Standpunkt als besser begrindet
erschieinen, niimiich den, dass man die Entscheidung iber solche Problems
den speziellen deduktiven Wissenschaften iiherlisst, in der Logik und
in ihren Bruchstheken dagegen nur zu erreichen sucht, dass sich der
Begriff des heweisharen Satses hinsichtlich seines Umfangs mit dem
Begriff einer in jedem Individuenbereiche richtigen Aussage deckt, Fur
die Aphinger dieser Tendenz gewinnt die Frage, ob der Umfang der
beiden genannten Begriffe tatsichlich identisch ist, grosse Bedeutung:
im Falle einer negativen Antwort ensteht das Problem, das Axiomen-
system der untersuchten Wissenschaft derart zu vervollstindigen, dass
die g0 erweiterte Klasse der beweisbaren Sitze sich bereits mit der Klasse
der in jedem Bereiche richtigen Aussagen deckd. Dieses Problem, das
sigentlich mit der Frage nach einer strulturellen Charakteristik des
zuletzt betrachteten Begriffs fquivalent ist, konnte nur in wenigen Fillen
positiv entschieden werden (vgl. Satz 24)%%); im allgemeinen bietet diese
Frage nicht minder wesentliche Schwierigkeiten als das analoge Problem
einer strukturellen Charakteristik der walren Aussage. Auf ahnliche

®} In Begug auf den engeren Funktionenkalkilli wurde dieses in
Hilbert-Ackermann,, S. 68 gestellte Problem unlingst von K. Godel
entschieden (Gédely).
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Schwierigkeiton stossen wir such dann, wenn wir den Begriff der in einein
Bereiche mit % Elementen richtigen Aussage strukturell zu definieren
versuchen, Finzig in dem Falle, in dem X cine endliche Zahl ist, kann
man leicht eine allgemeine Methode angeben, die der aus dem Untersu-
chungen iiber den erweiterten Aussagenkalktl hekannten Matrizenme-
thode nachgebildet ist und eine strakturelle Charakteristik des betrach-
teten Begriffs ermiglicht; aunf diesem Wege gewinnen wir sogar ein
allgemeines Kriterium, welches auf Grund der Cestalt einer beliebigen
Augsage zu entscheiden gestattet, ob sie in einem Bereiche mit vorgege-
bener endlicker Anzahl der Elemente richtig ist ™).

Toh mochte mich hier in spezielle Untersuchungen ilber die zuletzt
betrachteten Pegriffe nicht niiher einlassen; einige hisher gehorende
Exrgebnisse, die sich auf den Klassenkalkil heziehen, habe ich beispiels-
welse im § 3 angegeben, Ich bemerke hier nur, dass man in den letzten
Jahren zablreiche Resultate gewonnen hat, die gestatten, aus dex Rich#ig-
keit in spesiellen Individuenbereichen oder aus den strokturellen Eigen-
schaften gewisser Aussagen anf deren Richtigkeit in jedem Bereiche, alse
auch suf ihre Wabrheit zu schliessen®). Bs ist evident, dass alle diese
Ergebnisse erst dann einen klaren und deutlichen Inhalt gewinnen und
sich erst dann ganz exakt beweisen lassen, wenn man als Grundiage der
Betrachtung eine koukrete, prizis formulierte Definition der vichtigen
Aussage annimmt.

§ 5. Der Begriff der wahren Aussage in den Sprachen
nnendlichey Ordnung.

Wir wenden uns nunmehr den Sprachen der 4t Art zu,
also den Sprachen unendlicher Ordnung, die schon ausserhalb
des Anwendungshereiches der im vorigen Paragraphen skiz-
siorten Konstruktionsmethoden liegen. Als Beispiel wird uns
die Sprache der allgemeinen Klassentheorie dienen.
Diese Sprache ist aus dem Grunde beachtenswert, weil sle —
trotz ihrer elementaren Struktur und ihrer Armut an gramma-

) Vgl Bernays-Schinfinkel, 8. 3562

53y 8o sind nach den bekannten Sitzen von Liwenheim und
flkolem gewisse Eategorien von Aussagen in jedem Gebiete richtig,
wenn sie nur in allen endlichen und abzihlbaren Cebieten richtig sind;
diess Sitee umfassen 7z B. alle Aussagen der in diesem § beschriebenen
Logik der zwei- und mehrgliedrigen Relationen, die (feneralisierungen
von Aussagefunktionen sind, in denen Variable 2ter Ordnung ausschliess-
lich als freie Variable auftreten. In Bezug suf die Aussagen des Klassen-
kalkitls ligst sich dieses Ergebnis — wie dies die Sutze 16 und 19 aus
§ 8 erweigen — wesentlich verschirfen. Ein engeres Anwendungsgebiet
besitzen gewisse Resultate von Bermays, Schonfinkel vnd Acker-
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tischen Formen — schon zur Formulierung jedes Gedankens
geniigt, der sich in der gesamten Sprache der mathematischen
Logik ausdriicken lasst: eine einfachere Sprache, die das laistet,
kann man sich schwer vorstellen ),

In der allgemeinen Klassentheorie treten dieselben Kon-
stanten auf wie in den vorher untersuchten Wissenschaften,

mann: sie gestatten, Awsengen von einer speziellen Struktur eine be-
stimmte natlirliche Zahl & derart zuznordnen, dass schon aus der Richtigkeit
einer gegebenen Aussage in dem Bereiche mit % FElementen (also — wie
ups schon bekennt ist — aus rein strukturellen-Eigenschaften der Aus-
sage) ihre Richtigkeit in jedem Bereiche folgt. Vgl hiezu Ackermann,,
Bernays-Schénfinkel,, Herbrand,, Léwenheim, Skolem, Sko-
temy und S8kolem,,

*) Die Sprache der allgemeinen Klassentheorie steht hinsichtlich
des Reichtums an semantischen Kategorien weit hinter der Sprache des
Systemns Whitehead-Russell, und weit mehr noch hinter der Sprache,
die Ledniewski in seinem System verwendet {vgl. ¥ und 63). Insheson-
dere treten in der betrachteten Sprache uberhaupt keine Aussagevariablen
und weder Namen von zwei- und mekrgliedrigen Relationen, nach Variable,
die diese Namen vertreten, auf. Uber die Entbehrlichkeit der Aussageva-
risblon entscheidet der schon in 72 erwihnte Umstand: jeder Aussage.
die Anssagevariable enthiilt, kann man eine logisch fiquivalente Aussage
zuordnen, die diese Variablen nicht enthiilt. Die Ausf ihrungen des § 2, ins-
besondere die Def. 18—17, unterrichten uns dabei hinreichend dartiber, wie
derartige Variable bei der Anlage einer Axiomenliste und bei der Ableitung
der Satze der untersachten Wissenschaft vermieden werden kénnen; vgl.
auch v. Neumasnn, {insbesondere Anm. 9 auf . 88), Die Moglichkeit der
Elimination zweigliedriger Relationen ergibt sich aus folgender Uberlegung.
Jeder Relation £ lisst sich in eineindeutiger Weise eine Klasse von geordne-
ten Paaren zuordnen, nimlich die Klasse aller jener geordneten Paare, deren
Glieder & und y die Formei: o Ry erfiillen. Wenn die Relation B dahei
homogen ist, d. h., wenn der Bereich und der Gegenbereich dieser Rela-
tion zu derselben semantischen Kategorie gehsren, so kann man das ge-
ordnete Paar anders interpretieren, als wir das auf 8. [26] getan haben,
und zwar als Klasse, deren Elemente zwei Klassen sind: die Klagze, die x
als einziges Element enthalt, und die Klasse, die ausvawsi Elementen
und y besteht. U eine analoge Methode auf nichthomogene Relationen
anwenden zu kénnen, muss man ihpen vorher eineindeutiz homogens
Relationen zuordnen, was keine grosseren Schwisrigkeiten bietet. Analog
verfahren wir mis mehrgliedrigen Relationen. In dieser Weise iisst sich
jede Aussage Gber zwei- und mehrgliedrige Relationen beliebiger Kate
gorie in eine #quivalente Aussage @ber Tndividuen, Klassen von Indivi-
duen, Klassen solocher Klassen u, 5. w. umformen, Vgl hiezn Kura-
towskiy, 8 171 und Chwistek,, inshesondere 8. 722,
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d. i die Zeichen der Negation und der logischen Summe
sowie das Allzeichen. Als Variable verwenden wir Symbole
wie Z X% (X% pXT¥ u. s w., d. i Zeichen, die aus dem
Zeichen X% und einer Anzahl kleiner Striche unfem und
oben gebildet sind; das Zeichen, welches & Striche unten und
n oben enthalt, nennen wir Variable kt*r (xestalt mter Ord-
nung und bezeichnen es mit dem Symbol ,¥7 % Die Variablen
Vi, Vi, Vi... reprasentieren beziehungsweize Namen von Indi-

viduen — also von Gegenstinden 1t Ordnung; von Klassen
von Individuen — Glegenstinden 2% Ordnung; von Klassen
solcher Klassen — (fegenstinden 3 Ordnung u. s, w.; diese

Variablen gehoren offenbar zu unendlich vielen semantischen
Kategorien. Als fundamentale Aunssagefunktionen betrachten
wir die Ausdricke vom Typus ,XF¥ wo anstatt ,X“ eine
beliebige Variable #+41* Ordnung und anstatt , ¥4 eine Variable
#'*" Ordnung auftritt; diese Ausdriicke lesen wir: ,die Klasse X
(m--1* Ordnung) enthilt als Element den Gegenstand Y
(' Ordnung)®, oder ,die Eigenschaft X kommt dem Gegen-
stand ¥ zu“. Zur Bezeichnung der fundamentalen Funktionen
wenden wir die Symbole &} an, indem wir e, = Vi~ V)
setzen. Der weitere Aufbau der Wissenschaft weist keine
wesentlichen Unterschiede z: B. gegeniiber der Logik der zwei-
oder mehrgliedrigen Relationen duf. Die Generalisation und
Partikularisation der Aussagefunktion z hinsichtlich der Va-
riablen Vi bezeichnen wir beziehungsweise mit den Symbolen
»N;2* und ,U; 2% Zu den Axiomen zihlen wir (1) Aussagen,
die die Bedingung (&) der Def. 13 des § 2 erfillen, die also
aus den Axiomen des Aussagenkalkills durch Binsetzung, gege-
benenfalls auch durch nachfolgende (Generalisierung entstehen
‘2} Pseudodefinitionen, d. L. Aussagen, die Generalisationen

von Aussagefunktionen vom Typus U:f+1n?(£:z.y +£:.I.y)
sind, wobei y eine beliebige Aussagefunktion ist, die nicht die
freie Variable V;f'“ enthilt: (8) die (Fesetze der Exten-
sionalitdt, d. 1. Aussagen von der Form:

Tt A UL e, e, el )
die besagen, dass zwei Klassen, die sich micht in ihren Ele-
menten unterscheiden, sich aunch in keiner ihrer Eigenschaften
unterscheiden, also identisch sind, Um in der wuntersuchter
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Wissenschaft eine hinreichende Basis fiir die Grundlegung ver-
schiedener Teile der Mathematik, insbesondere aber der ganzen
theoretischen Arithmetik zu gewinnen, miissen wir zu dem
obigen System noch (4) das Axiom der Unendlichkeit
hinzufiigen, d. i. die Aussage

Ui(ui 8?,1 ' ni(e?,i + U:(eiz . ni(‘?;,i +£21,1) . U:(Ei,i ‘ ‘9;1)))) :
die die Existenz unendlich vieler Individuen gewihrleistet *).
Bei der Ableitung der Folgerungen aus den Axiomen wenden
wir die Operationen der Einsetzung, der Abtrennung, der Hinzu-
figung und der Weglassung des "Allzeichens an, analog den
in den Bedingungen (y)—({) der Def. 15 des § 3 beschriebenen
Operationen.

Wenn wir versuchen, den Begriff des Erfiilltseins in Bezug
auf die untersuchte Sprache zu prizisieren, sbossen wir auf
Schwierigkeiten, die wir nicht #iberwinden kinnen. Angesichts
der unendlichen Verschiedenartigkeit der in der Sprache repri-
sentierten semantischen Kategorien ist es hier — &hnlich wie
im Fall der Logik der mehrgliedrigen Relationen — a priori
ausgeschlossen, die Methode dor mehrzeiligen Folgen anzu-
wenden. Aber noch schlimmer ist es, dass auch die Methode der
samantischen Vereinheitlichung der Variablen uns im Stich lasst.
Tatsichlich kann — wie uds aus § 4 bekannt ist — die versin-
heitlichende Kategorie nicht von niedrigerer Ordnang als irgend
eine der Variablen der betrachteten Sprache sein; Folgen,
deren Glieder zu dieser Kategorie gehoren, und umaomehr die
Relation des Erfiilltseins, die zwischen derartigen Folgen und
den entsprechenden Aussagefunktiomen besteht, miissen also
von hoéherer Ordnung sein als alle jene Variablen. In der
Sprache, mit der wir es hier zu tun haben, treten ja Variable
beliebig hoher (endlicher) Ordnung auf; bei Anwendung der
Methode der Vereinheitlichung miissten wir somit mit Aus-
driicken ,unendlicher Ordnung® operieren. Doch weder die
Metasprache, die den Boden der vorliegenden Untersuchungen
bildet, noch irgend eine andere der existierenden Sprachen

%y Dadurch, dass wir das Tinendlichkeitsaxiom annehmen, ver-
zichten wir freilich auf das Pogtulat, nach dem nuvr die in jedem Indi-
vidueubersiche richtigen Aussagen bewsisbare Siitze der Logik sein sollen
{vgl. 8. [102}).
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enthilt derartige Ausdriicke; es ist uns sogar mnicht recht kiar,
welchen inhaltlichen Sinn man solchen Ausdriicken zuschreiben
kénnte.

Diese Bomerkungen scheinen zu zeigen, dass es unmdiglich
ist, fiir die untersuchte Sprache einen allgemeinen, semantisch
eindeutigen Begriff des Erfiilltseins zu konstruieren, der aunf
alle Aussagefunktionen ohne Riicksicht auf ihren semantischen
Typus anwendbar wiire. Dagegen bemerken wir keine prinzi-
piellen Schwierigkeiten, die die komnsequente Anwendung des
Begriffs des Erfulltseing in seiner urspriinglichen Fassung,
oder vielmehr — der semantischen Mehrdeutigkeit dieser Fas-
sung wegen — einer unendlichen Anzahl solcher Begriffe
unméglich machen wiirden; jeder dieser Begriffe wiire in seman-
tischer Hinsicht schon bestimmt und wiirde sich ausschliesslich
suf Funktionen eines bestimmten semantischen Typus beziehen
(z. B. auf Funktionen, die eine Variable 1*r Ordnung als einzige
freie Variable enthalten). Tatsiichlich erweckt — unabhingig
von der logischen Struktur der Sprache — der inhaltliche Sinn
keines dieser Ausdriicke irgend welchen Zweifel; fiir jede belie-
bige konkrete Aussagefunktion kénnen wir sogar diesen Sinn
genau prizisieren, indem wir fir jede Wendung vom Typus
,die Gegenstinde a, b, ¢... erfilllen die gegebene Aussage-
funktion® eine inhaltlich #quivalente Wendung konstruieren,
die génzlich in Termen der Metasprache formuliert ist. Nichts-
destoweniger bietet das Problem der Konstruksion einer kor-
rekten Definition fiir jeden der besprochenen Begriffe wiederum
wesentliche Schwierigkeiten. Auf dem Boden der Sprachen,
die wir friither untersucht habon, konnte man jeden speziellen
Bogriff des Erfiilltseins leicht durch eine gewisse Spezialisie-
rung des allgemeinen Begriffs gewinnen; im gegenwirtigen
Talle ist dieser Weg freilich nicht gangbar. Der Gedanke,
in Anlehnung an die Definition der Anssagefunktion in dieser
oder jener Form die rekursive Methode anzuwenden, muss sich
schon nach kurzer Uberlegung, trotz seiner Nattirlichkeit, als
verfehlt herausstellen. Wie man leicht einsieht, lassen sich. néim-
lich die zusammengesetzten Funktionen von einem bestimmben
semantischen Typus nicht immer aus einfacheren Funktionen
von demselben Typus bilden; wir miissen im Gegenteil, um
beliebige Funktionen von einem gegebenen Typus konstruieren
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zu konnen, Aussagefunktionen von allen méoglichen semanti-
schen Typen als Material verwenden ®). Im Zusammenhang
damit missten wir bei der rekursiven Definition irgend eines
speziellen Begriffs des Erfiilltseins mit ein und demselben rekur-
siven Prozess unendlich viele analoge Begriffe umfassen —
was aber ausserhalb der sprachlichen Moglichkeiten liegt.

Im engen Zusammenhang mit diesen Erwigungen steht
das zentrale Problem wunserer Arbeit — die Konstruktion der
Definition der Wahrheit. Wiirde es gelingen, wenn schon
nicht den allgemeinen, so doch irgend einen der spesiellen
Begriffe des Erfiilltseing zu prizisieren, so wiirde diese Aufgabe
nicht die mindesten Schwierigkeiten bieten 87). Andrerseits aber

kennen wir keine Konstruktionsmethode, die nicht — mittelbar .

oder unmittelbar — fiiber eine vorherige Definition des Begriffs
des Erfilltseins fithren wiirde. Somit diirfen wir — in Anbe-
tracht der Erfolglosigkeit der bisherigen Versuche -- jedenfalls
feststellen, dass wir gegenwirtig fiir die untersuchte Sprache
keine korrekte und sachlich zutreffende Definition der wahren
Aussage konstruieren kinnen.

") Ein dusserer Ausdruck dieses Sachverhalts ist es, dass in den Defi-
nitionen des Erfillltseins nicht nur freie Variable wesentlich berticksich.
tigt werden milssen, sondern auch alle gebundenen Variablen der betrach-
teten Funktion, obzwar diese Variablen keinen Einfluss auf den seman-
tischen Typus der Funktion ausiiben und es keineswegs von den diesen
Variablen entsprechenden Gliedern der Folge abhiingt, ob die Relation
dos Erfilltseins besteht oder nicht (vgl. Def. 22 des § 3, Bedingung (f)). —
Es gei daram erinnert, dass analoge Schwierigkeiten wie die im Texte
erwihnten schon frither auftauchten, nimlich bei dem Versuch, auf un-
mittelbarem Wege eine rekursive Definition der Wahrheit zu konstruieren
(vgl. 8. [47]).

) Stellen wir wuns = B. vor, dass ey uns in irgend einer Weise
gelungen ist, den Begriff des Erfilltseins in Bezng auf solehe Aussage-
funktionen zu definieren, die eine Variable 1lter Ordnung als einzige freie
Variable enthalten; wir kinnen dann mit Wendungen vom Typus ,das
Individuum ¢ erfillt die Aussagefunktion y* frei operieren, Wenn wir
nun irgend eine konkrete Aussagofunktion in Betracht ziehen, z B.

U‘f £ },1 ; die durch jedes heliebige Individuum erfilllt wird, so gewinnen

wir sofort folgende Definition der wahren Aussage: « ist dann und nur
dann eine wahre Aussage, wenn jedes Individuwum a die Funktion

x. U% & 1‘1 (d. i. die Konjunktion der Aussage x und der Funktion U? & ;, )

erfiilif. Auf ganz analogem Wege kann man von jedem anderen der spe-
ziellen Begriffe des Erftilltscing zum Begriff der Wahrheit iibergehen.
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Angesichts dieser Sachlage taucht die Frage auf, obh unser
Misserfolg zufilligen Charakter hat und etwa nur an der
TUnvollkommenheit der tatsichlich angewandten Methoden liegt,
oder ob hier Hindernisse prinzipieller Natur eine Rolle spielen,
die im Wesen der Begriffe liegen, die wir definieren wollen,
bzw., mit deren Hilfe wir die geforderten Definitionen zu kon-
struieren versnchen; wenn die zweite Eventualitat zutrifft, so
wiren freilich alle auf die Verbesserung der Konstruktions-
methoden gerichteten Bemtihungen fruchtlos. Um diese Frage
beantworten zu kinnen, muss man ihr zuerst eine weniger
nnbestimmte Form geben, Erinnern wir uns daran, dass wir
in der Konvention 90 des § 3 genau festgesetzt haben, welche
Bedingungen tber die sachliche Richtigkeit einer beliebigen
Definition der wahren Anssage entscheiden; die Konstruktion
einer Definition, die diesen Bedingungen geniigt, bildet ja den
Hauptgegenstand unserer Untersuchung. Angesichts dessen
nimmt das in Rede stehende Problem eine prizisere Form an:
es handelt sich darum, ob auf dem Boden der Meta-
wissenschaft der betrachteten Sprache die Kon-
struktion einer richtigen Definition der Wahr
heit im Sinne der Konvention Wi prinzipiell mé-
glich ist. Wie wir uns iiberzengen werden, lisst sich das
Problem in dieser Gestalt schon endgiltig ldsen, und zZwar
in negativer Richtung.

Es ist nicht schwer einzusehen, dass das uns interessie-
rende Problem den Rabhmen der bisherigen Betrachtung sprengt;
es gehdrt niimlich in das Gebiet der Meta-Metawissenschaft;
seine definitive Lisung, ja selbst nur seine korrekte Formu-
lierang wiirde einen mneusn Untersuchungsapparat erfordern
und vor allem die genane Formalisierung der Metasprache und
der anf ihrem Boden betriebenen Metawissenschaft erforderlich
machen3®), Tch glaube jedoch, dass es mir — auch ohne so weit
zn gehen und unter Vermeidung der verschiedenen technischen
Komplikationen — gelingen wird, in ziemlich klarer Weise
ither alles zu berichten, was gich im Zusammenhang mit obigem
Problem gegenwirtig Positives feststellen lissh.

Beim Operieren mit der Metasprache werden wir die in
§% 2 und 3 angegebene Symbolik beibehalten. Um die weiteren
Aunsfihrungen zu vereinfachen und migliche Missverstindnisse

24
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zu vermeiden, werden wir einen solchen Bau der Metasprache
annehmen, bei dem dio untersuchte Sprache ein Bruchstlick
der Motasprache bildet: jeder Ausdruck der Sprache ist zugleich
ein Ausdruck der Metasprache, aber nicht wmngekehrt. Dies
erlaubt uns in gewissen Fillen (z. B. bei der Formulierung
der Bedingung (¢} der Konvention I} einfach von den Aus-
driicken der Sprache selbst zu sprechen, anstatt, wie bisher,
von den mit ihnen gleichbedeutenden Aunsdriicken der Meta-
aprache.

Nach diesen Vorbehalten und Konventionen gehen wir
nunmehr an die Formuliernng und Begriindung des fundamen-
talen Ergebnisses.

Saiz I (@) Wie auch immer wir in der Mefawissenschaft
das Symbol ,Wr*, das eine Kiasse von Awsdriicken bezeichnet,
definieren, so werden wir daraus die Negation eines der Sdlze
ableiten kénnen, die in der Bedingumg (@) der Konvention W
beschrieben wurden ;

(8) wvorausgesetzt alse, dass die Klasse aller beweisboren
Scitze der Metawissenschaft widerspruchsfrei ist, st es unmdglich,
aul dem Boden der Melawissenschafl eine zutreffende Definition
der Wahrkeit im Sinme der Konvention 1 2u konstruieren.

Die Idee des Beweises dieses Satzes kdnnte man in fol-
gende Worte fassen®): (1) Man setzt eine bestimmte Interpre-
tation der Metasprache in der Sprache selbst fest und ordnet
auf diesem Wege eindeutig jeder Aussage der Metasprache

) Dis hier angewandte Methode verdanken wir Gdadel, dem
sie in seiner kiirglich erschienenen Arbeit G tidel; zm anderen Zwecken
diente; vgl. besonders 8, 174175, bzw. 187--190 (Beweis des Satzes VI).
Dieser ungemein wichtige nnd interessante Artikel steht in keinem unmit~
telbaren Yusammenkang mit dem Themsa unserer Arbeit — er betrifft
nimlich streng methodologische Probleme: dic Widerspruchsfreiheit und
Vollstiindigkeit der deduktiven Systeme; nichtsdestoweniger werden wir
die Methoden und teilweise auch die Ergebnisse der Gddelschen Unter-
suchungen fir unsere Zwecke dienstbar machen kinnen.

Bei dieser Gelegenheit bemerke ich, dass ich den Satz I samt der
Skizze seines Bewsigses in die vorliegende Arbeit erst singefigt habe,
nachdem sie bereita in Druck gegeben war; zur Zeit, als die Arbeit der
Warschauer Gesellschaft der Wissenachaften vorgelegt wurde (21.111. 1981),
war Gédels Artikel — so viel mir bekannt ist — noch nicht erschienen.
Ich hatte daher in der urspriinglichen Fassung an dieser Stelle anstath
positiver Ergebnigse mur gewisse Vermutungen ausgesprochen, die sich
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eine (in Hinsicht auf das in der Metawissenschaft angenom-
mene Axiomensystem) ihr dquivalente Aussage der Spracho zu:
auf diese Weise enthiélt die Metasprache neben einer beliebigen
Aussage anch einen individuellen Namen — wenn nicht der-
selben, so wenigstens der ihr zugeordneten und iquivalenten
Aussage. (2) Wirde es uns also gelingen, in der Metasprache
eine richtige Definition der Wahrheit zu konstruieren, so wiirde
die Metasprache — mit Riicksicht auf obige Tuterpretation —
jenen universalistischen Charakter gewinnen, der die wesentli-
che Quelle der semantischen Antinomien auf dem Boden der
Umgangssprache war (vgl. 8. [18]); inshesondere Ldnnte man
dann in der Metasprache die Antinomie des Ligners rekon-
struieren, indem man nimlich in der Sprache selbst eine solche
Aussage r bildet, dass diejenige Aussage der Metasprache, der
die Aussage z zugeordnet ist, besagt, z sel keine wahre Aus-
sage; dabei kénnte man bei dieser Rekonstruktion durch An-
wondung des aus der Mengenlehre bekannten Diagonalverfah-
rens ) alle Termini vermeiden, die nicht zur Metasprache
gehoren, sowie alle Primissen empirischer Natur, die in den
bisherigen Formulierungen der Antinomie des Liigners eine
Rolle spielen #%),

Ubrigens in der gleichen Richtung bewegten und sich teilweive anf meine
eigenen Untersuchungen, teilweise auf den einige Monate vorher ver-
iffentlichten kurszen Bericht G édel, stitrten.

Nachdem ich den oben angefiihrten Artikel kemnen gelernt hatte,
iiberzeugte ich mich w. a., dass die deduktive Theorie, die Godel als
Gegenstand seiner Untersuchungen gewithlt hat, das sog, ,System PY,
t_ler in dicsem Paragraphen betrachteten allgemeinen Klnssentheorie anf-
failend #hnlich ist: abgesehen von gewissen Abweichungen ,kalligraphi-
scher” Natur bestebt der einzige Unterschied darin, dass im ,System P
neben drei logischen Eonstanten auch gewisse Koustante aus dem Ge-
biete der Aritbmetik der natrlichen Zahlen auftreten (es besteht auch
eine weitgehende Anslogie zwischen dem »System PY and dem in Taz-
skiy, 8. 213217 ckizzierten System der Arithmetik). So lasson sich denn
die fur das ,System P“ gewonnenen Resultate leicht auf die gepenwiirtige
Betrachtung tbertragen. Der abstrakte Charnkter der vom Gédel ange-
wandten Methoden macht tbrigens die Giltigkeit der von ihm erzielten
Resultate von den spezifischen Kigentiimlichkeiten der umtersuchten Wis-
senschaft in hohem Grade unabhingig.

) ¥gl. z. B. Fraenksl, 8. 48 &

™) Wenn man die unten angegebene Skizze des Boweises analysiert,
80 bemerkt man leicht, dass eine analoge Rekonstruktion sich sogar auf

*
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Wir wollen den Beweis ein wenig genauer skizzieren ).

Vereinbaren wir, fiir den Augenblick anstatt ,X)"% das
Symbol ,z% zu verwenden; die Partikularisation der Aussage-
funktion y hinsichtlich der Variablen ,n% werden wir, wie
bisher, mit dem Symbol 77U?y“ bezeichnen, Diec Variable ,»®
reprisentiert also Namen von Klassen, deren Klemente Klassen
von Individuen sind; bekanntlich finden wir unter diesen Klas-
sen u. a. die natiirlichen Zahlen und #berhaupt die Kardi-
nalzahlen "6}

Ich habe schon bemerkt, dass man in der hier untersuchten
Sprache der allgemeinen Klassentheorie alle Tatsachen aus dem
Glebiet der Arithmetik der nattirlichen Zahlen ausdriicken kann.
Insbesondere kann man, wenn eine natiirliche Zahl % gegeben
ist, in dieser Sprache leicht eine Aussagefunktion & konstruieren,
die das Symbol ,n¢ als einzige freie Variable enthalt und die
besagt, dass die Klasse, deren Namen durch dieses Symbol
repriisentiert ist, mit der Zahl % identisch ist (also aus den
und nur den Klassen von Individnen besteht, welche genan %

Elemente enthalten ). So =z B. ist = n?(e?’1.U:n;n§

1 1 1 1 2 1petgq2f 1 1 1 1 Y)Y
(51,1'(81,2 + 8y - 82,9)) +£,- N U, Ua(”m + 51,2‘52,1'82;1)): ene

allgemeine rekursive Definition der Folge der Furktionen &
hietet auf dem Boden der Metasprache keine grosseren Schwie-
rigkeiten.

Wie ich schon in § 2 (8. [41]) erwihnt habe, kann man
rwischen den Amnsdriicken der Sprache und den natiirlichen
Zahlen unschwer eine eineindeutige Zuordnung durchfithren:

dem Boden der Umgangssprache durchfihren lisst und dass sich infolge
dieser Rekonstruktion die Antinomie des Liigners tatsichlich der Anti-
nomie des Ausdrucks ,heterologisch nihert. Zu dem letzten Absatz des
Textes vgl. die Schlusshemerkungen des §1, 8. [18] f. und insbesonders ).

9y Zur Vereinfachung werden wir uns an vielen Stellen so aus-
dricken, als wirde die folgende Bewsisfiiirung mur Metawissensehaft
und nicht zur Meta-Mstawissenschaft gehdren; insbesondere werden wir,
angtatt z B. zu behaupten, dass eine gegebene Aussage in der Meta-
wissenschaft beweisbar ist, cinfach die Aussage selbst aufstellen. Man
vergesse jedenfalls nicht, das hier nur eine Skizze des Beweises gegelen
wird, der noch vieles zur Vollstindigkeit fehlt,
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man kann in der Metasprache eine solche unendliche Folge ¢
von Ausdriicken definieren, in welcher jeder Ausdruck der
Sprache, und zwar nur einmal, vorkommt. Aunf Grund dieser
Zuordnung kann man jeder Operation an Ausdriicken eine Ope-
ration an natiivlichen Zahlen (welche dieselben formalen Eigen-
schaften besitzt) zuordnen, jeder Klasse von Ausdriicken eine
Klasse von natiirlichen Zahlen u. s. w.; demzufolge gewinnt
die Metasprache eine Interpretation in der Arithmetik der
natiirlichen Zahlen und mittelbar in der Sprache der allgemeinen
Klassentheorie.

Nehmen wir inshesondere an, dass wir in der Metasprache
die Aussagenklasse Wr definiert haben; dieser Klasse wird
dann eine Klasse der natiirlichen Zahlen entsprechen, die aus-
schliesslich in Termen der Arithmetik definiert ist. Betrachten
wir den Ausdruck ,,Ui(cﬂ L) & Wrt; es ist das cine Aussage-
funktion der Metasprache, die ,n® als einzige freie Variable
enthilt, Aus den fritheren Bemerkungen folgt, dass man dieser
Funktion eine andere, ithr fiir beliebige Werte von ,n¢ 4quiva-
lente Funktion zuordnen kann, die jedoch vellstindig in Termen
der Arithmetik ausgedriickt ist. Diese neune Funktion werden
wir schematisch in der Form ,¢ (m)* darstellen; wir haben also:

(1) fiir ein beliebiges n gilt U (& . @a) € Wr dann und nur
dann, wenn P {(n}.

Da die Sprache der allgemeinen Klassentheorie zur Grund-
legung der Arithmetik der natiirlichen Zahlen ausreicht, kénnen
wir annehmen, dass . (n)* eine von den Funktionen dieser
Sprache ist. Die Funkéion . (n)* wird also ein Glied der Folge ¢
sein, z B. das Glied mit dem Index k: ,9{n)*=¢,. Wenn
wir in der Aussage (1) B {ir ,n% einsetzen, erhalten wir:

(2) Ui (4. ®p) € Wr dann und nur dann, wenn @ (k).

Das Symbol ,,U?(t;f.tp;c)“ bezeichnet selbstverstindlich
eine Aussage der untersuchten Sprache. Indem wir auf diese
Aussage die Bedingung (@) der Konvention I anwenden,
erhalten wir einen Satz von der Form ,ze Wr dann und nur
dann, wenn p*, wo ,z* durch einen strukturell-deskriptiven
oder irgend einen anderen individuellen Namen der Aussage
U:j(tf;.qag.), »p% dagegen durch diese Aussage selbst oder ir-
gend eine ihr #quivalente Aussage zu ersetzen ist. Insbeson-
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dere kénnen wir fiir ,z% den Ansdruck ,,Ui(c,,:.(p;,.)“ und fir
,p* — angesichts der Bedeutung des Symbols J4% — die Aus-
sage ,es gibt ein solches n, dass n—=k und {n)* oder ein-
fach ., (k)% einsetzen; auf diese Weise erhalten wir folgende
Formulierung :

(3) Uf(zk.gok) e Wr dann und nur dann, wenn ¥ (k).

Die Aussagen (2) und (3) stehen in offenbarem Wider-
spruch zu einander; die Aussage (2) ist sogar direkt Hquivalent
der Noegation von (3). Damit ist aber der erste Teil des Satzes
bewiesen : wir haben bewiesen, dass unter don Folgerungen aus
der Definition des Symbols ,Wr¢ die Negation eines von jenen
Sitzen anfireten muss, von denen in der Bedingung (@) der
Konvention 90 die Rede ist. Daraus folgt unmittelbar der
zweite Teil des Satzes.

Die in dem Teile (§) dieses Satzes auftretende Voraus-
setzung der Widerspruchsfreiheit ist wesentlich: enthielte niim-
lick die Klasse aller beweisbaren Siitze der Metawissenschaft
einen Widerspruch, so wiirde jede Definition in der Metawis-
senschaft alle iiberhaupt moglichen Aussagen (denn sie alle
wiren in der Metawissenschaft beweisbar) nach sich ziehen,
also insbesondere auch die in der Konvention W beschriebenen.
Andrerseits besteht, wie wir jetzt wissen®?), keine Anssicht,
die Widerspruchsfreiheit der von uns betrisbenen Metawissen-
schaft auf dem Boden der Meta-Metawissenschaft zu beweisen.
Ts ist zu bemerken, dass — angesichts des Besiehens einer
Interpretation der Metawissenschaft in der Wissenschaft selbst
{ein Umstand, der in dem oben skizzierten Beweis eine so
wesentliche Rolle gespielt hat) — die Voraussetzung des zweiten
Teiles des Satzes I der Voraussetzung der Widerspruchsfreiheit
der untersuchten Wissenschaft selbst #Aquivalent und vom
intuitiven Gesichtspunkt aus ebenso evident ist.

Das in dem Satz I erzielte FErgebnis scheint vielleicht
auf den ersten Blick ungemein paradox zu sein. Dieser Hin-
druck schwiicht sich jedoch zweifellos ab, sobald wir uns den
tiefliegenden Unterschied zwischen dem Inhalt des zu definie-
renden Begriffs und dem Charakter jener Begriffe vor Augen

®) Vgl Godely, 5. 196 (Sata XI).
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halten, welche nns bei der Konstruktion der Definition zur
Verfiigung stehen.

Die Metasprache, in der wir die Untersuchung durchfiih-
ren, enthiilt — neben den Ausdriicken von logischem Charakter,
anter denen wir u. a. (in dem betrachteten Fall) alle Awus-
driicke der untersuchten Sprache vorfinden, — ausschliesslich
pur strukturell-deskriptive Termini, also Namen von Aunsdriicken
der Sprache, von strukturellen Figenschaften dieser Ausdriicke,
von strukturellen Relationen =zwischen Awusdriicken n. s. w.
Das, was wir Metawissenschaft nennen, ist im Grunde genom-
men die Morphologie der Sprache — eine Wissenschaft
von der (Yestalt der Ausdriicke — ein Korrelat solcher Teile
der traditionellen Grammatik wie die Morphologie, Etymologie
und Syntax.

Der Umstand, dass die untersnchte Sprache und die
in dieser Bprache betriebene deduktive Wissenschaft formali-
sierten Charakter haben, hat eine interessante Hrscheinung
hervorgerufen: es ist nimlich gelungen, auf strukturell-deskrip-
tive Begriffe gewisse Begriffe von ganz anderer Natur zurtick-
zufithren, die sich von jenen sowohl durch ihre Genese als
auch durch ihren iiblichen Sinn unterscheiden, nimlich den
Begriff der Folgerung samt einer Reihe verwandter Begriffe *);
es ist gelungen, als einen Teil der Movphologie das zu be-
griinden, was man Logik der gegebenen Wissenschaft
nennen konnte.

Durch diesen Erfolg ermuntert, haben wir versucht, weiter
zn gehen und in der Metasprache auch noch Definitionen
gewisser Begriffe aus einem anderen Gebiet zu konstruieren, nim-
lich aus der sog. Semantik der Sprache, — also solcher
Begriffe wie der des Erfiilltseins, des Bezeichnens, der Wahr-
heit, dor Definierbarkeit w. s. w. Ein charakteristisches Merkmal

%) Die Zurtickfithrung des Folgerungsbegriffs auf Begriffe aus dem
Gebicte der Morphologie der Sprache ist ein Frgebuis der deduktiven
Methode in ihrem letzten Entwicklungstadium; wenn wir im Alltagsieben
sagen, dass ein Satz aus anderen Sitzen folgt, so meinen wir zweifellos etwas
ganz anderes, als das Destehen gewisser struktureller Beziehungen zwi-
schen disgen Sitzen. Im Lichie der letzten Frgebnisse G odels erscheint
63 dabei zweifelbaft, ob diese Zurlickfithrang tatsiichlich restlos vollzogen
worden jst, )
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der semantischen Begriffe liegt darin, dass sie gewisse Abhin-
gigkeiten zwischen den Ausdriicken der Sprache und den
Gregensténden, ,von denen in diesen Ausdriicken die Rede ist®,
zum Ausdruck bringen, bzw. dass sie mit Hilfe devartiger
Abhingigkeiten gewisse Kategorien von Ausdriicken oder an-
deren Gegenstinden charakterisieren. Man kinnte (unter Ver-
wendung der ,suppusitio materialis®) auch sagen, dass diese
Begriffe zur Festsetzung der Zuordunung zwischen den Namen
von Ausdriicken und den Awusdriicken selbst dienen.

Die semantischen Begriffe erfreunen sich seit langem eines
noiiblen Rufes¢ unter den Spezialisten avf dem Gebiete der
Sprachforschung: sie haben sich allen Versuchen einer genau-
eren Prizisierung ihres Sinnes entzogen, und Kigenschaften
dieser Begriffe, die inhaltlich einleuchtend erschienen, haben zu
Paradoxien und Antinomien gefithrt. Darnm muss die Tendens,
diese Begriffe auf strukturell-deskriptive Begriffe mit klarem
und deutlichem Inhalt und evidenten Higemschaften zurfick-
zufithren, ganz matiivlich und begrindet erscheinen. Fir die
Méglichkeit, diese Tendenz zu realisieren, schien folgende Tat-
sache zu sprechen: es ist immer gelungen, jede Wendung, die
die von uns betrachteten semantischen Termini enthilt und
die einzelnen, strukturell beschriebenen Ausdriicke der Sprache
betrifft, durch eine inhaltlich dquivalente und vou derartigen
Termini freie Wendung zu ersetzen; m. a. W. man konnte
fiir jeden semantischen Begriff unendlich viele Teildefinitionen
formulieren, die in ihrer Gresamtheit alle Fille der Anwendung
dieses Begriffs auf konkrete Ausdriicke erschopfen und fir die
die in der Bedinguung (a; der Konvention I angefiihrten Sitze
ein Beispiel sind. Zu eben diesem Zwecke rechneten wir in
der Regel — mit Ricksicht auf den Inhalt der semantisechen
Begriffe — neben den Namen von Ausdriicken alle Ausdriicke
der Sprache selbst oder die mit ihnen gleichbedeutenden Aus-
driicke zur Metasprache (und zwar selbst dann, wenn diese Aus-
. driicke keinen logischen Chavakter besassen, vgi. 8.[69]}1), ob-
gleich eine derartige Bereicherung der Metasprache keine Vorteile
fiir den Betrieb dor ,reinen“ Morphologie der Sprache bietet.

An und fiir sich hat die erwihnte Tatsache keine entschei-
dende Bedeutung: es gibt keinen Weg, dor einen automatischen
Ubergang von jenen Teildefinitionen zu einer allgemeinen Defi-
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nition ermpglicht, die sie alle als Spezialfiille umfassen und
ihr ,unendliches logisches Produkt® bilden wiirde ™). Erst dank
den speziellen Konstruktionsmethoden, die wir in den §§ 5
und 4 entwickelten, ist es uns gelungen, die geforderte Re-
duktion der semantischen Begriffe durchzuftihren, und zwar
nur fiir eine bestimmte (ruppe von Sprachen, die an gramma-
tischen Formen arm sind und deren Reichtum an semantischen
Kategorien beschrinkt ist, -— nimlich fiir die Sprachen end-
lichexr Ordnung. Es sei daran orinnert, dass die dabel ange-
wandten Methoden verlangten, in der Metasprache Kategorien
yu verwenden, die hiherer Ordnung als alle Kategorien der
antersuchten Sprache und deshalb von allen grammatischen
Formen dieser Sprache prinzipiell verschieden sind. Die Ana-
lyse des oben skizzierten Beweises des Satzes I zeigt, dass
dieser Umstand keineswegs zufilligen Charakter hat: unfer
gewissen allgemeinen Voraussetzungen erweist cs sich z. B. als
unmbglich, eine richtige Definition der Wahrheit zu konstruie-
ven, wenn man nur solche Kategorien anwendet, die in der
betrachteten Sprache auftreten ®). Darum hat sich auch die
Lage von Grund aus geiindert, als wir zn den ,reichen* Spra-

™) Wir haben im Laufe unserer Unfersuchung schon wiederholt
#hnliche Erscheinungen angetroffen: die Unmoglichkeit, die gleichzeitige
Abhangigkeit wwischen Gegenstinden zu erfassen, die zu unendlich vielen
semantischen Kategorien gehoren; den Mangel an Termini ,unendlicher
Ordoung®: die Unmdglichkeit, in einen Definitionsprozess unendlich
viele Begriffe einzubeziehen u, s w. {8 [46]f, [94], [106]f, [108]). Ick
glaube nicht, dass man diese Erscheinungen als ein Symptom der forma-
len Unvollkommenheit der aktuell existisrenden Sprachen avffassen dert —
ihre Tirgache liegt eher im Wesen der Sprache selbst: die Sprache, die
dock ein Produkt der menschlichen Titigkeit ist, besitzt notwendig einen
Jfinitistischen Charakter und kann nicht als adiquates Werkzeag zur
Erforschung von Tatsachen oder zur Komstruierung von Begriffen von
einem eminent ,infinitistischen* Charakter diemen.

9%y Schon darsus oder asch unmittelbar aus gewissen Resultaten,
die in Gédely (8. 187—191) enthalten sind, kann man leicht folgern, dass
cine strukturelle Definition der Wahrheit — in dem auf 8. [99] f, besonders
in ) besprochenen Sinne — sich sogar fiir einigermassen veichere Sprachen
endiicher Ordnung nicht konstrnieren ldsst. Aus anderen Untersuchungen
dieses Verfassers (op. eit, 5. 193, Satz IX) folgt, dass es in gewissen
elementaren Fillen, in denen wir eine solche Definition konstruicren
konnen, dennoch unmiglich ist, ein allgemeines struktureiles Kriterium
der Wahrheit von Aussagen anzugeben. Das erste dieser Resultate lisst



378 Alfred Tarski [118]

chen unendlicher Ordnung fibergingen: die frither angewandten
Methoden erwiesen sich als unbrauchbar, alle Begriffe und
alle grammatischen Formen der Metasprache fanden eine Inter-
pretation in der Sprache und wir konnten im Zusammenhang
damit in Satz I endgiltig zeigen, dass sich die Semantik der
Sprache nicht als ein Teil ihrer Morphologie begriinden ligst.
Fben darauf redoziert sich die Bedeutung des erzielten
Ergebnisses.

Unabhiingig davon zieht Satz I wichtige Konsequenzeu
methodologischer Natur nach sich: es zeigt sich, dass es un-
mbglich ist, in der Metawissenschaft eine solche Klasse von
Aussagen der betrachteten Sprache zu definieren, die aus-
schliesslich aus inhaltlich wabhren Aussagen besteht und dabei
vollstindig (im Sinne der Def. 20 aus § 3) ist. Tnsbesonders,
wenn wir die Klasse der beweisbaren Sitze der untersuchten
Wissenschaft aaf irgend einem Wege erweitern — sei es durch
Frginzung der Liste der Axiome, sei es durch Verschirfung
der Schlussregeln —, so fiigen wir entweder zu dieser Klasse
falsche Aussagen hinzu oder wir gewinnen kein vollstandipes
System. Das ist umso interessanter, als die Brweiterung der
Klasse der beweisbaren Sitze zu einem vollsténdigen und
widerspruchsfreien System an und fir sich keine Schwierig-
keiten bietet ).

Fine Interpretation des Satzes 1, die die angegebenen
Grenzen iiberschreiten wiirde, liesse sich keinesfalls rechtfer-
tigen; insbesondere wire es unrichtig, aunf die prinzipielle
Unmoglichkeit eines konsequenten und mit der Intuition tiber-
einstimmenden Operierens mit semantischen Begriffen und spe-
ziell mit dem Begriffe der Wahrheit zu schliessen. Da aber
siner von den moglichen Wegen, die wissenschaftlichen Grund-
lagen der Semantik aufrubauen, jedenfalls verschiossen ist,
muss man sich nach anderen Methoden umsehen. In natirlicher
Weise entsteht hier der Gedanke, die Semantik als eine beson-
dere deduktive Wissenschaft zu begriinden, mit einem System
der Morphologie als logischem Unterbau: zu diesem Zwecke

sich w. a. anf die im § 4 besprochene Logik der mwei- oder mehrgliedrigen
Relationen, das zweite auf den engeren Funktionenkalkiil von Hilbert-
Ackermann, (8. 43 ff) anwenden,

%) Vgl. Tarski;, 8. 894, Satz L 56 (ein Resulfat Lindenbaums).
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hitte man in die Morphologie diese oder jene semantischen
Begriffe als Grandbegriffe einzuffihren und ihre fundamentalen
Figenschaften auf axiomatischem Wege festzusetzen. Nach den
Trfahrungen, die man mit den semantischen Begriffen in ber-
logungen gemacht hat, die auf dem Boden der Umgangssprache
gefithrt wurden, sind wir uns der grossen (Gefahren dieser
Vethode bewusst; darum gewinnt in diesem Falle die Frage
hesondere Bedeutung, wie man Sicherheit erlangen kinnte,
dass der axiomatische Weg nicht zu Verwicklungen und Anti-
nomien fiihrt.

Im Zunsammenhang mit dieser Frage werde ich mich
weiterhin ausschliesslich mit der Theorie der Wahrheit befassen
und vor allem einen Hilfssatz aufstellen, der eine Konseguens
der Tiberlegungen des vorigen Paragraphen ist:

Satz II. Fiir eine beliebige, im vorhinein gegebene nafiir-
tiche Zahl k& kann man auf dem Boden der Metawissenschafl eine
Definition des Symbols ,Wr konstruieren, die als Folgerungen
alle jene Siize aus der Bedingung (@) der Konvention W nock
sich zieht, in denen an Stelle des Symbols ,p* Aussagen mit
Varioblen hochsteng k= Ordnung auflreten (und ausserdem den
in der Bedingung (3) dieser Konvention angefithrien Safz)

Fir den Beweis geniigt dic Bemerkung, dass dieser Batz
nicht mehr die untersuchte Sprache in ihrem ganzen Umfange
betriffi, sondern nur ein Bruchstiick dieser Sprache, das die
Gesamtheit aller jener Ausdriicke umfasst, die lkeine Varia-
blen hoherer Ordnung als & enthalten. Dieses Bruchstiick ist
offenbar eine Sprache endlicher Ordnung und sogar eine Sprache
gier Art; wir konnen also leicht die geforderfe Definition kon-
struieren, indem wir eine von den beiden in § 4 besprochenen
Methoden anwenden. Es ist zu bemerken, dass die aunf diesem
Wege gewonnene Definition (neben den in Satz IT angegebenen
Folgerungen) eine Reihe von Sétzen allgemeinor Natur nach
sich zieht, wie z. B. die Sitze 1—b aus § 8, wenn nur die
Formulierungen dieser Sitze dadurch eine entsprechends Ab-
schwiichung erfahren, dass das Gebiet ihrer Anwendbarkeit auf
Aussagen mit Variablen hochstens &% Ordnung beschrankt wird.

Schon daraus ist zu crschen, dass sich, im Gegensatz zu
der Gesamttheorie der Wahrheit, die einzelnen Fragmente
dieser Theorie (deren Untersuchungsobjekt Aussagen sind, die
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ansgchliesslich solche Variable enthalten, deren Ordnung wvon
oben beschrinkt ist) als Teilgebicte der Metawissenschaft be-
griinden lassen. Wenn also die Metawissenschaft widerspruchs-
frei ist, so finden wir aunch in diesen Fragmenten niemals
einen Widerspruch. Dieses letzte Ergebnis lisst sich jedoch
in gewissem Sinne aul die Gesamttheorie der Wahrheit aus-
dehnen, wie dies folgender Satz zeigt: :

Satz IIl. Wenn die Klasse aller beweisbaren Sdtze der
Metawissenschaft widerspruchsfrei ist wnd wenn wir zur Mela-
wissenschaft das Symbol ,Wr¥ aols neuen Grumdierminus, alle
Sdtze dagegen, die in den Bedingungen (e) und () der Kon-
vention I beschrieben wurden, als newe Aziome hinzufiigen, so
wird auch die Kinsse der beweisbaren Silze der in dieser Weise
erweiterten Melawissenschaft widerspruchsfrel sein.

Tm diesen Satz zu beweisen, wollen wir bemerken, dass
die Bedingung (@) unendlich viele Aussagen umfasst, die wir
als Axiome der Theorie der Wahrheit annehmen wollen. Eine
endliche Zahl dieser Axiome kann — anch im Verein mit dem
einzigen Axiom aus der Bedingung (#) —- nicht zu einem
Widerspruch fithren (falls nur der Widerspruch nicht schon
in der Metawissenschaft selbst liegt). Tatsiichlich tritt in der
endlichen Zahl der aus (a) geschopften Axiome nur eine
endliche Zahl von Aussagen der untersuchten Sprache auf
und in diesen Aussagen finden wir eine endliche Zahl von
Variablen; es muss also eine natiirliche Zahl % geben, derart
dass die Ordnung keiner von diesen Variablen die Zahl %
iberschreitet. Daraus folgt nach Satz II, dass man in der
Metawissenschaft eine solche Definition des Symbols W
konstruieren kann, dass die betrachteten Axiome Folgerungen
auns dieser Definition werden; m. a. W. diese Axiome werden
bei entsprechender Interpretation jenes Symbols zu beweisbaren
Bitzen der Metawissenschaft (diese Tatsache lisst sich auch
unmittelbar, d. h. unabhingig von Satz IL begriinden}, Wenrn
irgend eine Klasse von Aussagen einen Widerspruch enthilt,
so muss andrerseits der Widerspruch — wie man leicht zeigen
kann -— schon in einem endlichen Teile dieser Klasse auf-
treten 7). Da aber kein endlicher Teil des im Satz IIT beschrie-

) Vgl Tarski, S 388, Satz J. 48,
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benen Axiomensystems einen Widerspruch enthilt, so ist auch
das ganze System widerspruchsfrei, was eben =zu bewei-
sen war.

Der Wert des gewonnenen Ergebnisses wird durch den
Tmstand erheblich abgeschwicht, dass die im Satz IIL ge-
pannten Axiome eine sehr geringe deduktive Kraft besitzen:
eine auf sie gestiitzte Theorie der Wahrheit wiirde gin hochst
unvollstindiges System sein, dem die wichtigsten und frucht-
barsten allgemeinen Sitze fehlen wiirden. Versuchen wir dies
an einem konkreten Beispiele niher zu erliutern. Wir betrachien
die Aussagefunktion ,z e Wr oder 7 & Wr¥, Wenn wir in die-
ser Punktion fiir die Variable ,z* belicbige struokturell-deskrip-
tive Namen von Aussagen einsetzen, so gewinnen wir eine
unendliche Zahl von Satzen, deren Begriindung auf Grund der
aus der Konvention 90 geschopften Axiome nicht die geringsten
Schwierigkeiten bistet. Die Lage &ndert sich jedoch griindlich,
sobald wir zur Greneralisation dieser Aussagefunktion, d. i, zum
allgemeinen Satz vom Widerspruch ibergehen. Vom inhaltli-
chen Standpunkt aus ist die Wahrheit aller jener Sitze bereits
selbst eine Begrindung des allgemeinen Satzes: dieser Sate
stellt sozusagen ein junendliches logisches Produkt® jener spe-
ziellen Sitze dar. Das bedeutet jedoch keineswegs, dass wir
mit Hilfe der gewdhnlich verwendeten, normalen Schlugsweisen
tatsichlich den Satz vom Widersprueh aus den erwahnten
Axiomen oder Siitzen ableiten konnen; man kann im Gegenteil
durch eine geringe Modifikation im Beweis von Satz I1I zeigen,
dass der Satz vom Widerspruch keine Folgerung {wenigstens
im bisherigen Sinne des Wortes) aus dem beschriebenen Axio-
mensystem isth.

Wir konnen nun selbstverséindlich das oben besprochene
Axiomensystem erginzen, indem wir ihm eine Reihe allgemeiner,
vor diesem System unabhingiger Sitze angliedern. Als neue
Axiome konnte man z. B. die Sitze vom Widersprach und
vom ausgeschlossenen Dritten sowie jene Shtze annehmen,
nach denen die Folgerungen aus wahren Aussagen stets wahr
sind und auch alle Grundsitze der untersuchten Wigsenschatt
zu den wahren Aussagen gehdrem; suf das in dieser Weise
erweiterte Axiomensystem liesse sich der Batz III erstre-
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cken %), Wir schreiben aber den in dieser Richtung gefiihrten
Untersuchungen keinen besenderen Weart zn; es scheint uns
nimlich, dass jede derartige Krginzung des untersuchten Axio-
mensystema einen zufilligen Charakter hat, der von nicht sehr
wesentlichen Faktoren, wie z B. von dem aktuellen Stand
des Wissens auf diesem Gebiste abhingt. Jedenfalls erweisen
sich verschiedene objektive Kriterien, die man bei der Wahl
weiterer Axiome anzuwenden geneigt wire, als ganz unbranch-
bar. So scheint z. B. die Tendenez, dass die Axiome der Theorie
der Wahrheit samt den urspriinglichen Axiomen der Metawis-
senschaft ein kategorisches System ergeben sollen, natirlich
zu sein¥¥). Man kann zeigen, dass dieses Postulat sich in dem
gegebenen Falle mit einem anderen Postulat deckt, nach dem
das Axiomensystem der Theorie der Wahrheit den Umfang
des in ihm suftretenden Symbols ,Wr* eindeutig bestimmen
soll, nnd zwar in folgendem Sinne: wenn wir in die Metawis-
sengchafb neben diesem Symbol einen anderen Girundterminus,
z. B. das Symbol ,Wr’ ¢ einfithren und fiir dieses Symbol ana-
loge Axiome aufstellen, so muss der Satz , Wr=Wr'* beweisbar
sein. Das lebztere Postulat lisst sich aber nicht erfiillen; es ist
néimlich nicht schwer zu beweisen, dass im enigegengesetzten
Falle der Begriff der Wahrheit ausschliesslich mit Hilfe von
Termen ans dem Gebiete der Morphologie der Sprache definiert
werden kénnte, was jedoch im offenbaren Widerspruch zu
Batz I stiinde, Aus anderen Griinden allgemeinerer Natur kann
von einem solchen Axiomensystem keine Rede ssin, das voll-
stindig wire und infolgedessen zur Lisung jedes Problems
aus dem (ebicte der betrachtoten Theorie ausreichen wiirde;
dies ist eine unmittelbare methodologische Konsequenz des
diesmal nicht auf die Sprache der allgemeinen Klassentheorie,
sondern auf die reichere Sprache der Metawissenschaft und der
Theoric der Wahrheit angewendeten Satzes I (vgl. die Bemer-
kongen auf 8, [118]).

#) Zu diesein Zwecke muss man jedoch die Priimissen des Satzes
einigermagsen verschirfen, und swar dadurch, dass man voraussetzt, die
Klasee aller beweisharen Siitze dor Metawissenschaft sei nicht nur wider-
spruchsirei, sondern anch @-widerspruchsfrei im Sinne Godels
(Godely, 8. 187), oder m. a. W, diese Kiasse bleibe widerspruchsfrei
nach einmaliger Anwendung der Regel der unendlicken Induktion, von
der unten die Rede sein wird.

[123] Der Wahrheitsbegriff 588

Die Grundlagen der Theorie der Wahrheit lassen sich
jedoch auf ganz anderem Wege wesentlich verstdrken. Der
Umstand, dass man ans der Richtigkeit aller Einsetzungen
von einer Aussagefunktion wie ,z & Wr oder 2 & We¥ nicht auf
die Richtigkeit der Aussage, die die Generalisation dieser
TFunktion ist, schliessen darf, kann man als Symptom einer
gewissen Unvollkommenheit und Unvollstdndigkeit der bisher
in den deduktiven Wissenschaften verwendeten Schlussregeln
auffassen. Um diese Liicke auszufiillen, kinnte man. eine nene
Regel snnebmen, die sog. Regel der unendlichen In-
duktion, welche sich in Anwendung auf die Metawissen-
schaft etwa in folgender Weise formulieren lisst: wenn eine
gegebene Aussagefunktion als einzige freie Variable das Sym-
bol ,z¢ enth#lt, das zur gleichen semantischen Kategorie gehirt
wie die Namen der Ausdriicke, und wenn zu den beweisbaren
Sitzen der Metawissenschaft jede Aussage gehirt, die aus der
gogebenen Funktion durch Einsetzung des strukturell-deskrip-
tiver Namens eines beliebigen Ausdrucks der untersuchten
Sprache fiir die Variable ,o“ entsteht, so darf man zu den
beweisbaren Sitzen der Metawissenschaft auch die Aussage
hinzufiigen, die wir aus der Wendung .fir jedes ¢ — wenn x
ein Ausdruck isf, so p% durch Einsetzung der betrachteten
Angsagefunktion fiir das Symbol ,p% gewinnen. Man kann
auch eine andere Formulierung dieser Regel angeben, die sich
von der vorigen nur dadurch unterscheidet, dass in ihr anstatt
von Ausdriicken von natiirlichen Zahlen die Rede ist und
anstatt strukturell-deskriptiver Namen von Ausdriicken die sog.
spezifischen Symbole natiirlicher Zahlen bchandelt werden,
d. i. solche Symbole wie 0%, 1%, ,141% 141419 u s w.;
in dieser Gestalt erinnert die Regel der unendlichen Induktion
an das Prinzip der vollstindigen Induktion, das sie tibrigens
hinsichtlich der logischen Kraft bedeutend iibertrifit. Da man
zwischen den Ausdriicken und den natirlichen Zahlen effektiv
eine eindeutige Zuordnung durchfithren kann (vgl. den Beweis
des Satzes I}, so sind — wie leicht zu ersehen ist — bei.de Fox-
mulierungen anf dem Boden der Metawissenschatt é‘mqmva.le-.nt.
In der zweiten Formulierung treten jedoch iiberhaupt keine
spozifischen Begriffe der Metasprache auf und aus diesem
Grunde ist sie auf viele andere deduktive Wissenschaften
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anwendbar. Falla es sich iibrigens um eine Wissenschaft han-
delt, deren Sprache tiberhaupt keine speszifischen Symbole der
natiirlichen Zahlen enthilt, bedarf aunch diese Formulisrung
gewigser HAusserer Modifikationen; so z. B. muss man zwecks
Formulierung der betrachteten Regel fiir die allgemeine Klas-
sentheorie anstatt mit Finsetzungen einer gegebenen Aussage-
funktion mit Ausdriicken vom Typus ,,Ui{t;;. p)¢ operieren,
wo an Stelle von ,p“ die betrachtete Funktion auftritt und
das Symbol ,i:% denselben Binn wie im Beweise des Satzes 1
beaitzt %),

Irie Regel der unendlichen Induktion unterscheidet sich
ihres ,infinitistischen* Charakters wegen prinzipiell von den
normalen Schlussregeln: man muss bel ihrer jedesmaligen
Anwendung unendlich viele S#tze in Betracht ziehen, obgleich
uns in keinem Moment der Entwicklung einer Wissenschaft eine
solche Zahl von vorher bewlesenen Sitzen ,effektiv® gegeben
igt; man kann ernste Zweifel hegen, ob die Verwendung einer
golchen Regel in dem Rahmen der bisherigen Auffagsung der
deduktiver Methode Platz finden kénne. Die Frage, ob diese
Regel nicht =zu Widerspriichen fithrt, bietet nicht minder
wesentliche Schwierigkeiten, als das analoge, die bisherigen
Schlussregeln betreffende Problem, und zwar sogar dann, wenn
wir die Widerspruchsfreiheit der hisherigen Regeln voraus-
setzen und uns die Anwendung der neuen Regel nicht nur
in der Wissenschaft, sondern auch in der entsprechenden Meta-~
wissenschaft und insbesondere in dem eventuellen Beweise der
‘Widerspruchsfreiheit gestatten, Jedoch vom inhaltlichen (Ge-
sichtspunkt aus scheint die Regel der unendlichen Indukiion
ebenso unfehlbar zu sein, wie die normal angewandten Regeln: sie
fithrt immer von wahren Aussagen zu wahren Aussageu; in Be-
zug auf die Sprachen endlicher Ordnung lisst sich diese Tatsache

M Auf die Bedeutung der Regel der unendlichen Induktion habe ich
schon im Jahre 1926 hingewiesen, In einem ,Uber die Widerspruchs-
Fretheit und Vollstdndighell der deduktiven Wissenschaflten® betitelten
Referat, das ich auf dem II Polnischen Philogophischen Kongress erstat-
tete, habe ich u. a. ein einfaches Beispiel eines widerspruchsfreien deduk-
tiven Systems angegeben, das mach einmaligor Anwendung der bespro-
chenen Regel widerspruchsfrei zu sein aufhort, also nicht w-widerspruchs-
frei ist (vgl. ®)), Einige diese Regel betreffende Bemerkungen kann man
in der Arbeit Hilbert,, 8 491492 finden.

[126] Der Wahrheitsbegriff a8h

auf dem Boden der fiir diese Sprachen konstruierten Definition
der Wahrheit streng begriinden. Fiir dia Annahme der Regel —
sowohl in der Wissenschaft als auch in der Metawissenschaft —
spricht hiebel der Umstand, dass sie die Lisung vieler Pro-
bleme erméglicht, die auf dem Boden der alten Regeln nicht
lésbar waren. Durch Hinzufiigung dieser Regel erweitert man -
die Klasse der beweisbaren Satze in viel grbsserem Umfange,
als dies durch irgend welche Erginzung der Liste der Axiome
geschehen konnte ). In Bezng auf gewisse elementare deduk-
tive Wissenschaften geht diese Frweiterang so weif, dass die
Klasse der beweisbaren Sitze zu einem vollstindigen System
wird und sich mit der Klasse der wahren Aussagen deckt; als
Beispiel kann die elementare Zahlentheorie dienen, d. i. die
Wissenschaft, in der alle Variablen Namen von natiirlichen bzw.
ganzen Zahlen reprisentieren und als Konstante, neben den
Zeichen aus dem Gebiete des Aussagen- und Funktionenkalkiils,
die Zeichen der Null, der Einheit, der Gleichheit, der Summe,
des Produkts und eventuell aunch andere mit ihrer Hilfe definier-
bare Zeichen auftreten.

Wenn wir uns entschliessen, in der Metawissenschaft die
Regel der unendlichen Induktion anzunehmen, so wird das
System der Axiome, auf die Satz III hingewiesen hat, bereits
eine geniigende Grundlage fiir die Entwicklung der Theorie
der Wahrheit bilden. Die Begriindung irgend eines der be-
kannten Sitze aus diesem Gebiete wird dann keine Schwierig-
keiten bieten, insbesondere z. B. der Sitze 1—6 aus § 3 und
des Satzes, laut dem die Regel der unendlichen Indaktion, auf
wahre Aussagen angewendet, stets auf eine wahre Aussage
hinleitot. Ausserdem — was noch wichtiger ist — bilden dann
diese Axicwme mit den allgemeinen Axiomen der Metawissen-
schaft zusammen ein kategorisches {wenn aunch unvollstéin-
diges) System und bestimmen eindentig den Umfang des in
ihnen auftretenden Symbols , Wr¥,

10y 8o = B. kinnen wir, wenn wir diese Regel in der Metasprache
annebmen, ohne sie der Sprache aunzugliedern, hewesisen, dass die Kiasse
der beweisbaren Sitze der Wissenschaft widerspruchsfrei ist, was wir
fridhier nicht zu begrinden vermochten. Vgl im Zusammenhang mit diesen
Problemen Gé&dely, 8. 187191 und 196,

25
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Die Frage, ob die auf diesen Grundlagen aunfgebaute
Theorie keinen inneren Widerspruch enthilt, gewinnt unter
diesen Umsténden eine besondere Bedeutung. Y.eider kdnnen
wir diese Frage bis nun nicht endpiltip entscheiden. Der Satu I
hehilt seine volle Geltung: trotz der Verstirkung der Grund-
lagen der Metawissenschaft lisst sich die Theorie der Wahr-
heit nicht als ein Teil der Morphologie der Sprache aufbauen.
Wir konnen dagegen vorliufig den Satz IIT fiir die erweiterte
Metasprache nicht beweisen ; jene Priamisse, die in dem urspriing-
lichen Beweise die wesentlichste Rolle gespielt hat, d. i, die
Reduktion der Widerspruchsfreiheit des unendlichen Axiomen-
systems auf die Widerspruchsfreiheit jedes endlichen Teiles
dieses Systems, verliert nun — wie man leicht einsieht — wegen
des Inhalts der nen angenommenen Regel villig ihre Geltung.
Es ist richt ausgeschlossen, dass die betrachtete Frage sich
in keiner Richtung entscheiden ldsst (wenigstens auf dem
Boden eines ,normalent Systems der Meta-Metawissenschaft,
das nach den am Anfang des § 4 angegebenen Prinzipien auf-
gebaut ist und das die Semantik der Motasprache nicht nmfasst).
Dagegen ist die Moglichkeit, den Satz IIT in seiner neuen
Fassung als falsch zu erweisen, vom inhaltlichen Gesichtspunkt
ans wenig wahrscheinlich. Eines scheint klar: es Yigst sich hier
die Antinomie des Liigners weder in der uns aus § 1 bekanntcen
Tormulierung noch in der Form, in der sie im Beweise des
Satzes 1 anftritt, unmittelbar rekonstruieren. Die in der Theorie
der Wahrheit angenommenen Axiome besitzen nimlich hier,
im Gegensatz zur Umgangssprache, deutlich den Charakter von
Teildefinitionen ; durch Hinzufiigung des Symbels ,Wr* wird
die Metasprache keineswegs semantisch universal, sie deckt sich
nédmlich nicht mit der Sprache selbst und Iisst sich anch nicht
in der Sprache interpretieren (vgl. 8. [L1j und [111]). %)

191} Das zuletzt betrachtete Problem ist einem anscheinend allge-
meineren Problem methodologischer Natur #quivalent, das sich in fol-
gender Weise formulieren lisst. Wir setzen dic ‘Widersprachsfreiheit der
durch die Regel der unendlichen Induktion crgiinzten Metawissenschaft
voraus. Wir betrachten eine unendliche Folge { von Aussagen der Meta-
wissenschaft; ferner nehmen wir in die Metawissenschaft ein neses Grund-
zeichen ,N“ auf und figen als Axiome jene und nur jene Aussagen hinzu,
die mnus dem Schema .nwsN dann wund nur dann, wenn p* dadurch ent-
stehen, dass fur das Zeichen ,n* das /te spezifische Symbol der natirli-

[187] Der Wahrheitshegriff a48%

Der Versuch, die gewonnenen Ergebnisse auf andere
Sprachen unendlicher Ordnung anzuwenden, stdsst auf keine
ernsteren Hindernisse, Dies betrifft insbesondere das wichtigste
dieser Ergebnisse — den Satz I Die Sprachen unendlicher
Ordnung liefern in der Tat, dank der Fiille der in ihnen ent-
haltenen DBedeutungsformen, gentigende Mittel zur Formulie-
rung jeder Aussage aus dem Gebiete der Arithmetik der natiir-
lichen Zahlen und ermdglichen infolgedessen die Interpretation
der Metasprache in dor Sprache selbst; dieser Umstand ist
cben dafiir entscheidend, dass Satz I seine Geltung fir alle
Sprachen der betrachteten Art behilt 102y,

chen Zahlen (d. i. der aus /o Zeichen 1%, die durch dis Zeichen ,+* von
einander getrennt sind, zusammengesetate Ausdruck) und fur das Zei-
chen ,p% das kte Glied der Folge ¢ (wobei & hier sine beliebige natiirliche
Zaht ist) eingesetzt wird. Fs handelt sich darum, ob die auf diese Weise
arweiterte Klasse der beweisbaren Sitze der Metawissenschaft wider-
spruchsfrei bleibt. Dieses Problem konnte man das Problem der unend-
lichen induktiven Definitionen nennen: das in thm beschriebens
Axiomengystem kénnte man — vom inhaltlichen Standpunkt aus — als eine
Delinition sui gemeris des Symbols ,N* auffassen, die sich nur dadurch
von den normalen Definitionen unterscheidet, dass sie in unendlich vielen
Aussagen formuliert ist. Dieses Charakters der Axiome wegen scheint die
Maglichkeit einsr negativen Lisung des Problems wenig wahracheinlich
zn sein. Aus Satz II und aus der Interpretation der Metawissenschaft
in der Wissenschaft selbst kann man ungchwer schliessen, dass sich das
betrachtete Problem in jenen Fillen in positivem Sinne lisen lisst, in
denen die Ordnung aller Variablen, die in den Aussagen der Folge ¢t auf-
treten, von oben beschrinkt ist; man kann damn sogar in der Meta-
wissenschaft eine solehe Definition des Symbols ,N¥ konstruieren, aus
der alle erwihnten Axiome folgen. — Das betrachtete Problem hiingt
offenbar mit den spezifischen Eigenschaffen der Metawisgenschaft als
solcher nicht zusammen: in derselben odor in einer etwas modifizierten
Form kann man es auch fur andere deduktive Wissenschaften, » B. fir
die allgemeine Klassentheorie aufwerfen.

107) Hier ist ein Vorbehalt nitig: wenn wir als Auvggangspunkt die
in ) skizsierte Klassitikation der semantischen Kategorien wiihlen, so
gtossen wir doch auf Bprachen unendlicher Ordnung, fiir die Satz 1 seine
Geltung verliert. Als typisches Beispiel kann die fprache der sog. Proto-
thetik Ledniewskis dienen (vgl. Logniewski,). Infolge des ,fini-
tistischen® Charakiers aller semantizehen Kategorien dieser Sprache kamm
man in der Metasprache leicht eine richtige Dofinition der Wahrheif
konstruieren, indem man die Matrizenmethode aus dem erweiterten Auas-
sagenkalkil als Vorbild withlt™); eine solche Definition kann man bri-
gens auch auf anderem Wepge gewinnen: wie Ledniewski gezeigt hat,

=
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Finige Bemerkungen wollen wir jenen Fallen widmen, in
denen micht — wie bisher — eine einzelne Sprache, sondern
eine ganze Klasse von Sprachen als Gegenstand der Unter-
suchung auftritt. Wie ich schon in der Einleitung betont habe,
hingt der Begriff der Wahrheit sowohl seinem Umfang wie
geinem Tuhalt nach wesentlich von der Sprache ab, auf die er
angewendet wird: nur dann kinnen wir ven einem Ausdruck
sinnvoll behaupten, dass er eine wahre Aussage sei oder nicht
sei, wenn wir diesen Ausdruck als Bestandteil einer konkreten
Sprache behandeln, Sobald die Erwigungen eine grassere
Anzahl von Sprachen hetreffen, ist der Ausdruck ,wahre Aus-
sage? nicht mehr eindeutig; wollen wir seine Mehrdeutigkeit
vermeiden, so miissen wir ihn durch den relativen Terminus
yeine in Bezug auf die gegebene Sprache wahre
Aussage® ersetzen. Um den Sinn dieses Terminus zu pra-
zisieren, wenden wir im wesentlichen die uns schon bekanuten
Verfahrungsweisen an: wir bauen fiir alle Sprachen der gege-
benen Klasse eine gemeinsame Metasprache auf; innerhalb
der Metasprache versuchen wir den betrachteten Ausdruck
mit Hilfe der in §§ 3 und 4 entwickelten Methoden zu defi-
nieren; falls dies nicht gelingt, fiigen wir diesen Terminus
den Grundausdriicken der Metasprache bel und bestimraen seine
Bedeutung anf axiomatischem Wege nach den Weisungen des
Satzes TTI aus diesem Paragraphen. Wegen des relativisierben
Charakters des betrachteten Terminuy erwarten wir jedoch
a priori, dass sich bei der Realisierung des skizzierten Planes
die fritheren Schwierigkeiten bedeutend vergrissern und ganz
neue Komplikationen auftreten kinnen (die z. B. mit der Notwen-
digkeit der Priizisierung des Worbes oSprache® zusammen-
hiingen). Ich beabsichtige nicht, die hier berithrten Probleme
niher zu erdrtern. Fir derartige Untersuchungen bestehen zur
Zoit keine weiter reichenden Aussichten. Insbesondere wilre es
irrig anzunchmen, dass eine Relativisierung des Wahrheits-

ist die Klasse der beweisbaren Sitze der Protothetik vellstiindig und
deshalb deckt sich der Begriff des beweisbaren Satzes seinew Umfang
nach mit dem Begriff der wahren Aussage. Der Sats I betrifft dagegen
ohne Einschrinkung alle jene Sprachen, in denen die Ordnung der seman-
tivchen Kategorien ans dem Gebiet der sog. Ontologie Ledniewski’s
{vgl. Lefniewskiy) nicht von oben beschrinkt ist.

[129] Der Wahrheitshegrift 389

begriffs — in jemer Richtung, von der cben die Rede war, —
den Weg zu irgend einer allgemeinen Theorie dieses Begriffs
ebue, die alle moglichen oder wenigstens nur alle formalisierten
Sprachen umfassen wiirde. Die Klasse der Sprachen, die wir
zum Gegenstand simultaner Betrachtungen wihlen, kann nicht
su weit sein; wenn wir z. B. in diese Klasse die Metasprache
eingliedern, die das Gebiet der Untersuchungen bildet und
bereits um den Wahrheitshegriff bereichert ist, so schaffer wir
antomatisch Bedingungen, die die Rekonstruierung der Anti-
nomie des Liigners ermiglichen. Die Sprache der allgemeinen
Theorie der Wahrheit enthielte genan aus denselben Griinden
wie die Umgangssprache einen Widerspruch.

Zum Schlnss bemerken wir, dass die erzielten LErgebnisse
sich auch auf andere Begriffe von semantischem Charakter,
z. B. auf den Begriff des Erfiilliseins erstrecken lassen. Fiir
joden dieser Begriffe kann man ein System von Postulaten
anfstellen, das (1) Teildefinitionen enthiilt, die den in der Bedin-
gung (a) der Konvention 90 beschriebenen Sitzen analog sind
und den Sinn des gegebenen Begriffs in Bezug auf alle kon-
kreten, strukturell beschriebenen Ausdriicke dieser oder jener
Klasse bestimmen (z. B. in Bezug auf Aussagen oder Aussage-
funktionen von einem bestimmten semantischen Typus), and
ausserdem (2) ein weiteres Postulat umfasst, das dem Satze
aus der Bedingung (§) der erwihnten Konvention entspricht
und feststellt, dass der betrachtete Begriff ausschliesslich auf
Ausdriicke der gegebenen Klasse angewendet werden darf.
Wir sind geneigt, ecine solche Definition des untfersichten
Begriffs als sachlich zutreffend gelten zu lassen, die alle Postu-
late des obigen Systems als Folgerungen nach sich zieht.
Methoden, die den in §§ 8 und 4 dargestellten ahnlich sind,
ormbglichen die Konstruktion der geforderten Definition in
jonen Fillen, in denem wir es mit einer Sprache endlicher
Ordaung zu tun haben, oder, allgemeiner ausgedriicks, in denen
der betrachtete semantische Bogriff ausschliesslich solehe Sprach-
ausdriicke betrifft, in denen die Ordnung aller Variablen von
oben beschrinkt ist (vgl. Satz TI). In den iibrigen Fillen kann
man — nach demn Vorbild des Beweises des Satzes I — zeigen,
dass man in der Metasprache keine Definition mit den erwihnten
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Rigenschaften aufzustellen vermag ), Um auch in diesen
Fallen die Theorie des uns beschiftigenden Begriffs anfbauen
zu kénnen, gliedern wir ihn in das System der Grundbegriffe
und dis oben beschriehenen Postulate in das Axiomensystem
der Metawissenschaft ein; ein dem Boeweise des Satzes III
analoges Schlussverfahren beweist, dass das auf diesem Wege
bereicherte Systeru der Metasprache innerlich widerspruchsfrei
bleibt. Die deduktive Kraft der hinzugefiigten Postulate ist
jedoch sehr gering: diese Postulate geniigen nicht zur Begriin-
dung der wichtigsten Sitze von allgemeinem Charakter, die
den betrachteten Begriff betreffen; auch bestimmen sie nicht
eindeutig seinen Umfang und das gewonnene System ist nicht
vollstindig, ja nicht einmal kategorisch. Tm diese Miingel
von Grund aus zu beseitigen, milsste man die Grundlagen der
Metawissenschaft selbst verstirken, indem manr zu ihren Schluss-
regeln die Regel der unendlichen Induktion hinzufiigt; dann
wiirde aber der Beweis der Widerspruchsfreiheit grosse Schwie-
rigkeiten bieten, die zu tberwinden wir bisher nicht in der
Lage sind.
Zusammenfassnng.

Die Hauptergebnisse dieser Arbeit kann man in folgenden
drei Thesen zusammenfassen:

A. Fiir jede formalisierte Sprache endlicker
Ordnung kénnen wir in der Metasprache e¢inc tor-
mal korrekte und sachlich zutreffende Definition
der wahren Aussage konstruieren, indem wir aus-
schliesslich Ausdriicke von allgemein-logischem
Charakter verwenden, ferner Aunsdricke der Spra-

13y Dies betriftt insbesondere den Begriff der Delinierbarkeit {ob-
gleich in diesem Falle sowohl die TIragestellung gelbst als auch die
Methode der Lésung im Vergleich mit dem im Texte angefiihrten Schema
gewisser Modifikationen bedarf)., In der Arbeit Tarski, hebe ich der
Vermutung Ausdrock gegeben, dass es auf dem Boden der Metasprache
unmbglich ist, diesen Begriff in seiner ganzen Ausdehnung zu definieren;
diese Vermutung kann ich nupmehr exakt begriinden. Diese Tatsache
verdient omsomebr Beachtung, als man — wie ick in der erwihnten
Arbeit bewiegen habe — die Definitionen der einzelnen Fiille deg Dsfinier-
barkeitsbegriffs, die nicht die ganze Sprache, sondern belielige ihrer
Bruchstiicke endlicher Ordeung betreffen, nicht nur in der Metasprache,
gsondern auch in der Sprache selbst konstruieren kann,
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che selbst, sowie Terminl aus dem Gebiete der
Morpkologie der Sprache, d. h. die Namen der
Sprachausdriicke und der zwischen ihnen beste-
henden strukturellen Relationen.

B. Fir formsalisierte Sprachen unendlicher
Ordnung ist die Konstruktion einer solchen Defi-
nition unmdéglich.

C. Dagegen kann man sich sogar in Bezung auf
die formalisierten Sprachen unendlicher Ordnung
in konsequenter und richtiger Weise des Wahr
heitsbegriffs bedienen, indem man diesen Begriff
in das Bystem der Grundbegriffe der Metasprache
eingliedert und seine fundamentalen Eigenschaf-
ten mit Hilfe der axiomatischen Methode bestimmt
(die Frage jedoch, ob die auf diesem Wege begriindete Theorie
der Wahrheit keinen Widerspruch enthilt, ist bis nun nicht
endgiltig entachieden worden).

Da sich die gewonnenen Ergebnisse leicht anf andere
Begriffe semantischer Natar ausdehnen lassen, kénnen wir den
obigen Thesen eine allgemeinere Gestalt verleihen:

Af. Die Semantik eciner beliebigen formali-
sierten Sprache endlicher Ordnung lisst sich als
ein auf entsprechend konstruierte Definitionen
gestitzter Teil der Morphologie der Sprache auf-
bauen.

B/ Esist unmglich, auf diesem Wege die Se-
mantik der formalisierten Sprachen unendlicher
Ordnung zu begriinden.

. Man kann dagegen die Semantik einer
beliebigen formalisierten Sprache unendlicher
Orduung als eine selbstindige Wissensohaft be-
grinden, die sich anf eigene Grundbegriffe und
eigene Axiome stiitet und als logischen Unterbau
ein Bystem der Morphologie der Sprache besitut
(wenn uns auch bis jetzt die volle Gewidhr fehlt, dass die
mit Hilfe dieser Methode aufgebaute Semantik keinen inneren
Widerspruch enthilt).

In formaler Hinsicht sind obige Untersuchungen im Rah-
men der Methodologie der deduktiven Wissenschaften durch-
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gefithrt worden. Manche sozusagen nebenbei erzielten Ergeb-
nisse werden vielleicht die Spezialforscher eben dieses Cebietes
interessieren. Ich mache also daranf aufmerksam, dass wir
dank der Definition der wahren Aussage fiir deduktive Wissen-
schaften endlicher Ordnung eine allgemeine Methorde gewonnen
habon, ihre Widerspruchsfreihelt zu beweisen (eine Methode,
die iibrigens keinen bedeutenderen FErkenntniswert besitzt).
Ich bemerke noch, dass es uns gelungen ist, fiir die Sprachen
endlicher Ordnung die Begriffe einer in dem gegebenen bzw.
in jedem Individuenbereiche richtigen Aussage zu prizisieren —
Begriffe, die in den neueren Arbeiten aus dem (sebiete dor
Methodologie eine grosse Rolle spiclen.

In ihrem wesentlichen Teile liegt jedoch vorliegende Arbeit
abseits von dem Hauptstromn methodologischer Untersuchungen.
Thr zentrales Problem — die Kounstruktion der Definition der
wahren Aussage und die Fundierung der wissenschaftlichen
Grundlagen der Theorie der Wahrheit — gehért ins Gehiet
der Erkenntnistheorie und wird sogar zu den Hauptproblemen
dieses Zweiges der Philosophie gezihlt. Und so hoffe ich, dass
diese Arbeit in erster Reihe die Erkenntnistheoretiker interes-
sieren wird und dass diese die in der Arbeit enthaltenen
Ergebnisse kritisch analysieron und fir weitere Forschungen
anf diesem Gebiete zu verwerten im Stande sein werden, ohne
sich durch den stellenweise beschwerlichen und in dem von
ihnen bearbeiteten Wissenschaftsgebiete bisher nicht verwende-
ten Apparat von Begriffen und Methoden abschrecken zu lassen.

Zum Schluss noch Eines. Die in ihrer alltiglichen wissen-
schaftlichen Arbeit an die Anwendung deduktiver Methoden
nicht gewohnten Philosophen sind geneigt, alle formalisierten
Sprachen mit einer gewissen Geringschitzung zu belandeln,
indem sie diesen .kiinstlichen% Grebilden die einzige nattirliche
Sprache — die Umgangssprache — gegeniiberstellen. Darum
wird der Umstand, dass die gewonnenen Ergebnisse fast aus-
schliesslich die formalisierten Sprachen betreffen, den Woert
obiger Untersuchungen in den Augen mancher Leser wesent-
lich herabsetzen. Es fiele mir schwer, diese Ansicht zu teilen:
meines Krachtens beweisen die FErorterungen des § 1 nach-
driicklich, dass der Wahrheitsbegriff' {wie iibrigens auch andere
semantische Begriffe) in seiner Anwendung auf die Umgangs-
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sprache — bei Verwendung der normalen Gesetze der Logik —
unbedingt zu Verwicklungen und Widerspriichen fithrt, Wer
immer, allen Schwierigkeiten zum Trotz, die Bemantik der
Umgangssprache mit Hilfe exakter Methoden betreiben wollte,
miisste sich vorher der undankbaren Arbeit einer ,Reform*
dieser Sprache unterziehen: er miisste ihre Struktur prézisieren,
die Mehrdeatigkeit der in thr auftretenden Termini beseitigen
und endlich die Sprache in eine Reihe immer nmfangreicherer
Yprachen spalten, von denen jede in demselben Verhiltnis zur
niichsten stiinde, wie eine formalisierte Sprache zu ihrer Meta-
sprache. Man darf jedoch zwecifeln, ob die auf diesem Wege
yrationalisierte® Umgangssprache die Eigenschaft der ,Nattir-
lichkeit% behalten wiirde und ob sie dann nicht die charakteri-
stischen Merkmale der formalisierter Sprachen annehmen wiirde.

Naehwort.

Als ich die vorstehenden Untersuchupngen niederschrieb,
habe ich mich ausschliesslich fir solche formalisierte Sprachen
interessiert, deren Struktur sich mit der Theorie der seman-
tischen Kategorien und insbesondere mit dem Hauptprinzip
dieser Theorie in Finklang bringen lisst; dieser Umstand hat
einen. wesentlichen Einfluss auf den Aufban der ganzen Arbeit
und auf die Formulierung ihrer Schlussergebnisse ausgeiibt, Es
schien mir damals, dass ,die Theorie der semantischen Kate-
porien so tief in die fundamentalen, die Sinnhaftigleil der
Ausdriicke betreffenden Intuitionen [hineindringt), dass es kaum
moglich ist, sich eine wissenschaftliche Sprache vorzustellen,
deren Aussagen einen deutlichen inhaltlichen Sinn besitzen,
deren Bau jedoch mit der in Rede stehenden Theorie in einer
ihrer Auffassungen nicht in Einklang gebracht werden kann®
(vgl. 8. [75]). Heute kdnnte ich den damals in dieser Frage
vertretenen Standpunkt nicht mechr in entschiedener Weise
verteidigen. Tm Zusammenhang damit erscheint es mir nun
interessant und wichtig zu untersuchen, welche Folgerungen
sich fiir die Grundprobleme verliegender Arbeit ergeben, wenn
man in den Bereich der Uberlegungen solche formalisierte
Sprachen einbezieht, in welchen das Hauptprinzip der Theorie
der semantischen Kategerien nicht mehr gilt. Mit eben dieser
Frage will ich mich im folgenden kurz befassen.
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Obgleich auf diese Weise das Gehiet der Betrachtungen
wesentlich erweitert wird, beabsichtige ich jedoch — ebenso
wie frither — keineswegs, alle méglichen Sprachen zu beriick-
gichtigen, die irgend jemand irgendwann zm konstruieren ver-
mochte, Teh werde mich im Gegenteil ausschliesslich anf solche
Sprachen beschrinken, welche — abgesehen von den mit der
Theorie der semantischen Kategorien zusammenhingenden
Unterschieden — in ihrer Struktur eine mdglichst weitgehende
Analogie mit den vorher untersuchten Sprachen aufweisen.
Insbesondere werde ich zwecks Vereinfachung der Uberle-
gungen nur solche Sprachen in Betracht ziehen, in welchen —
neben den All- nnd Existenzzeichen sowie den Konstanten des
Aussagenkalkiils — ausschliesslich Individuennamen und die sie
vertretenden Variablen wie auch konstante und variable aus-
sagebildende Funktoren mit beliebiger Argumentenzahl auf-
treten. Nachk dem Vorbild der Betrachtungen aus den §§ 2
und 4 versachen wir der Reihe nach, fir jede dieser Sprachen
die Begriffe der fundamentalen Aussagefunktion, der Grundope-
ration an Ausdriicken, der Aussagefunktion im allgemeinen,
des Axioms, der Folgerung und des beweisbharen Satzes zu
bestimmen. So z. B. zihlen wir in der Regel zu den Axiomen —
ebenso wie in der Sprache der allgemeinen Klassentheorie aus
§ b — die Einsetzungen der Axiome des Anssagenkalkiils,
die Pseudodefinitionen und die Gesetze der Extensionalitit
(ausserdem gegebenenfalls noch andere Aussagen, je nach den
spezifischen Eigentiimlichkeiten der Sprache); bei der Bestim-
mung des Begriffs der Folgerung nehmen wir die Def. 16 aus
§ 2 zum Vorbild.

Der im § 4 eingefithrte Begriff der Ordnung eines Aus-
drucks spielt beim Aufbau der jetzt untersuchten Sprache eine
picht minder wesentliche Rolle als zuvor. Es empfiehlt sich,
den Namen der Individuen und den sie vertretenden Variablen
die Ordnung O zuzuschreiben (und nicht so wie zuvor die Ord-
nung 1). Die Ordnung eines aussagebildenden Funktors einer
beliebigen (fundamentalen) Aussagefunktion ist jetrt nicht mebhr
durch die Ordnungen aller Argumente dieser Funktion ein-
deutig bestimmtb: da nimlich das Hauptprinzip der Theorie der
semantischen Kategorien nunmehr nicht gilt, kann es geschehen,
dass ein und dasselbe Zeichen zugleich die Rolle des Funktors
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in zwei oder mehreren Aussagefunktionen spielt, in welchen
Argumente, die beziehungsweise die gleichen 8tellen einnehmen,
nichtsdestoweniger zn anderen Ordnungen gehoren. Um also
die Ordnung eines beliehigen Zeichens zu begtimmen, miissen
wir die Ordnungen aller Argumente in allen Aussagefunktionen
ins Augo fassen, in denen dieses Zeichen ein aussagebildender
Funktor ist. Ist die Ordnung aller dieser Argumente kleiner
als eine bestimmte natiirliche Zahl % und fritt mindestens
in einer Anssagefunktion irgend ein Argument auf, das genau
vor der Ordnung #—1 ist, so schreiben wir dem betreffenden
Zeichen die Ordnung s zu; wir zihlen alle derarigen aus-
sagebildenden Funktoren — #hnlich wie anch die Namen von
Individuen und die sie vertretenden Variablen — zu den Zeichen
endlicher Ordnung. Wir miissen jedoch auch dem Fall Rechnung
tragen, dass in der Sprache noch andere aussagebildende
Funktoren vorkommen, welchen man eine unendliche Ordnung
zuschreiben mnss; wenn z. B. ein Zeichen saussagebildender
Funktor nur solcher Aussagefunktionen ist, deren simtliche
Argumente endlicher Ordoung sind, wobei jedoch diese Ord-
nungen durch keiue natiirliche Zahl nach oben beschrinkt sind,
s0 wird schon dieses Zeichen von unendlicher Ordnung sein,
Um die Zeichen unendlicher Ordnurg einzuteilon, bedienen
wir uns des der Mengenlshre entnommenen Begriffs der Ord-
nungazahl, der eine Verallgemeinerung des ihlichen Begriffs
der natiirlichen Zahl ist1¢4). Die natiirlichen Zahlen sind be-
kanntlich die kleinsten Ordnungszahlen. Da cs fiir jede unend-
liche Folge von Ordnungszahlen Zahlen gibt, die grisser als
jedes Glied der Folge sind, so gibt es insbesondere Zahlen,
die grosser als alle natiirlichen Zahlen sind; wir nennen sie
transfinite Ordnungszahlen. In jeder nicht leeren
Klasse von Ordnungszahlen gibt es bekanntlich eine kleinste
Zahl; inshesondere gibt es die kleinste transfinite Zahl, die
man mit dem Symbol [o* bozeichnet; die niichsigrissere Zahl
ist w-+1, weiter folgen der Reihe nach die Zahlen w-2,
w+d.., .2, @.241, @.24-2..., ©.3... n. s. w. Jenen
Zeichen unendlicher Ordnung, welche Funktoren von Aussage-
funktionen sind, die ausschliesslich Argumente endlicher Ord-

1) ¥gl. z. B, Fraenkel,, 8. 185 {f.
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nungen enthalten, schreiben wir als ihre Ordunung die Zahl w
¥u; ein Zeichen, welches ein Funktor nur solcher Aussage-
funktionen ist, deren Argumente entweder endlicher Ordnung
oder von der Ordnung @ sind {wobel mindestens ein Argument
einer Funktion tatsichlich von der Ordnung e ist}, ist von der
Ordnung w4 1. Die allgemeine rekursive Definition der Ord-
nung lautet: die Ordnung eines bestimmten Zeichens ist die
kleinste Ordnungszahl, die grosser ist als die Ordnungen aller
Argumente in allen Aussagefunktionen, in welchen das gege-
bene Yeichen als ein aussagebildender Funktor auftritt!0s).

Ahnlich wie im § 4 konnen wir Sprachen endlicher und
unendlicher Ordnung unterscheiden. Ja wir kénnen sogar jeder
Sprache als ihre Ordnung eine ganz bestimmte Ordnungszahl
zuordnen, namlich die kleinste Ordnungszahl, welche die Ord-
nungen aller Varlablen iiberschreitet, die in dieser Sprache
anftreten {die fritheren Sprachen n* Ordnung behalten — wie
man sich leicht itherzeugen kann — auf Grund dieser Kon-
vention ihre frithere Ordnung bei und zwar mit Rtcksicht auf
die Herabsetzung der den Namen der Individuen zugeschrie-
benen Ordnung; die Sprache der allgemeinen Klassentheorie
aus § b erhilt die Ordnung ).

Aus diesen Bemerkungen folgb keinesfalls, dass jede in
den betrachteten Sprachen auftretends Variable von einer be-
stimmten Crdnung ist. Es scheint mir im Gregenteil (auf Grund
der angestellten Proben und Uberlegungen) fast sicher zu sein,
dass man sich nicht anf die Verwendung Variabler bestimmter
Ordnungen beschrinken kann, falls man Sprachen erhalten will,
die den fritheren Sprachen in Bezug auf die Fille der mit
ihrer Hilfe ausdriickbaren Begriffe tatsiichlich iiberlegen wiren
und deren Yrforschung ein neues Licht auf die uns hier inte-
ressierenden Probleme werfen kénnte. Man muss in die Sprachen
Variable unbestimmter Ordnung einfithren, welche sozusagen alle
méglichen Ordnungen ,durchlanfen®, welche als Funktoren oder
Argamente in Aussagefunktionen ohne Ricksicht auf die Ord-
nung der jibrigen in diesen Funktionen vorkommenden Zeichen
auftreten kénnen und welche insbesonders zugleich sowchl

115 Yel. hiezu dis Einfithrung des Stufensystems in dem anlingst
ergchienensn Buch von R. Carmnap, Logische Syntax dor Sprache, Sehrif-
ten zur wissenschaftlichen Weltauffassung, Bd. 6, Wien 1934, 3, 139 £,
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Funktoren als auch Argumente ehenderselben Aussagafunktionen
soin kdnnen. Wir miissen mit derartigen Variablen hochst vor-
sichtig verfahren, wenn wir uns nicht in Anfinomien nach Art
der berithmten Antinomie der Klasse aller Klassen, die sich
selbst als FKlemente nicht enthalten, verfangen wollen. Wir
milssen insbesondere die nétige Vorsicht walten lassen, wenn
wir fiir eine Sprache, die derartige Variable enthilt, die Ein-
setzungsregel formulieren und die von uns als Psendodefini-
tionen bezeichneten Axiome beschreiben. Auf KEinzelheiten
kénnen wir hier nicht eingehen 1),

Offenbar besteht kein Hindernis, Variable transfiniter Ord-
nung nicht nur in die Sprache, die den (Gegenstand der Be-
trachtungen bildet, sondern auch in die Metasprache, auf deren
Boden die Betrachtungen angestellt werden, einzufiihren. Ins-
besondere kann man die Metasprache immer in der Weise
konstrnieren, dass in ihr Variable héherer Ordnung auftreten
als die Ordnungen aller Variablen der bstrachteten Sprache;
die Metasprache wird dann eine Sprache héherer Ordnung,

16y Von den zuletzt betrachteten Sprachen fithrt nur ein Schritt
zu Sprachen anderer Art, in welchen ausschlissslich Variable unbestimin-
ter Orduung auftreten. In formaler Hinsicht sind dies Sprachen vom sehr
einfacher Struktur — nach der im § 4 festgesetzten Terminclogie muss
man sie zu den Sprachen crster Art zihlen, da ihre simtlichen Varianblen
zu ein und derselben semantischen Kategorie gehoren. Nichtsdestoweniger
kann man — wie dies die Untersuchungen von E. Zermelo und seinen
Fortsetzern (vgl. z B. Skolem;, 8. 1—12) geseigt haben — dank einer
entsprechenden Wuhl der Axiome anf dem Beden dieser Sprachen die
Mengenlehre und die ganze klagsische Mathematik aufbauen, man kann
zlge in ihnen sozusagen jeden Gedanken ausdrticken, der sich in den
vorher untersuchten Sprachen endlicher und unendlicher Ordaung formu-
lieren lisst. Fiir die Sprachen, von denen die Rede ist, verliert der Begriff
der Ordoung keincswegs seine Bedewtung, er betrifft aber nicht mehr
die Ausdriicke der Sprache, sondern ontweder die durch diese Ausdriicke
bezeichneten Gegenstinde oder die Sprachen als Ganzes. Individuen, d. h.
Gegenstinde, die keine Mengen sind, nennen wir namlich Gegenstinde
der Ordnung 0; die Ordpung einer helicbigen Menge ist die kleinste
Ordnungszahl, die grisser ist als die Ordnungen aller Elemente dieser
Menge; die Oxdnung der Sprache ist die kleinste Ordnungszahl, welche
die Orduvngen alier Mengen thertriffs, deren Txistenz aus den in der
Sprache angenommenen Axiomen folgt, Unsere ferneren Ausfihrungen
bexichen sich ohne Einschrinkung auch auf jene Sprachen, von welchen
eben die Rede ist,
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also eine an grammatischen Formen wesentlich reichere als
die von uns untersuchte Sprache sein. Dies ist eine Tatsache,
die vom Standpunkt der uns hier interessierenden Probleme
eine hervorragende Bedeutung besitzt: es verschwindet nidmlich
hiemit der Unterschied mwischen den Sprachen endlicher und
unendlicher Ordnung -- der Unterschied, der in den Unter-
suchungen der §§ 4 und b so stark hervorgetreten ist und
in den in der ,Zusammenfassung* formulierten Thesen A und B
einen krassen Ausdruck gefunden hat. In der Tat: die Auf-
stellung einer richtigen und korrekten Definition der Wahrheit
fiir die Sprachen endlicher Ordnung wurde im wesentlichen
durch den Umstand ermdglicht, dass wir in der Metasprache
Augdriicke hherer Ordnung als alle Variablen der untersuchien
Sprache zur Verfiigung hatten; das Fehlen solcher Ausdriicke
in der Metasprache hat es nicht erlaubt, diese Konstrultions-
methode auf Sprachen mnendlicher Ordnung auszudehnen. Nun-
mehr sind wir schon imstande, den Begriff der Wahrheit fir
eine beliebige Sprache endlicher oder unendlicher Ordnung
zu definieren, wenn wir nar unseren Untersuchungen eine Meta-
sprache zu Grunde legen, deren Ordnung mindestens um 1
héher ist als die der betreffenden Sprache {(eine wesentliche
Rolle spielt hier das Vorhandensein von Variablen unbestimmter
Ordnung in der Metasprache). Ks ist vielleicht interessant
hervorguheben, dass die Konstruktion der Definition hiebei
eine gewisse Vereinfachung er{ihrt: wir kénuen uns nimlich
streng an die im § 3 skizzierte Methode halten, ohne die Kunst-
griffe anzuwenden, zu denen wir im § 4 bei der Unlersuchung
der Sprachen zweiter und dritier Art unsere Zuflucht nehmen
mussten; wir branchen weder mehrzeilige Folgen anzuwenden
noch die semantische Vereinheitlichung der Variablen durch-
wufithren, denn — das ITauptprinzip der Theorie der seman-
tischen Kategorien einmal aufgehoben — konnen wir frei mit
Folgen operieren, deren einzelne (lieder verschiedener Ordnung
sind. Andrerseits verlieren die im & 9 im Zusammenhang wmit
Satz T angestollten Uberlegungen keineswegs an Bedeutung
und lassen sich auf Sprachen beliebiger Ordnung ausdehnen:
es ldsst sich fiir keine Sprache, in welcher man die Arithmetik
der natiirlicken Zahlen aufbauen kann, eine zutreffende Defi-
nition der Wahrheit angeben, wenn die Ordnung der Meta-
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sprache, auf deren Boden die Untersuchungen gefithrt werden,
die Ordnung der untersuchten Sprache nicht tibertrifft (vl
die betreffenden Bemerkungen anf 8. [117]).

Bo ergibt sich schliesslich aunf Girund obiger Betrachtungen
die Notwendigkeit, die in den Schlussausfithrungen dieser
Arbeit aufgestellten Thesen A und B, welche die Zusammen-
fassung ihrer Hauptorgebnisse enthalten, einer ziemlich weit-
gehenden Umformung zu unterziehen:

A, ¥Far jede formalisierte Sprache lisst sich
in der Metasprache eine formal korrekte und
sachlich zutreffende Definition der wahren Aus-
sage mit alleiniger Hilfe von Ausdriicken allge-
mein-logischen Charakters, von Ausdricken der
Sprache selbst und von Termini aus der Morpho-
logie der Sprache konstruieren — jedoch unter
der Bedingung, dass die Metasprache eine hohere
Ordnung besitzt als diejenige Sprache, die Gegen-
stand der Untersuchung ist.

B. Wenn die Ordnung der Metasprache der
Ordnung der Sprache selbst hochstens gleich igt,

lasst sich eine solche Definition nicht konstru-
ieren.

Aus einem Vergleich der neuen Formulierung der beiden
Thesen mit der friiheren ersieht man, dass die Tragweite der
gewonnenen Frgebnisse eine wesentliche Erweiterung erfahren
hat, wobel aber gleichzeitig die Bedingungen fiir die Anwen-
dung dieser Krgebnisse naher priizisiert wurden.

Mit Riicksicht auf die neue Fassung der These A verliert
die frithere These C ihre Bedeutung; sie besitzt einen gewissen
‘Wert nur noch dann, wenn die Untersuchungen auf dem Boden
einer Metasprache gefithrt worden, welche dieselbe Ordnung
wie die untersuchte Sprache besitzt, und wenn man unter
Verzicht anf die Konstruierung ciner Definition der Wahrheit
die Theorie der Wahrheit mit Hilfe der axiomatischen Methode
anfzubauen versucht. Es ist leicht einzusehen, dass eine auf
diesem Wege aufgebaute Theorie der Wahrheit keinen inneren
Widerspruch enthalten kann, wenn nur die Metasprache htherer
Ordnung widerspruchsfrei ist, anf deren Boden man eine zu-
treffende Definition der Wahrheit aufstellen und aus jhr die-
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jenigen Sitze, welche in der Theorie der Wahrheit als Axiome
angenommen worden sind, ableiten kann107),

In #hnlicher Welse wie in den Schlussausfithrungen der
Arbeit konnen wir den Thesen A und B eine allgemeinere
Fasgung geben, indem wir sie auf andere Begriffe aus dem
Gebiet der Semantik ausdehnen:

A’. Die Bemantik einer beliebigen formali-
sierten Sprache lésst sich als ein auf entspre-
ehend konstruierte Definitionen gestiitrier Teil
der Morphologie der Bprache begriinden, jedoch
unter der Bedingung, dass die Sprache, in wel
cher wir die Morphologie treiben, eine hiohere
Ordnung besitzt, als die Sprache, deren Morpho-
legie wir treiben,

B Es ist unmoglich auf diesem Wege die
Semantik einer Hprache zu begrinden, wenn
die Ordnung der Sprache der Morphologie der
Ordoung der untersuchten Sprache h8chstens
gleich ist.

Die These A hat in ihrer neuen verallgemeinerten Fassung
keine geringe Bedeutung fiir die Methodologie der deduktiven
Wissenschaften; ihre Konsequenzen laufen gleichsam den be-
deutsamen Ergebnissen parallel, die in den letzten Jahren auf
diesern Gebiet von (t&del erzielt wurden. Die Definition der
Wahrheit erlaubt es, die Widerspruchsfreiheit einer deduktiven
Wissenschaft auf dem Boden einer Metawissenschaft zu be-
weisen, deren Ordnung hober ist als jene der Wissenschaft
selbst. (vgl. S. [B8] wnd [99]); aus den 3 5delschen Untersu-
chungen folgt dagegen, dass es im allgemeinen unmiglich isth,
die Widerspruchsfreibeit einer Wissenschaft zu beweisen, falls
man den Beweis auf dem Boden einer Metawissenschaft wvom
gleicher oder niedrigerer Ordnung durchzufithren versucht?®).
Godel hat ferner eine Mothode der Konstruktion solcher Aus-
sagen angegeben, welche sich -- unter Voraussetzung der
Widerspruchsfreiheit der betreflfenden Wissenachaft — in dieser

Wissenschaft nach keiner Richtung hin entscheiden lassen.

107y Inshesondere findot die aunf 8. [126] berithrte Frage eine positive
Antwort: dasselbe gilt auch fur das in ") erwiihnte Problem der unendli-
chen induktiven Defivitionen.
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Alle nach der Methode von Gédel konstruierten Aussagen
besitzen aber die Eigenschaft, dass man auf dem Boden der
Metawissenschaft héherer Ordnung unter Zugrandelegung der
richtigen Definition der Wahrheit feststellen kann, ob sie wahr
oder falsch sind, und somit auch in Bezug auf diese Aussagen
eine Entscheidung treffen, d. i. sie entweder beweisen oder
widerlegen kann; noch mehr: man kann diese Entscheidung
im Bereiche der Wissenschaft selbst treffen, ohne sich der
Begriffe und Voraussetzungen der Metawissenschaft zu be-
dienen — allerdings nur unter der Bedingung, dass wir vorher
die Sprache und die logischen Grundlagen der betrachteten
Wissenschaft durch die Einfilhrung von Variablen héherer
Ordnung bereichert haben 08),

Wir wollen versuchen, dies etwas genmauer zu erkliven,
Betrachten wir eine beliebige deduktive ‘Wissenschaft, in wel-
cher sich die Arithmetik der natiirlichen Zahlen aufbauen laast,
und stellen wir provisorisch die Untersuchung auf dem Boden
der Metawissenschaft gleicher Ordnung wie die Wissenschaft
selbst an. Die von Gédel begriindete Methode der Konstruk-
tion unentscheidbarer Aussagen haben wir implicite im Beweis
des Satzes I aus § b (8. [112] .} skizziert. Setzen wir iberall —
sowohl in der Formuliernng des Satzes als auch in seinem
Beweise — an Stelle des Symbols ,Wr¢ das Symbol , Buw®,
welches die Klasse aller beweisbaren Sitze der betrachteten
Wissenschaft bezeichuet und sich bekanntlich in der Meta-
wissenschaft definieren lisst (vgl. z. B. Def. 17 aus § 2.
Gemiiss dem ersten Teil des Satzes 1 kénnen wir als Konse-
quenz der Definition des Symbols ,Bw* die Negation eines
der in der Bedingnug (a) der Konvention 1 aus & 3 beschrie-
benen Satze gewinnen (falls wir nur in dieser Konvention
ebenfalls ,Wr® durch ,Bw“ ersetzen). M, a. W. man kaun
eine solche Aussage z der betrachteten Wissenschaft kon-
struieren, welche folgende Bedingung erfiillt;

es st nichi wahr, dass reBw dann und nur dann,
wenn p

oder in dquivalenter Formulierung:
(1} =& Bw dann und.nur dann, wenn p,.

") Vgl. Godely, 8. 187 ff und inshesondere 8. 191 Anm, 483),
26
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wobei das Symbol ,p* die ganze Aussage z vertritt (und zwar
kann als z die im Beweis des Satzes I konstruierte Aussage
Uf (ir.. ¢r) gewidhlt werden).

Wir werden zeigen, dass die Anssage # tatséichlich unent-
gcheidbar nnd dabei wahr ist. Zm diesemn Zwecke wollen wir
zur Metawissenschaft hoherer Ordnung iibergehen; der Satz (1)
bleibt hishei offenbar giltig. Gemiss der These A kionnen wir
auf Grund der bereicherten Metawissenschaft eine richtige,
alle Aussagen der untersuchter Wissenschaft betreffende Defi-
nition der Wahrheit konstruieren. Wenn wir die Klasse aller
wahren Aussagen mit dem Symbol ,Wr* beszeichnen, wird —
der Konvention 9l gem#iss — die von uns konstruierte Aus-
sage ¢ folgender Bedingung geniigen:

(2) z& Wr dann und nur dann, wenn p;
aus (1) und (2) gewinnen wir sofort

(8) e Bw dann und wur dann, wenn z e Wr.

Tndem wir ferner mit dem Symbol 2% die Negation der
Aussage z bezeichnen, kinnen wir bekanntlich aus der Defi-
nition der Wahrheit folgende Sitze ableiten (vgl. Satz 1 und b
aus § 9):

(4) entweder T Wr, oder z & Wr;

(D) wenn x & Bw, so z¢Wr;

{6} wenn x & Bw, so xs Wr.

Aus (8) und (5) schliessen wir ohne Schwierigkeit, dass

(V) ze Wr
and dass

(8) @ & Buw.

In Hinsicht auf () und (7) haben wir z & Wr, was in
Verbindung mit {6) die Formel:

9 z & RPw
ergibt.

Die Formeln (8) und (9) bringen zusammen zum Ansdruck,

dass z eine unentscheidbare Aussage ist; dabei folgt ans (7),
dass r eine wahre Aussage ist.

Durch die Feststellung der Wahrheit der Aussage z haben
wir ec ipso — auf Grund von (2) — auch die Aussage z selbst
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in der Metawissenschaft begriindet. Da sich ferner dis Meta-
wissenschaft in der darch Variable hoéherer Ordnung berei-
cherten Wissenschaft interpretieren lidsst (vgl. 8. [41]) und
da bei dieser Interpretation die Aussage z, die ja keine spezi-
fischen . Termini der Metawissenschaft enthélt, in sich selbst
iibergeht, so lisst sich der in der Metawissenschaft gegebeno
Beweis der Aussage z automatisch auf den Boden der Wissen-
schaft selbst fibertragen: die auf dem Boden der urspriimmglichen
Wissenschaft wnentscheidbare Awussage 2 wird in der berei-
cherten Wigsenschaft zu einer entscheidbaren Aussage.

Noch auf ein analoges Krgebnis mochten wir hier auf-
merksam machen. Fs lassen sich fir jede deduktive Wissen-
schaft, in der die Arithmetik enthalten ist, solche arithmetische
Begriffe angeben, die sozusagen inhaltlich zu dieser Wissen-
schaft gehoren, die aber auf Grund dieser Wissenschaft nicht
definierbar sind; mit Hilfe von Methoden, die den bei dem
Aufban der Wahrheitsdefinition verwendeten villig analog sind,
kann man jedoch zeigen, dass diese Begriffe auf Grund der
betrachteten Wissenschaft definiert werden kénnen, sofern man
nur die Wissenschaft durch die Einfithrung von Variablen
hoherer Ordonung bereichert 10%),

Schliesslich ktnnen wir also feststellen, dass die Deﬁmtlon
der Wahrheit und, allgemeiner, die Grundlegung der Semantilk
es gestattet, manchen wichtigen negativen Ergebnissen, die im
Gebiet dor Methodologie der deduktiven Wissenschaften ge-
wonnen wurden, die parallelen positiven Frgebaisse gegeniiber-
zustellen und dadurch die in der deduktiven Methode und im
Gebiiude des deduktiven Wissens selbst aufgedeckten Liicken
bis zu einem gewissen Grade auszufllllen

Historische Bemerkung. Im Laufe der letzten sechs Jahre d. i
vom Jahve 1929 an, in dem ich die endgiltige Definition des Waohrheits-
begriffes und den grissten Teil der iibrigen hier dargelegten Resultate
erreicht habe; bis zum Jahre 1855, in dem nunmehr die. vollstindige

10y Vgl, hiezn mein Autoreterat: Uber definierbare Mengen roclier
Zahlew, Annales de la Société Polonaise de Mathématigue; tome IX.,
annés 1930, Erakéw 1931, 8. 206—207 (Bericht tibér einen am 16. Dezem-
ber 1930 in deb Lemberger Sektion der Polnischen Mathematischen Gesell-
schaft gehaltenen Vortrag); die Ideen, die ich dort skizzierte, habe ich
spiter zum Teil in der Arbeit Tarski, entwickelt.
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Arbeit erstmalig in einer Weltsprache eracheint, sind die hier untersuchten
Fragen mehrfach behandelt worden, 8o erschienen in deutscher Sprache
ansser meiner Zusammenfassung Tarski; (1988) z B. Arbeiten von
Carnap, in denen ganz ahnliche Gedanken entwickelt werden (vel
R. Carnap, Die Antinomien und die Unvollstindigkeit der Mathematik,
Monatshefte fir Mathematik und Physik, 41. Bd, Leipzig 1984, 8. 263284
wnd Ein Gilligheilshriterium flir die Sitze der kiassischen Mathematik,
ibid., 42. Bd,, Leipzig 1985, S, 163—190; beide Artikel sind Erghnzungen
za R. Carnayp, Logische Syntaw der Sprache, Wien 1034).

Von vornherein lag es nahe, dass infolge dieses Zeitraums von
sechs Jahren, infolge der Aktualitit der Probleme und vielleicht aunch
infolge der Sprache des Urtextes meiner Arbeit Irrtimer bezfiglich der
historischen Znssmmenhiinge auftreten konnten. Und in der Tat schreibt
z B, Carnap in dem zweiten der ‘angefilbrten Artikel (8. 165, Anm. #)
tiher meine Untersuchungen, dass diese ,...in Anknitpfung an die von
@odel,. ® durchgefulirs worden seien, Fa ist deshalb wohl nicht tberfliissig,
wenn ich an dieser Stelle esinige Bemerkungen iber die Abhingigkeit
bew. Unabhingigkeit meiner Untersuchungen mache.

Ganz allgemein mochte ich feststellen, dass alle meine Methoden
und Ergebnisse, ausser an jenen Stellen, an denen ich dies musdriicklich
hervorgehoben habe — vgl 2 B. Anm. %) und Anm. 88 —, von mir voli-
kommen selbstdndig und unabhingig gewonnen wurden. Die in Anm, %)
angegebenen Daten liefern, wie ich glaube, hinreichende Unterlagen fur
die Nachprafung dieser Behanptung. Ergiinzend bemerke ich, dass meine
in franzosischer Sprache erschienene Arbeit Tarski, (1981), tber die ich
schon im Dezember 1930 berichtet habe (vgl. das in 1%%) zitierte Autoreferat
in deutscher Sprache), eben jene Konstruktionsmethode enthilt, die dort
zu andern Zwecken, in der vorliegenden Arbeit jedoch zur Konstruktion
der Definition der Wahrheit verwendet wurde.

Im einzelnen michte ich die Selbstindigkeit meiner Untetsuchungen
in folgenden Punkten hervorheben: (1) die allgemeine Problemstellung
fiir djo Definition der Wahrheit, vgl. insbesondere 8. {44]—{46); (2} die posi~
tive Lisung des Problems, d. h. die Definition des ‘Wahrheitsbegriffs fiir
don Fall, dass man in der Metaprache tber geniigend reiche Mittel ver-
fiigt {fitr logische Sprachen geht diese Definition in jene des von Carnap
verwendeten Terminus ,snalytisch® iber), vgl. 8. [58] f. und [98]; (8) die
Methode der Beweise der Widerspruchsfreiheit anf Grund der Definition
der Wahrheit, vgl. 8. [68] und [99]; (4) der axiomatische Aufbau des
Metasystems, vgl. 8. [20] ff,, und im Zusammenhang damit (b) die Aus-
fihrungen auf 8. [41] f. iber die Interpretation des Metasystems in der
Arithmetik, die bereits die von (5 del weit vollstindiger und ganz unab-
hingig entwickelte sogenannte ,Methode der Arithmetigierung der Meta-
sprache” enthalten. Ausserdem méchte ich noch nuf Resultate aufmerksam
machen, die sich nicht auf den Wahrheitsbegriff, sondern auf einen andern
semantischen Begriff, jenen der Definierbarkeit berziehen und uber die auf
8. [148] berichtet wurde.
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An der einzigen Stelle, an der ich in wesentiicher Weise an G o-
dels Gedanken ankniipfo — bei der negativen Idsung des Problams der
peﬁniﬁon der Wahrheit ftir den Fall, dass die Motasprache nicht reicher
ist als die untersuchte Sprache, — habe ich dies selbstverstindlich nach-
driicklich betont (vgl. *)); es sei bemerkt, dass das so evgielte, meine
Arbeit sehr vervollstindigende Resultat als einziges in die im ,ﬁbrigen
bereits abgeschlossene Untersuchung nachtriglich eingefligt whrde.

pNachwort" allatum est die 15. Aprilis 1935.



