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Einfiihrung in die Himmelsmechanik

Prof.Dr. Michael Soffel

1 Einleitung

Die Himmelsmechanik beschiftigt sich mit den Bewegungen der Planeten, Ko-
meten, Monde und Meteore im Sonnensystem, der Sterne in Sternsystemen und
mit denen der kiinstlichen Raumflugkérper. Bewegung sei dabei als Inbegriff
von Translation, Rotation und Deformation verstanden, die im allgemeinen als
Bewegungsanteile gleichzeitig vertreten sind.

Die Wurzeln der Himmelsmechanik liegen im klassischen Altertum, welches
aber hinsichtlich der beobachteten Bewegungen der Gestirne an der Sphére tiber
einen rein phinomenologischen Standpunkt nicht hinausgelangte. Man kannte
die wichtigsten Bewegungsverhiltnisse aus der Registrierung von Sonnen- und
Mond-Finsternissen (Thales von Milet, Meton) und fand neben Periodizititen
von Erscheinungen bereits sikulare Verschiebungen wichtiger Punkte, z.B. die
sog. Priizession der Aquinoktien sowie Mondknoten- und Apsidendrehung (Pto-
lemé#us, Hipparch). Wenn auch schon im Altertum heliozentrische Bewegun-
gen neben der ptoleméischen Epizykelhypothese gelegentlich behauptet wurde
(Pythagoras, Aristarch), so blieb doch die Deutung der Planetenbewegungen
vom heliozentrischen Standpunkt der Neuzeit vorbehalten (Kopernikus, 1473
- 1543). Dabei blieben die Einsichten zunichst noch ohne inneren Zusammen-
hang, sind aber, verglichen mit dem geozentrischen Standpunkt, von iiberzeu-
gender Einfachheit. Kepler (1571-1630) prizisiert sodann die kopernikanischen
Vorstellungen in seinen drei Planetengesetzen. Wohl spricht er bereits in sei-
ner ” Astronomia nova” (1609) die Vermutung aus, dafl auf jeden Planeten von
der Sonne ein Anziehungskraft ausgeiibt wird, die umgekehrt proportional zum
Quadrat des Abstandes Planet-Sonne ist und die fiir die elliptische Bahnbewe-
gung der Planeten verantwortlich sei. Ein Dynamik erwéchst aber vor allem
aus der Analyse der Fallbewegung durch Galilei (1564-1642). Die dynamischen
Grundbegriffe entstehen dabei nicht ohne Ankniipfung an die klassische Tradi-
tion (Plato, Archimedes). Schlieflich gelingt es Isaac Newton (1642-1727) die
Prinzipien einer allgemeinen Dynamik von allgemeiner Giiltigkeit zu formulie-
ren und auf die Bewegung der Himmelskérper anzuwenden. Dabei erscheinen
die Keplerschen Gesetze als Folge dieser Prinzipien. Die noch von Newton be-
vorzugten geometrischen Methoden werden in der folgenden Entwicklung von
den weiterreichenden Methoden der Analysis abgelost, deren Ausarbeitung an
glanzvolle Namen wie Euler (1707-1783), Lagrange (1736-1813), Laplace (1749-
1827) und Gauss (1777-1855) gekniipft ist. Die Himmelsmechanik wird dann
in der Folge Paradies bedeutender mathematischer Leistungen. Diese mehr ma-
thematisch orientierten Arbeiten wurden im wesentlichen durch Henri Poincare



geprégt, der als Urvater der modernen Chaostheorie gelten kann. In jlingerer
Zeit haben die bahnbrechenden Arbeiten von Kolmogoff, Arnold und Moser
(KAM) zur Formulierung der Stérungstheorie grofie Beachtung gefunden. Fra-
gen zur Konvergenz verschiedener storungstheoretischer Ansitze sind bis heute
aktuell, genauso wie Fragen nach der Stabilitdt und dem chaotischen Verhalten
des Sonnensystems oder der Dynamik von Asteroiden.

Die rasche Entwicklung der Computertechnik und genauer, schneller Inte-
grationsalgorithmen ist fiir viele Zweige der Himmelsmechanik von entscheiden-
der Bedeutung gewesen. Man kann heute nicht nur das ganze Sonnensystem
iiber Milliarden von Jahren in der Zeit integrieren, sondern beispielsweise eine
Fiille von nichtgravitativen Kriften bei der Bewegung von kiinstlichen Erdsatel-
liten berticksichtigen. Hierzu gehort z.B. die oft sehr schwierig zu modellierende
Luftreibung; aber auch der Strahlungsdruck der Sonne und der Erdalbedo, ma-
gnetische und elektrische Krifte, der Sonnenwind etc. Es ist selbstverstéindlich,
daB im Zeitalter der Raumfahrt die Himmelsmechanik auch eine hichst anwen-
dungsbezogene Komponente gewonnen hat. Selbst die Wartung von Kommuni-
kationssatelliten erfordert heute umfangreiche himmelsmechanische Software.

Die weite Verbreitung der GPS-Technik in Geodésie und Navigation hat in
jingerer Zeit die Bedeutung der Himmelsmechanik weiter vergroflert, erfordert
doch hochste Genauigkeit bei GPS-Messungen detaillierte Kenntnisse der Posi-
tionen der GPS-Satelliten.

Schliefllich sei erwihnt, daB im Rahmen der Newtonschen Himmelsmecha-
nik nicht erklidrbare astronomische Beobachten (z.B. der Periheldrehung des
Merkur) dazu fiihrten, dafy die Newtonsche Gravitationstheorie durch die Ein-
steinsche (die sogenannte Allgemeine Relativitiitstheorie) abgel6st wurde. Diese
Einsteinsche Gravitationstheorie ist experimentell inzwischen aufs Genaueste
bestétigt worden; eine Diskussion jener Theorie iibersteigt jedoch den Rahmen
dieser Vorlesung.



2 Das Zweikorperproblem

Beziiglich geeignet gewihlter kartesischer Inertialkoordinaten (¢,x) lautet die
Newtonsche Kraft, welche ein Koérper der Masse M auf einen anderen der Masse

m ausiibt: u
mr
- (1)

r2 r’

F=-G

Hier bezeichnet r eine Vektor, der von m zu M weist; das Minuszeichen in (1)
sagt dann aus, daf} die Gravitationskraft stets attraktiv wirkt.

2.1 Integrale der Bewegung

Wir betrachten zwei Himmelskérper der Massen m; und me, die sich allein
unter der Einwirkung ihrer Gravitationskréfte bewegen mogen. Beziiglich eines
irgendwiegewihlten Koordinatenursprunges seien r; und ry die entsprechenden
Ortsvektoren der beiden Massen. Aus Gleichung (1) ergeben sich dann zusam-
men mit dem Newtonschen Kraftgesetz

mi = F (2)
die beiden Gleichungen
. ry—r
miry = —G momy ﬁ
1 —I2
. ry — I
meory = -G mlmzm. (3)
2 — I

Diese Gleichungen weisen insgesamt 12 skalare Integrationskonstanten auf: 6
fiir die zwei Anfangspositionen und 6 weitere fiir die Anfangsgeschwindigkeiten.
Teilt man die erste der Gleichungen (3) durch my, die zweite durch ms und
subtrahiert diese, so erhilt man

. . rs —rp
fr — i = —G(m +m2)m,
2 — I
welches wir in der Form r
scheiben wollen. Hier ist
r=ry —r;
der Relativvektor von m; nach my und
M = mi + ms

die Gesamtmasse. Addition der beiden Gleichungen (3) und 2malige Integration
liefert
miry + mals = a



und
miry + maro = at + b.

Hier bezeichnen a und b insgesamt 6 Integrationskonstanten. Die linke Seite
schreiben wir in der Form

miry + mars = MI‘S,

wobei also
ro = miry + mors (5)
5= M

den Schwerpunktsvektor des Systems bezeichnet, so haben wir
Mrg = at + b, (6)

d.h. der Schwerpunkt bewegt sich in unseren kartesischen Inertialkoordinaten
gleichférmig und geradlinig. Wir wollen die Gleichungen fiir die Relativpositio-
nen bzgl. des Schwerpunktes ableiten. Es ist

(m1 4+ ma)ry — (mir1 + mars) = —ma(rs — 1)
bzw.
ma
ry —rg = —Mr.

Analog findet man

mi
rs —rg = +—r.

M
Daraus ergibt sich dann
.. ms ., r r,—r
i —rsz—ﬁzrszgr—3 =-GM 17"3 5
und schliellich 5
. . mo rH —rg
ko= G (T2) moEs ;
I —Ig ) T —rsP (7)
Analog ergibt sich
.. m1\3 T2 —Tg
o= G (M) T2ors s
Ty — Fg ) Tr—rsP (8)

Nach dem Schwerpunktsatz (6) wollen wir den Drehimpulserhaltungssatz be-
handeln. Dieser gilt fiir jede Zentralkraft mit ¥ oc r. Daraus folgt r x ¥ = 0,
bzw.

rxr=C, 9)

wo C drei weitere Integrationskonstanten bezeichnen. Ganz analog dazu gelten
die Gleichungen

(ri —rg) x (i1 —f5) =Cy;  (r2 —rg) x (f2 —15) = Cs.



Die Gréflen C; und Cs, sind jedoch nicht neue unabhingige Konstanten, sondern
sie ergeben sich aus C. So ist etwa
M?C; = (Mr;— Mrg) x (Mt — Mts)
= (Ml‘l — mir; — m2r2) X (MI‘l — mli'l — mgf‘g)
= mg(rl — I'Q) X (I‘l — I'Q)

= m3(rxt)=miC,

(10)
d.h. _,
= (37) ©
und analog gilt
C, = (%)2 C.

Wir bemerken noch, dafl der Drehimpulserhaltungssatz in der Form (??7) dqui-
valent ist zum Keplerschen Flichensatz. Die wihrend einer kleinen Zeitspanne
At vom Relativvektor r {iberstrichene (mathematisch orientierte) Fliche ist
ndmlich

1 1
AF = ir(t) x r(t+ At) ~ §C - At,

d.h. der Relativvektor iiberstreicht in gleichen Zeiten gleiche Flichen (2. Kep-
lersches Gesetz). Wir kommen nun zum Energiesatz. Aus r> = r? folgt zunéichst

r-r=rr
und damit
GM GM
r-f=——r'-r=——-r
r3 Pz
bzw.
1do _qud (1L
2dt” dt \r)"
Diese Relation konnen wir sofort integrieren und mit
GM
U(T') = T

erhalten wir den Energiesatz in der Form

1
Erz’ —U(r) = h. (11)
Hier hat die Integrationskonstante h die Dimension einer Energie pro Masse
(spezifische Energie). Fiir die Bewegungen relativ zum Schwerpunkt erhalten
wir mit r — r; —rg und M — M (my/M)? zunichst
1,. .\ mo\ 3 1
S —is)? = GM (22) ——— =h
2(1‘1 £s) M/ |r; —rg| !



und entsprechend

. . mq 3 1
—(I'2 - I'S)2 - GM (ﬁ) 7|r2 — rs| = h2.
Daraus ergibt sich
1 . . . mo\3 M
hl = W(Mrl —miry — m2r2)2 - GM (ﬁ) m—2r
2 2 2
_ o my ., Gmy  my
- omt Mr_(M)m
(12)
bzw.
h (533)2h (13)
T\
und entsprechend
_ (™)’
m_(M)h. (14)

Bisher hatten wir 10 skalare Integrale der Bewegung: (a,b) liefern 6, der spe-
zifische Drehimpulsvektor C weitere drei und die spezifische Energie h liefert
die zehnte. Die letzten zwei Integrationskonstanten erhélt man auf folgende Art
und Weise: wir multiplizieren zunichst (4) vektoriell mit C =r x :

(r x1)

ixC=-aMZL
r

Mit

ergibt sich

|
)

d (r
Mz (5)-
Dies fiihrt uns auf das sogenannte Laplace-Integral in der Form
fxc:GM(;+dﬁ. (15)
Hier ist P ein Einheitsvektor, d.h.
|P|=1.

Da P in der durch C definierten Bahnebene (senkrecht auf C) liegt und den
Betrag Eins hat legen e und P die fehlenden zwei Integrationskonstanten fest.
Der Vektor L = GMeP trigt auch den Namen Runge-Lenz Vektor.



2.2 Bahngleichung; 1tes und 3tes Keplersches Gesetz

Wir kénnen die Bahngleichung aus dem Laplace-Integral (15) ableiten. Wegen
(axb)-c=(cxa)-b hat man

P
C’2:C-C:(rxi-)-C:(x‘xC)-r:GMr(l—l—e Tr>-

Den Winkel zwischen P und r wollen wir mit v bezeichnen. Dieser Winkel tragt
den Namen wahre Anomalie. Mit

p.l= COS v
r
erhilt man die Bahngleichung in der Form

p

"= 1+ ecosv (16)

mit
P=amr

Dies ist das erste Keplersche Gesetz: die Relativbewegung erfolgt lings eines
Kegelschnittes, wobei der eine Korper im Brennpunkt der Ellipse steht. Der
Punkt der niichsten Anniherung der beiden Koérper aneinander (das Perizen-
trum) ist durch v = 0 gegeben. Dies bedeutet, dal der Runge-Lenz Vektor oder
unser Vektor P gerade zum Perizentrum weist. Die numerische Exzentrizitit e
des Kegelschnittes gibt an, ob es sich um eine Ellipse (e < 1), Parabel (e = 1)
oder Hyperbel (e > 1) handelt. Im Fall einer Ellipse ist

p=a(l-e), (17)

wenn ¢ die grofle Halbachse der Ellipse bezeichnet.

Fiir die elliptische Bahn hat man gemifl des Flichensatzes mit Fgy. =
ma?(1 — e?)/?
C =2F/T = 2md*(1 — €2)'/?/T,

wenn T die Umlaufzeit bezeichnet. Wegen C? = GMa(1 — e?) ergibt sich

1/2
T:Q—ﬂ- mit n:(GM> .

n a?
Hieraus ergibt sich das dritte Keplersche Gesetz in der Form
GM =n’a. (18)

Man bemerke, daf} fiir zwei Planeten um die Sonne dieses Gesetz in korrekter

Form so lautet 5 N
Mo+m _ (ar T (19)
M@ + mo - as T1 )



Nur wenn wir die Planetenmassen gegeniiber der Sonnenmasse vernachléssigen,
verhalten sich die Kuben der groflen Halbachsen so wie die Quadrate der Um-
laufzeiten. Wir bemerken noch, daf} fiir die Bewegung relativ zum Schwerpunkt
gilt

_ D1 .
1+e COS(Ul — ’1}10) ’

P = (%) p; P2= (%) b

_ P2
1+ CCOS(’UQ — U20)

Ir; —rs] lr2 — rs]

mit

2.3 Klassifizierung der Kegelschnitte
Eine Klassifizierung der Kegelschnitte gelingt mit Hilfe des Energieintegrals

1 GM
2T =h.
2 r
Mit
r=re. r=re.+ré . =re.+rve,
hat man GM
i+ (ro)? — 2—— = 2h;
r
Ferner ist
C =|r x| =|re, x (Fe, +rie,)| = 0.

Mit r = C?/[GM (1 + ecoswv)] folgt im Falle e < 1:

2
7= QGM—C—2+2h:
T T
2(GM)? C*(GM)?
= %(1+ecosv)—%(1—#6(:051})2—}-2}1
(GM)®

= 7(1 —e?cos?v) + 2h

Auf der anderen Seite ist

) pesinv . 5. € . e . pe .
r= ————=0=r"0-sinv=C-sinv =" sinv,
(1+ ecosv) D D c

mit u = GM (p = C?/(GM) = C*/u). Ein Vergleich ergibt dann

2 2.2
7'“2:%(1—62+e2sin2v)+2h:'ucz sin v
bzw. 112 1
Iy _ZH
h=—sa-) =3k (20)



D.h., fiir die elliptische Bahn mit e < 1 ist die spezifische Energie (Energie pro
Masse) negativ; die Bahn ist gebunden. Sie ist durch die grofie Halbachse der
Relativbewegung bestimmt.

Entsprechend hat man im Fall der Hyperbelbahnen mit e > 1: h = +u/(2|al) >
0 und im Fall der Parabelbahn mit e = 1 verschwindet gerade die spezifische
Energie (h = 0).

Schreiben wir den Energiesatz der elliptischen Bewegung in der Form

2 2 1
vy (2-0)
r rooa

so erkennt man, daf3 die Geschwindigkeit im Falle einer Kreisbahn (e = 0)

einfach lautet
v =/ p/a.

2.4 Kepler-Gleichung

Nachdem die Bahnform des Kepler-Problemes geklirt ist, wenden wir uns der
Zeitabh#ngigkeit in der elliptischen Bahn zuwenden. Dazu ist ist niitzlich, karte-
sische Koordinaten mit Ursprung im Mittelpunkt der Bahnellipse einzufiihren.
Sei b = a(1 — €?)'/? die kleine Halbachse der Ellipse. Wir schreiben dann

(z,y) = (acos E,bsin E),

wobei der Winkel E exzentrische Anomalie genannt wird. Aus der Abbildung

Abbildung 1: Wahre und exzentrische Anomalie in der elliptischen Bewegung.

erkennt man, daf} gilt

rcosv = a(cosE —e)
rsinv = a(l—e*)/?sinE (21)

11



Daraus ergibt sich zunéchst
ro= (r?cos® v+ r?sin? v)!/?
= a(cos’ E —2ecos E + €2 + (1 — €?) sin® E)*/?
= a(l—2ecosE + e*cos® E)'/?
bzw.
r=a(l —ecos E). (22)
Dieses Ergebnis kénnen wir mit r = a(1 — e?)/(1 + e cosv) nach cosv auflosen:

cosE —e

= - 23
cosy 1—ecosE (23)
Daraus folgt sofort
V1—e2sinFE

ny= —————— 24
Sy 1—ecosE (24)

und analog ergibt sich

1—e?si

o B Eeosy o VI—eZsiny (25)

1+ecosv’ 1+ ecosv

Spiter werden wir den Ausdruck dv/dE benotigen. Wit leiten dazu sinv aus
(24) nach der exzentrischen Anomalie E ab:

d . dv cosE—e \ dv

gy = Cosvd_E:<7l—ecosE>d_E
~ V1-e€?[(l1—ecosE)cosE —esin®E] /1 —e%(cosE —e)
N (1 —ecos E)? (1 —ecosE)2

und erhalten
dv V1 —e?
— = (26)
dE 1—ecosE

Ebenso ergibt sich
B _ VI=@
dv  1+ecosv’

Fiir praktische Berechnungen verwendet man in der Regel eine weitere Relation
zwischen v und E:

tan? l1—cosv 1—ecosE—cosE+e
an® — = =
2 14+cosv 1—ecosE+cosE —e
(I+e)(1—cosE) 1+e . , B
= = an- —
(I1—e)(1+cosE) 1-—e 2
bzw.
1 E
tang =\ 4__ Z tan 3 (27)



Die Zeitabhéngigkeit in der elliptischen Bahn erhalten wir schliellich aus dem
Flichensatz. Aus r?0 = C ergibt sich nidmlich

Yo i 2 2 (v
/vor (v)dv:/an (1—ecoskE) (d_E> dE
= a2/M(l—ec0sE)dE

= a2\/1——62[E—esinE};,

bzw. mit C? = pa(l — e?)

Ot — to)

E
Jpa(t — to) = a® [E - esinE]E

(0]
Teilen wir beide Seiten durch a? so ergibt sich auf der linken Seite ein Vorfaktor
von (p/a®)'/? = n. Hier ist n wieder die mittlere Bewegung, welche dem 3.
Keplerschen Gesetz n?a® = u geniigt. Damit ergibt sich schlieflich die Kepler
Gleichung in der Form

M=F—-esinE, (28)

wobei der Winkel M
M=n(t-T) (29)

mittlere Anomalie genannt wird. Im Falle einer Kreisbahn wéren wahre und
mittlere Anomalie gleich. Im elliptischen Fall stelle man sich vor, daf} zusétzlich
zum physikalischen Korper ein weiterer fiktiver Kérper auf einer Kreisbahn mit
der selben mittleren Winkelgeschwindigkeit n um den anderen Kérper umliuft.
Dieser fiktiver Korper dient hier lediglich der Berechnung der Zeitabh#ngigkeit
in der Bahn. T ist hier der Zeitpunkt eines Durchganges durch das Perizentrums;
aus M = 0 folgt ndmlich ¥ =v = 0.

Die Zeitabhingigkeit in der elliptischen Kepler-Bahn folgt damit aus den
Gleichungen (27) und (28): zu einer beliebigen Zeit ¢ berechnet man zunichst
die mittlere Anomalie M, durch Losen der Kepler-Gleichung gewinnt man die
exzentrische Anomalie E uns schliefflich aus (27) die wahre Anomalie v, welche
auch in der Bahngleichung auftaucht.

Die Kepler-Gleichung ist eine transzendente Gleichung fiir die exzentrische
Anomalie E, wenn die wahre Anomalie M gegeben ist. Man hat sich viele Me-
thoden ausgedacht, um die Kepler-Gleichung zu 16sen. Neben einer rein nume-
rischen Methode, welche weiter unten diskutiert werden soll, wollen wir hier auf
zwei Losungsverfahren eingehen.

Eine erste Moglichkeit ist die Losung durch Iteration. Sei Ey eine nullte
Néherung fiir F, so kénnen wir leicht formal eine Korrektor A Ey aus der Kepler-
Gleichung ausrechnen. Danach ist nédmlich:

M = E-—esinE = Ey+ AEy — esin(Ey + AEp)
= Eo—GSiHEO+(1—GCOSEo)AEO-F...

13



d.h.
M — M,

T 1-—ecosEy’
Es ist klar, dafl wir diese Korrektur mehrfach im Sinne einer Iteration anbringen

konnen. Die Konvergenz einer derartigen Iteration ist freilich von vornherein gar
nicht klar. Die Erfahrung zeigt, daf} diese fiir e < 0.2 in der Regel eintreten wird.

AE’O MO = EO — esinEO

Beispiel: Sei M = 0.5,e = 0.1. Wie wir gleich sehen werden, 16st

2
Eo =M +esin M + % sin(2M)

die Kepler-Gleichung bis auf Glieder der Ordnung e*. Die Iteration liefert dann

Ey, = 0.552149908 M, = 0.499 698
E, = 0.552479990 M;=0.5+29x107°
E, = 0.552479986.

2.5 Fourier-Analyse in der elliptischen Bahn

Eine weitere Moglichkeit die Kepler-Gleichung zu 16sen, besteht darin
E—-M=esinE

als ungerade Funktion von E (und daher auch von M) in eine Fourier-Reihe zu
entwickeln:

esinE = Qst sin(sM)
s=1
mit
1/, . . 1 .
b, = _/ (esin E) sin MdM = ——/(esmE)d(cossM)
0 ST

™
m

L cos(sM)ed(sin E) = L [/On cos(sM)dE — /07T cos(sM)dM]

ST Jo ST

1 [" 1
= — cos[s(F — esin E)|dE = —Js(se).

ST Jo S
Hier bezeichnet Js(z) eine Bessel-Funktion der ersten Art. Fiir kleine Werte
von e lassen sich diese Bessel-Funktionen folgendermaflen in Taylor-Reihen ent-
wickeln:

3
2Ji(le) = e— 0 + O(e%)
ot

2J2(2¢) = €*— 3 + O(e%)
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9’

2J5(3e) = 3 + O(e?)
4e*
2J4(46) = ? + 0(66).

Die ersten Glieder ergeben sich aus dem asyptotischen Verhalten von Js(z). Fiir
festen Wert von s(ganze positive Zahl) und z — 0 gilt:

-4

Obige Rechnung ergibt:

o0
2
esinE = Z ng(se) sin(sM)

s=1
und damit schliellich
E=M+ 32:; ng(se) sin(sM). (30)

Setzen wir die Taylor-Reihen Entwicklungen der Bessel-Funktionen ein, so er-
halten wir

1 1 1
E=M + e—=e)sin M+ | =€ — Ze* | sin2M
8 2 6
3 5. Ly 5
+ ge sm3M+§e sindM + O(e’). (31)

Auch die anderen Variablen der elliptischen Bewegung lassen sich in Form einer
Fourier-Reihe schreiben. Z.B. ergibt eine Differentiation der Kepler-Gleichung
nach ¢:

dE. dE /r
n:(l—ecosE)% = E(a)>
d.h.
a dE —
- = E/n =1+ 2; Js(se) cos(sM). (32)

2.6 Die elliptische Keplerbahn im Raum

Bisher hatten wir die Position des einen Koérpers in Bezug auf den anderen in der
raumfesten Bahnebene durch die Elemente a,e,w und M angegeben. Fiir prak-
tische Anwendungen wird man jedoch in der Regel eine andere Referenzeben zu-
grunde legen. In der Satellitentheorie etwa wird eine solche Referenzebene durch
die Aquatorebene der Erde zu einem festen Zeitpunkt (evtl. nach Korrektur fiir
Nutations- und Prézessionseffekten) bestimmt sein. In Abb.? ist eine derartige
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Abbildung 2: Die elliptische Keplerbahn im Raum.

Referenzebene zusammen mit der Bahnebene zu sehen. Hier ist die astronomi-
sche x-Achse durch die Richtung zum sogenannten Friihlingspunkt bestimmit.
Dieser ist definiert durch den Schnittpunkt des scheinbaren Himmelsiquators
mit der Ekliptik, d.h. die durch die Position und die Geschwindigkeit der Erde
um die Sonne definierte Ebene, in der Regel nachdem auch hier Korrekturen
angebracht wurden. Senkrecht auf der Referenzebene, nach oben weisend, steht
ein Vektor, welcher zu anwachsenden z-Werten weist. Die Schnittlinie zwischen
Referenz- und Bahnebene wird Knotenlinie genannt. Auf ihr denke man sich
zwei Punkte, den aufsteigenden und den absteigenden Knoten. Durch den auf-
steigenden Knoten lduft der Korper durch die Referenzebene von unten nach
oben im Sinne wachsender z-Werte und durch den absteigenden Knoten von
oben nach unten. In Abb. sieht man zwei weitere Bahnelemente, welche nun die
Lage der Bahnebene im Raum fixieren: I und 2. I beschreibt die Inklination der
Bahnebene beziiglich der Referenzebene. Das Argument des aufsteigenden Kno-
tens, €2, beschreibt in der Referenzebene den Winkel zwischen astronomischer
x-Achse und der Richtung zum aufsteigenden Knoten. Ort und Geschwindigkeit
eines Punktes in der Bahn zu einem festen Zeitpunkt ¢ lassen sich nun nicht nur
durch die kartesischen Komponentenx und x angeben, wie man sie in der Regel
in numerischen Programmen findet, sondern auch durch die sechs Bahnelemen-
te (a,e,w,Q, I,T). Wir wollen nun den Zusammenhang zwischen x,% und den
Bahnelementen angeben.

2.6.1 Berechnung von x,Xx aus Bahnelementen

In Abb.? sind alle interessanten Richtungen durch Punkte auf einer Einheits-
kugel (Représentant der Himmelskugel) um den Ursprung des Referenzsystems
markiert; A bezeichne die Richtung der astronomischen x-Achse, N die zum auf-
steigen Knoten, B und C die der y- und z-Achse, P die zum Perizentrum in der
Bahn und Q weise zum Bahnpunkt. Wir wenden nun mehr fach den Kosinussatz
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der sphérischen Trigonometrie an:
cosa = cosbcosc + sinbsin ccos A. (33)

Die Bezeichung ist aus folgender Figur zu erkennen: Wir wenden den Satz aud

Abbildung 3: Der Kosinussatz der sphéirischen Trigonometrie.

das Dreieck QAN an. Der durch die Punkte ANQ aufgespannte Winkel ist 180° —
I. Es ist daher:

cos(AQ) = z/r = cos Q cos(w + v) — sin Q sin(w + v) cos I.

Analog ergibt sich aus dem Dreieck QNB (der Winkel zwischen N und B in der
Referenzebene betrigt 90° — 2):

cos(BQ) = y/r = sin Q) cos(w + v) + cos 2 sin(w + v) cos I.
Das Dreieck QCN schliefSlich mit QNC = 90° — I ergibt
cos(CQ) = z/r = sin(w + v) sin I.
Wir fassen zusammen:

x = rfcosQcos(w+ v) —sin Qsin(w + v) cos I]
r[sin Q2 cos(w + v) + cos N sin(w + v) cos I]
= rsin(w +wv)sinl. (34)

Den Radiusvektor r kann man zu gegebenem Zeitpunkt aus

p

r=-——
1+ ecosv

gewinnen, wobei die wahre Anomalie v aus der Kepler-Gleichung folgt.
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Zur Ableitung dieses Resultates (34) fiir x wollen wir eine Alternativmetho-
de vorstellen. Mit ihr gelingt auch eine einfache Berechnung der Geschwindigkeit
%x. An die astronomischen (z,y, z)-Koordinaten denken wir uns drei orthonor-
mierte rechtshiindige Basisvektoren eg;) (i = 1,2,3 = z,y,2). e(,) ist also ein
Einheitsvektor, der zum Friihlingspunkt weist etc. Vom Basissystem e(;) wollen
wir zu einem anderen orthonormierten Dreibein E ;) iibergehen:

e Ex) und E(y) liegen in der Bahnebene
e E(x) weise zum Perizentrum.

Dieses Basissystem mit assoziierten Koordinaten (X,Y, Z) hat den Vorteil, daf§
die Bahnkoordinaten besonders einfach werden. Es ist ndmlich:

X =rcosv=a(cosE—e); Y =rsinv=a(l—e>)"?sinE; Z=0. (35)

Unter Verwendung von E = (a/r)n, welches sich aus der differenzierten Kepler-
Gleichung, dM/dt = n = (1 — ecos E)E, ergibt, folgt entsprechend fiir die
Geschwindigkeit

X = —aEsinE = —(a®n/r)sin B; Y = (a’*n/r)(1 —e*) /% cos E; Z =0.

(36)

Nun sind die Koordinaten (z,y,z) und (X,Y,Z) durch eine Rotationsmatriz
miteinander verkniipft. Aus (das Summenzeichen iiber Dummy-Indizes i,j =
1,2, 3 lassen wir weg)

x =a'e(;) = X'E(;

folgt nimlich durch Bildung des Skalarproduktes mit E;):
o' = [eq) - E(y] X7 = Ri; X7
mit
Rij = e - E).

R;; dreht die zwei Basissysteme ineinander und besitzt daher die Eigenschaften
einer Rotationsmatrix, d.-h. R;;R;; = ;. Die Elemente dieser Rotationsmatrix
kann man sich leicht besorgen. So ist etwa

R.x = cos(AP) = cos Q) cosw — sin Q2 sin w cos I
etc. Man findet insgesamt:

R.,x = cosQcosw —sinsinwcosl
RmY
R,z = sinQsinl

—cos)sinw — sin Q) cosw cos [

18



R,x = sinQcosw + cosQsinwcos]

Ryy = —sinQsinw 4 cosQcoswcosl

Ryz = —cosQsinl

R.x = sinwsinl

R.y = coswsinl

R,z = cosl (37)

und R;; = Rj;. Mit Hilfe dieser Rotationsmatrix kann man leicht die Kompo-
nenten der Vektoren x und x durch die Bahnelemente ausdriicken.

Wir wollen dies an einem Beispiel nachpriifen. Es ist z.B.

T = RuyxX+4+RywY +RyzZ
= [cosQcosw — sin Qsinw cos I]7 cos v + [— cos 2sinw — sin Q cosw cos I]rsin v
= r[cosQ(coswcosv —sinwsinv) — sin Q(sin w cos v + cosw sin v) cos 1]

= r[cosQcos(w + v) — sin Q sin(w + v) cos I].
Dieses Ergebnis stimmt mit dem alten aus (34) iiberein.
2.6.2 Berechnung der Bahnelemente aus gegebenen Vektoren x und
X.

Der spezifische Drehimpulsvektor C = x x x besitzt die kartesischen Kompo-
nenten

C: = yz—2zy
Cy = zi—axz (38)
C, = zy—vyz

woraus sich zunichst die GroBe p berechnen 148t (u = GM)

2
p= 7 (39)
Mit r? = x2 ergibt sich die grole Halbachse a aus
vext=u(2-1) (40)
roa
und zusammen mit dem Wert fiir p erhalten wir denjenigen fiir e aus
p=a(l —é?). (41)
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Nun sind die Winkel I und  gerade die Polarwinkel des Drehimpulsvektors C
(I ist auch der Winkel zwischen C und z-Achse), d.h. die kartesischen Kompo-
nenten von C koénnen wir in folgender Form schreiben:

C, = =Csinlsin(}
Cy = FCsinlcos (42)
C, = C(Ccosl

wobei das obere Vorzeichen fiir I < 90° bzw. C, > 0 zu nehmen ist und das
untere fiir I > 90°, d.h. fiir C, < 0. Daraus ergeben sich Q und I gemi$:

tanQ} = —C,/Cy (43)
cosI = C,/C. (44)

Aus den Gleichungen (34) fiir =,y und z erhilt man
. z
sinfw+f) = —cos "1
T
1
cos(w+ f) = —(rcosQ+ysin) (45)
T

und daraus eindeutig (w+ f). Aber die wahre Anomalie f ist fiir nichtverschwin-
dende Werte von e bestimmt durch

e __ P
l+ecosf

Aus v erhilt man dann E und M = E — esin E und damit auch T'.
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3 Das Mehrkorperproblem gravitierender Mas-
senpunkte

Wir haben gesehen, dal das Keplersche 2-Koérperproblem analytisch 16sbar ist;
man sagt dazu, das Problem sei integrabel. Bereits im gravitierenden 3-Korper-
problem st68t man im allgeinen Fall jedoch mit rein analytischen Methoden auf
die grofiten Schwierigkeiten. Die Losungen zeigen hier bereits oft chaotisches
Verhalten, d.h. zwei anfinglich sehr benachbarte Bahnen weichen im Laufe der
Zeit exponentiell voneinander ab. Im Falle eines nichtgebundenen 3-Korper Sy-
stems mit positiver Gesamtenergie kann es passieren, dafl einer der Korper ins
Unendliche entweicht und die beiden anderen auf Kepler-Bahnen umeinander
umlaufen. ES kann aber auch eintreten, daf} alle drei Korper sich ins Unendliche
voneinander weg bewegen. Im gebundenen Falle kann ein Korper fiir alle Zeiten
um ein quasi-elliptisches 2-Korpersystem kreisen, aber auch hier kann einer der
Korper ins Unendliche entweichen und die beiden anderen Koérper kénnen sich
in eine gebundene Kepler-Bahn hineinbewegen.

Das Verhalten von N Punktmassen unter dem Einfluf} ihrer Newtonschen
Gravitationswechselwirkung ist in einem kartesischen Inertialkoordinatensystem
(t,z%) bestimmt durch die Gleichungen:

a,b=1,...,N. (46)

Heutzutage verwendet man zwei Hauptmethoden, ein solches gravitatives V-
Korperproblem (N > 3) zu behandeln: die rein numerische Methode und die
Storungstheorie. Fiir Spezialfille himmelsmechanischer Probleme (etwa in der
Asteroidentheorie) benutzt man oft auch Kombinationen der beiden Methoden.

Bei der rein numerischen Integration werden in der Regel die Bewegungs-
gleichungen in kartesischen Inertialkoordinaten vorwérts in der Zeit integriert,
d.h. von einer Startepoche tg zu einer spéiteren Epoche ¢t. Hierbei werden nume-
rische Integrationsverfahren verwendet, wie sie weiter unten diskutiert werden.
Vorteile dieser numerischen Methode ist, daf sie schnelle und genaue Resultate
bei komplexen Problemen liefert. Hierbei sind die Worte ”schnell” und ” genau”
freilich mit Vorsicht zu genieflen. Bei einem sehr komplexen Problem st68t man
eventuell selbst bei groften und schnellsten Rechenmaschinen auf Rechenzeit-
problemen. Will man etwa das ganze Sonnensysteme iiber einen Zeitraum von
Milliarden von Jahren integrieren, so kann die Rechenzeit (CPU-Zeit) mehr als
sagen wir einen Monat betragen. Die CPU-Zeit im konkreten Fall hingt neben
dem Rechner selbst von vielen weiteren Aspekten ab: dem verwendeten Inte-
grationsalgorithmus, dem Compiler etc. Haben wir eine Lésung im chaotischen
Bereich vor uns, so nutzt uns die Genauigkeit der besten Computer auch nicht
viel, wenn wir uns fiir das Schicksal des Systems zu sehr fernen Zeiten, d.h. fiir
Zeiten t > Tchaos (Tonaos ist die Liapunov-Zeitskala) interessieren. Aber selbst
im chaotischen Fall kann man genaue Ergebnisse erhalten, wenn der Zeitraum
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der Integration nur hinreichend klein, d.h. ¢ < Tpaes gewéhlt wird. Nachteile
der rein numerischen Methode liegen darin, dafl man die physikalischen Wech-
selwirkungsmechanismen oft nur schwer begreifen kann, dal man Resonanzen
nur schwierig finden kann, usw.

In der Storungstheorie versucht man zu einem gegebenen Problem ein gendher-
es zu definieren, welches integrabel ist. In vielen Féllen kann das Keplersche
2-Korperproblem als N#herungsproblem dienen. Fiir das zu behandelnde Pro-
blem definiert man dann kleine Gréflen die als Basis fiir Entwicklungen dienen
konnen. Vorteile der Storungstheorie liegen in der Transparenz der Losungen,
wenigstens bei den einfachsten Nidherungen. Nachteile ergeben sich offensicht-
lich bei groBeren Genauigkeitsanforderungen oder wenn man weitere Storkréfte
betrachten mochte.

3.1 Die klassischen Integrale des N-Ko6rperproblems

Summieren wir Gleichung (46) iiber den Index a, so verschwindet der resultie-
rende Ausdruck (actio = reactio)

-1
St = -0 X Ym0 o
a b#a b
Mit der Gesamtmasse

M:Zma,

und dem Schwerpunktsvektor R, definiert durch

MR = Zmara,

gilt dann die Erhaltung des Gesamtimpulses in der Form
> mat, =a. (47)

Daraus folgt der Schwerpunktsatz in der Gestalt
MR =at+b. (48)

Multiplikation der Bewegungsgleichung (46) vektoriell mit r, und Summation
iber a liefert

r, XTIy
E Mely X Tq =G g mamb =0,

_ 3
a,bZa rb|

dar, X ry, = —r X r,. Daraus folgt

d .
aZmara X1, =0
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Zmara X T, = MC = const. (49)

Hier ist C der spezifische Drehimpulsvektor des Gesamtsystems. Er derfiniert
hier die sogenannte invariante Ebene, auf der C senkrecht steht. In unserem
Planetensystem ist die invariante Ebene um etwa 1,5° gegeniiber der Eklip-
tik geneigt. Sie liegt zwischen den Bahnebenen von Jupiter und Saturn. Der
Energiesatz lautet im N-Korperproblem

1 .9 MMy
- mer = Mh. 50
2; ath — a%lra—rbl (50)

Mit a,b, C und h haben wir zehn skalare Integrationskonstanten. Im allgemei-
nen Fall gibt es vermutlich auch nicht mehr.

3.2 Die Storfunktion

Dominiert, wie im Planetensystem, eine Masse mpy das System, so bezieht man
die Bewegung der {ibrigen zweckmifigerweise auf diese:

—szb +szb N5

r, — Iy = 3

b;éa |rN _rb|

- -G Z mb - GmNLrN3
ba b| |ra - I'N|
Rl r r r r

N —Tp N —
+G Z mb7|I‘N EWE + Gmaiﬁ‘N — a|3,
b#a @
d.h.
r,—r
(t, —Tn) + G(mg+mpy) g N
lre —rn[?

N-—1
_ —szb< o DTN > (51)

lrg — > |rp — N [?

Die rechte Seite 148t sich noch als Gradient einer Potentialfunktion R, Storfunk-
tion genannt, darstellen:

i 1 Xg - Xp
r,) = Z Gmy A (52)

wobei wir hier



geschrieben haben. Das erste Glied auf der rechten Seite von (52) heifit direkter
Teil, das zweite indirekter Teil, welcher aus der Bewegung von my um den
gemeinsamen Schwerpunkt resultiert.

3.3 Planetare Ephemeriden: DE und VSOP

Fiir praktische Zwecke wird der Nutzer in der Regel auf fertige planetare Eph-
emeridenprogramme zuriickgreifen, wenn er Positionen oder Geschwindigkeiten
von Sonne, Mond oder Planeten benétigt. Bestens bewihrt haben sich die plane-
taren Ephemeriden des JPL (Jet Propulsion Laboratory), welche auf CD-ROM
erhéltlich sind. Diese DE-Ephemeriden sind von E.M. Standish, X.X. Newhall,
J.G. Williams und W.M. Folkner erstellt worden. Basis derartiger Ephemeriden
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4 Das Dreikorperproblem*

Nur fiir ganz spezielle Anordnungen der drei Korper sind exakte Losungen be-
kannt. Am bekanntesten sind die Losungen von Lagrange (1772), die wir jetzt
diskutieren wollen.

4.1 Kollineare ebene Kegelschnittbewegungen

Drei Massenpunkte befinden sich auf einer Geraden und rotieren um den ge-
meinsamen Schwerpunkt. Wir wollen noch annehmen, dafl die drei Massen ein
konstantes Abstandsverhéltnis aufweisen, wobei sich die Einzelabstinde dndern
konnen, d.h.

rs —rp = )\(I'Q - 1‘1).

Umschreiben ergibt etwa
(]. + )\)1‘2 =r3+ )\I‘l
oder
)\I‘l +r3
rp = ———
T I
Den Koordinatenursprung legen wir in den Massenmittelpunkt der drei Korper,

d.h. ;
Z m;r; = 0.
i=1

Zusammen mit den obigen Bedingungen erhalten wir daraus

miry + Moty +malry + A(rz —r1)] = 0
Ary +r
miry +THQﬁ +m3rs = 0
14+ MNry —
ml()# 4+ mary +msrg = 0
und einfaches Umschreiben liefert
Iy (m2 + (]. + /\)m3) = I ()\mg — ml)
rg(mz + (]. + )\mg) = —-TI ()\mz + (]. + )\ml)
r3(m1 — )\Tﬂ3) = I'Q()\Tng + (1 + )\)ml)

Damit konnen wir nun die Beschleunigung einer Masse ¢ durch r; alleine aus-
driicken. Zuné&chst gilt z.B. fiir die Masse 1

. ry —r2 ry —rs
¥ =-G (mg +m

Ity —raf3 3|I‘1 —r3)?
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Nun ist:

r—r, = r|— A — r; = M r
! 2T ! m2+(1+/\)m31_m2+(1+)\)m31
e - )\m2+(1+/\)m1r I+ MM .
L T T e v U+ Nms - ma+ (L4 Nmg
und daher r
i =-G 53
r M1 |I‘1|3 ( )
mit
_ mg(mg + (]. + A)m3)2 mg(m2 + (]. + /\)m3)2
f = M2 1+ \2M2
_ (mg+ (14 X)?ma)(m2 + (1 + X)mg)?
N MZ2(1+ X\)2 ’
Analog dazu findet man:
. Iy . r3
= —Guoy——: =_@G 54
iy EIrn et Mo T (54)
mit
_ (ms 4+ Xmy)(my — Amg)?
pa o = M2)2
O (Mmy+ (T4 A2 me)(Ama + (14 A)my)?
e = X2(1 + \)2D12 ‘

Wir haben also effektiv drei (reduzierte) Zweikdrperbewegungen um den Mas-
senmittelpunkt: der Korper i bewegt sich so um den Schwerpunkt als habe er
keine Masse und die Masse p; befinde sich im Mittelpukt. Aus

r;

e
ergeben sich drei Flichensitze (Drehimpulserhaltung)
rip; = C;. (55)

Die Bedingung der Kollinearitit erfordert, dafl alle drei Winkelgeschwindigkei-
ten ¢; einander gleich sein miissen, d.h.

P1 =2 = P3 = P
Also gilt:
Cl 7“% 01 ’I”%

T 20 T2
02 rs 03 r3
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Die Bahngleichungen

2 .
1+ e;cos(fi — fio)
ergeben, dafl alle e; gleich sein miissen, da bei Kollinearitit f; — fip fiir alle

i’s gleich ist (ansonsten hitte man kein konstantes Abstandsverhéltnis). Damit
ergibt sich also z.B.

i

no_Cips
T3 Cg M1 )

C: (m 4
&= (5)
- ()
H3 -~ \rs
Diese Gleichung liefert uns nun eine Bestimmungsgleichung fiir den Parameter A,

da wir mit Hilfe von 7?7 und ?? beide Seiten durch X und die Massen ausdriicken
kénnen:

Wegen

folgt sofort

B o (mat (L+A)°ma)(ma + (L+Nma)®  _ (ma + (14 Nms)’
43 A2y 4+ (1 +X)2ma)(Ama + (1 +XNm1)2 (Amag + (1 4+ N)my )3’
bzw.

5 (m3 + (1 + )\)2THQ) Mo + (1 + )\)m3
(A2m1 —+ (]. —+ /\)2m2) - )\m2 —+ (]. —+ )\)ml ’
Eine einfache Umformung ergibt hieraus die Lagrange’sche Gleichung 5ter Ord-
nung fiir A

(m1 +ma) N>+ (2ma + 3m)A + (3my + m2)A* — (ma + 3m3) A\
— (3m3 + QTHQ))\ — (THQ + TH3) =0. (56)
Nun besitzt ein Polynom

n
E a;x’
i=0

mit reellen Koeffizienten a; und ag, a,, # 0, bei denen die Folge der a; genau p-
Zeichenwechsel aufweist, p positive Nullstellen oder eine gerade Anzahl weniger.
Nach dieser Descartes’schen Zeichenregel hat die Lagrange’sche Gleichung genau
eine positive Losung fiir A = r32/r21.

Beispiele: a) Im Fall drei gleicher Massen (m; = my = ms) lautet dasBestim-
mungspolynom

0=2X +5X +4X3 — a2 50 —2=(A =12\ + TR + 11N + TN + 2),
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Abbildung 4: Die Librationspunkte Ly, Ly und Ls.

d.h. A = 1. Dies hiitten wir freilich auch erwartet, da in diesem Fall der Schwer-
punkt mit der mittleren Masse zusammenfallen mufl und die Abstinde zu den
duBeren Massen gleich sein miissen.

b) Fiir m1 = 3m;ma = 2m;ms = m lautet das Polynom
SA° + 130N +110% =502 —7A -3 =0,
d.h. A =0,780.... Mit 7y + ro = 7 folgt hieraus:

ry =0,63n; ro=0,3Tp; rs=1,15m.

4.2 Das eingeschrinkte Dreikdrperproblem

In Falle, daf} einer der drei Massen als verschwindent klein angenommen werden
kann, redet man vom eingeschrinkten 3-Korperproblem. Wir wollen den Fall
mgy — 0 studieren. Je nachdem wie die Massen angeordnet sind ergeben sich drei
Konfigurationen, in denen sich ms beziiglich der Massen m, und m3 authalten
kann. Gibt man die Positionen von m; und mgs vor, so heiflen die Punkte, wo
sich m3 aufthalten kann, die Librationspunkte (oder Lagrange-Punkte) L1, Lo, Ls.
Wir schreiben m; = m und mz = pm. Dann lautet die Largrange-Gleichung
nach Division durch m

N+ 30430 —uBNZ+30+1)=0

oder
143X 43N

T314+A+A2/3
Ein Anwendungsbeispiel ist die Bewegung eines Kleinplaneten oder eines Satel-

liten im Gravitationsfeld der Sonne (m; = mg) und eines Planeten. In diesem
Fall ist 4 < 1 und ebenso A < 1. In guter Nidherung gilt dann

"
A~ 32
s

Ist der dritte Korper gleich Jupiter, so ist g ~ 1072 und A ~ 1/15; im Fall der
Erde ist gt ~ 3-107% und A ~ 1/100.

)\3

4.3 Gleichseitige-Dreiecks-Ldsungen

Er existieren noch weitere Librationspunkte, die wir jetzt untersuchen wollen.
Wir werden dazu die Bedingung der Kollinearitét aufgeben, aber weiter fordern,
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daf sich die Massen in einer Ebene bewegen sollen und die geometrische Form
der Konfiguration sich nicht dndert, d.h.

r12 23 31
= = = t A
(7“12)0 (7“23)0 (7“31)0 g( ) ( )
Pr=pa=9p3 = @) (B)
Hier bezeichnet (r,;)o den Abstand r,; zu einem Anfangszeitpunkt, ¢ = 0.

Die Geschwindigkeitskomponente von m, senkrecht zum Radiusvektor x, ist
also r,. Wir legen den Ursprung unseres Koordinatensystems wieder in den
Massenmittelpunkt, d.h.
3
Z m;r; = 0
i=1

und daher

ma(r1 —ra) + mg(ry —r3) = moris + mgris
= ri(ma + mg3) —mars — mars
= Mry — (m1r1 + mors + TH3I‘3)

= Ml‘l .
Zusammen mit den Bedingungen (A) und (B) ergibt sich hieraus
M?r7 = [g®)]? {m3(r12)g + m3(r13)g + 2mams(r12)o (r13)o cosn} . (57)

Hier ist n der Winkel zwischen x15 und x;3; dieser ist aufgrund der Bedingung
(B) zeitlich konstant. Daraus folgt

r1=(ri)og(t)

und entsprechende Relationen mit der selben Zeitfunktion g(t) miissen fiir ry
und r3 gelten, d.h.

ri = (ri)og(t). (58)

Aus dem Drehimpulserhaltungssatz

3
E m;r; X I‘Z
i=1

egibt sich damit
Z [mi(ri)g] g*(t)¢ = const.
i
bzw.
g*(t)¢ = const.
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Dies bedeutet, dafl der Drehimpuls jeder Masse beziiglich des Massenmittel-
punktes zeitlich konstant ist. Dies bedeutet also, daf} in unserem Bezugssystem
die Kraft auf Kérper ¢ nur eine Radialkomponente F; aufweist. Diese ergibt sich
zu

Fy = m;(F; — ripl) = mur; <§ - ¢2> , (59)

woraus man erkennt, dafl F; proportional zum Abstand r; des Korpers 7 vom
Massenmittelpunkt ist.
Da die Kréfte nur in radiale Richtung weisen gilt

X; X Xl =0
und unter Verwendung der Bewegungsgleichungen erhilt man (k #4,5;j # i)
X; X mjx—?)j +mkx—3k =0.
Tij Tik

Zusammen mit der Schwerpunktsbedingung . x; = 0 kénnen wir diese Bedin-

gung auch so schreiben
1 1

ij  Tik
Offensichtlich besitzt diese Gleichung zwei Klassen von Losungen:

1) alle Massen befinden sich auf einer Geraden; dann verschwinden n#mlich
alle Kreuzprodukte x, X x3. Dies sind die kollinearen Ldsungen, die wir bereits
besprochen haben.

2) Alle Relativabstinde r;; sind gleich; dann verschwindet die Differenz derar-
tiger Abstéinde in der Klammer. Dies sind die gleichseitigen-Dreiecks-Ldsungen.
IN diesem Fall ist r;; = r, fiir alle moglichen Kombinationen ¢ und j (j # i).
Die Bewegungsgleichung z.B. fiir m; lautet dann

X = r_3(m2X12 + m3X13).

Zusammen mit Gleichung 7?7 lautet dies
)"(1 + —3X1 =0.
r
Wir wollen hierin noch r durch r{ ausdriicken:

2.2 _ 2,2 2.2 _ -
Mory = mjri; +miri, + 2mimgrij - Tig

r2(m§ +mj + mjmy).

30



Eingesetzt in 7?7 erhalten wir

. r;
X; = —GMl—3
ri

(61)

mit
(m? +mj + mjmy)>/?

(m1 + mo + m3)2

Physikalisch bedeutet dies, daf sich jeder der Kérper ¢ so um das Massenzentrum
bewegt, als wire er masselos und eine Masse M; befinde sich gerade dort. Sind
die Anfangsgeschwindigkeiten entsprechend gewiihlt, so bleibt die Konfiguration
in der Gestalt eines gleichseitigen Dreiecks.

Verschwindet die Masse z.B. des zweiten Teilchens, so ergeben sich die wei-
teren Librationspunkte L4 und Ls.

Beispiele: a) Um die Punkte Ly und L beziiglich Sonne und Jupiter bewegen
sich die Trojaner-Asteroiden. Ein Trojaner kann sich rund 20° von den Punkten
L4 oder Ls wegbewegen, er bleibt aber fiir sehr lange Zeit in einer Bahn um den
entsprechenden Librationspunkt.

b) Im Saturnsystem scheint der kleine Mond 1980 S12 im Librationspunkt L4
von Saturn und dem groflen Saturnmond Dione zu stehen.

4.4 Das Jacobi-Integral im eingeschréinkten 3-Koérperpro-
blem

Ein Probekérper kleiner Masse (m — 0) bewege sich im Feld zweier Massen-
punkte m; und ms, welche sich auf Kreisbahnen um den gemeinsamen Schwer-
punkt S bewegen mogen. Beziiglich kartesischer Inertialkoordinaten mit Ur-
sprung in S gilt fiir das Probeteilchen

r—rIr; Ir —I9

r=—-Gmy — Gmy—~ =VUg
|r — 2|3

I

UG:G< 1 + 2 >
r —r1| |r—rs

Wir wollen nun von den Inertialkoordinaten auf mitrotierende iibergehen,
derart dafl die beiden massiven Korper my und msy auf der neuen Z-Achse zu
liegen kommen. In diesen lautet die Bewegungsgleichung

mit

T+2xT4+wx (wxF)=VUs.

Hier ist w die Winkelgeschwindigkeit des rotierenden Systems beziiglich der
Inertialachsen, der zweite Term auf der linken Seite beschreibt die Coriolis-
Beschleunigung. Der folgende Term liefert die Zentrifugalbeschleunigung; er 148t
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sich als Gradient eines Potentials darstellen, so dafl wir die Bewegungsgleichung
im rotierenden System so schreiben kénnen (die Striche lassen wir jetzt wieder
weg):
F 42w x1t=VUr (63)
mit 1
Ur =Uqg + §(w X r)2. (64)

Der Gradient des zweiten Termes ergibt gerade die Zentrifugalbeschleunigung.
Multiplikation mit ¢ und Integration {iber die Zeit ¢ liefert

/f-fdt+2/f-(wxf)dt:/f-VUTdt.

Da w x r senkrecht auf r steht, trigt der Coriolis-Term nichts bei und die
Integrale liefern

1
51"2 = Ut + const.

bzw.
2 = 2Ur — C. (65)

Diese Gleichung beschreibt das sogenannte Jacobi-Integral oder die Energieer-
haltung im mitrotierenden System.

4.5 Hillsche Grenzflichen

Wir wollen das Jacobi-Integral in speziellen Einheiten weiter analysieren. Die
Einheit der Masse legen wir durch mj + mo = 1 fest; d.h. setzen wir ms = p
dann ist m; = 1 — p. Die Einheit der Linge legen wir durch |ry —ri| = 1 fest;

legt die Wahl G = 1 die Einheit der Zeit fest. Damit ergibt sich der Betrag der
Winkelgeschwindigkeit w auch zu Eins, da w? = n? = G(m; +ma)a 3 = 1. Aus
der Schwerpunktsbedingung folgt, dal unter diesen Bedingungen im rotierenden
System die beiden Massen m, und ms bei 1 = —p und z2 = 1 — p sitzen. Fiir
das totale Potential Ur ergibt sich dann

1-—
(1‘2 + y2) + Tu + % (66)

Ur =

DN | =

mit
7'% = ((:L’ _ 1’1)2 _+_y2 + 2‘2); T% — ((1, _ 1‘2)2 +y2 _+_22).

Das Jacobi-Integral lehrt uns, daf$ r> = 0 genau fiir 2Ur = C gilt. Zu gegebenem
C sind die Flidchen verschwindender Geschwindigkeit also durch

F(z,y,2z;C)=2Ur —C =0 (67)
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gegeben. Diese Flichen heiflen Hillsche-Grenzflichen; sie begrenzen die Berei-
che, in denen sich das masselose Teilchen aufhalten kann. In den Bereichen mit
2 > 0 ist ndmlich auch F > 0. In Bereichen mit F < 0 dagegen wire I ima-
gindr; hier kann sich das Teilchen nicht aufhalten. Abb. 77 zeigt Schnitte der
Hillschen-Grenzflichen in mitrotierenden Koordinaten.

Es ist interessant zu bemerken, daf} die fiinf Lagrange-Punkte Ly, ..., L5 als
stationdre Punkte von F' bzw. von Ur auftreten fiir die gilt:

0=dF =dUr = (z + Ug.)dz + (y + Ug,)-

Hier ist (' =1—p)

9 pa+p)  ple—p)
Us =20, =_ _
Ge = 5g ¢ r3 3
und 5 ,
Wy oy
Ugy= S Ug=-FY 1
Gy = 9y ¢ r3 r3

Da die Terme mit dz und dy unabhéngig sind ergeben sich hieraus zwei Glei-
chungen

e o= p@+pr? +ple—p)ry?® (68)
y = yu'r® 4 pyry?® (69)

Wir unterscheiden zwei Fille: 1. y # 0. In diesem Fall liefert die zweite Gleichung
1 = p'r7* 4+ pry®. Einsetzen in die erste Gleichung liefert ro = 1 und damit
folgt auch r; = 1. Die ergibt die Lagrange-Punkte Ly und L5 an den Kanten
der gleichseitigen Dreiecke.

2.Isty=0,s0ist r? = (z —21)?> = (x +p)? und 73 = (z —22)% = (x — p')?,

also ,

T+ T — U
o pft " e —

z =y

Sei wieder A = ro3/791 = ro3 = |z — x2|. Wir wihlen die Vorzeichen so, daf§
A=z—p' . Dannist z = p' +Aund 2 +p = A+ p' + p = A+ 1. Damit liefert
die letzte Gleichung

L—p 1%
l—p+r——— L =
PEAT Ty e T
oder
N4+ (B =M+ B =2 — (A2 +2X+1) =0. (70)

Dies ist aber genau die Lagrange-Gleichung fiir my; = 1—pu, ms = pund mg = 0,
d.h. es ergeben sich hieraus die drei kollinearen Librationspunkte L;, L, und Ls.
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4.6 Enge Bahnen um die Lagrangeschen Dreieckspunkte

Wie Figur 7?7 zeigt, sind die Librationspunkte L, Ly und L3 Sattelpunkte, L4
und L; Minima von Ur, d.h. Maxima der potentiellen Energie. Man kénnte
daraus schlieen, daf3 alle Librationspunkte instabile Aufenthaltsorte sind. Dies
stimmt auch in Regel fiir L1, L» und L3. Die Punkte L, und Ls sind jedoch
unter gewissen Voraussetzungen aufgrund der Coriolis-Kraft stabil. Wir wollen
uns nun eine Testmasse in einem Lagrangepunkt des eingeschriankten 3-Korper-
problems denken und untersuchen was geschieht, wenn wir die Testmasse aus
dem Librationspunkt etwas herausbewegen.

Die Bahnebene der massiven Korper sei die z — y — Ebene unseres Koordi-
natensystems. (zr,yr) bezeichne einen der Librationspunkte. Wir wissen, daf§
an dieser Stelle 0 = dU = U ,dz + U ,dy (U = Ur) gilt. Sei (zr, + &,y + 1, ()
der Ort eines Probekoérpers in unmittelbarer Nihe des Librationspunktes. Die
Bewegungsgleichung lautet im mitrotierenden System

F+2wxr=VU.

Setzen wir w = 1 und w = e, dann folgt aus der Bewegungsgleichung

i+26 = Uy +nUyy + Uy (71)
( = €U.p+nU.y+CU.

0*U
Uzy - <8[L’8y>XL etc.

Eine spezielle Losung dieses gekoppelten Systems von Differentialgleichungen
lautet

mit

5 = 50 eXta n="To eXta C = CO eXt' (72)
Setzen wir dies in (?7) ein, so erhalten wir die algebraischen Gleichungen
(X2 - Uzz)go - (2X + Ury)n() —Uiz(o = 0
(2x = Uye)éo + (X2 = Upy)mo = Uy:Go = 0 (73)
- ZIEU - Uzyno + (X2 - Uzz)([) = 0.

Mogliche Losungen fiir x erhilt man, indem man fordert, daf§ die Koeffizien-
tendeterminante verschwinden soll. Fiir ein Teilchen, deren Bewegung auf die
x — y — Ebene beschriankt bleiben soll mufl dann also gelten:

(X* = Usa) (X* = Uyy) +4x° = U3, =0,

bzw.

X'+ (4 = Use — Uyy)X* + (UgaUyy = UZ,) = 0. (74)
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Die Losungen dieser Gleichung sagen uns, ob die engen Bahnen um die Librati-
onspunkte stabil oder instabil sind: ist der Realteil von x verschieden von Null,
dann sollte die Bahn instabil sein. Man bedenke hierbei, daf§ die Gleichung Wer-
te fiir x? liefert, d.h. daf} in diesem Falle ein x mit positivem Realteil existiert,
welches zu grolien Werten von £, 7 und ( fiihrt. Im Falle eines verschwindenden
Realteiles von x konnen stabile, periodische Bahnen um die Librationspunkte
existieren.

Man findet auf diese Art und Weise, daf} die kollinearen Librationspunkte in
der Regel instabil sind. Nur ganz spezielle Bahnen um L;, L» oder L3 kénnen
periodisch sein. Eine {ibliche Bahn macht dagegen nicht mehr als etwa zwei
Umldufe um Lo oder Ls, bevor diese sich vom Lagrangepunkt entfernt.

Anders ist die Situation an einem der gleichseitigen Dreieckspunkte Ly und
Ls. Hierist ry =ry =r =1,

1

1
TL=75 "M yLZig\/g; zr = 0.

Betrachten wir z.B. den Punkt L, mit y;, = 4++v/3/2, dann findet man

3
Uzz - Z; Uzz = -1
9 3V3
Uy=73 Uy = —~(1-2) (75)
und
U:tz = Uyz = 0.

Setzen wir dies in 7?7 ein, so ergibt sich fiir enge Bahnen in der z — y — Ebene
27
X'+ =)

und damit 1 1
W = =5 & 5T 2Tu(l - ). (76)

Nun sind alle vier Wurzeln dieser Gleichung rein imaginér, falls
1-27pu(1—p) > 0. (77)

Um dies einzusehen, betrachten wir zunéchst die Nullstelle des Radikanten:

1 23
=4/ = e ~ 0. .
=g Tog = Mer = 0.03852

Wenn wir annehmen, dafl m; > mso, so mufl u < 0.5, d.h. wir miissen das
Minuszeichen in dieser Gleichung verwenden. Daraus folgt, daBl der Radikant
hochstens den Wert 1 annehmen kann, némlich im Grenzfall y = 0. Aus 7?7
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ergibt sich dann, da unter der Bedingung p < per alle Wurzeln fiir y rein
imaginiir sind und enge Bahnen um L4 (und um Ls) stabil sind. Im System
Sonne und Jupiter ist p ~ 0.001, so daf3 die Stabilitédtsbedingung erfiillt ist und
die Trojaner um die Librationspunkte Ly und Lj oszillieren.

Diese mathematischen Ergebnisse lassen sich physikalisch verstehen. Ein
Korper, der mit Anfangsgeschwindigkeit Null im mitrotierenden Koordinaten-
system, in die Ndhe des Lagrange-Punktes L, gebracht wird, wird anfinglich
den Potentialberg hinunter, also weg von L4, beschleunigt. Sobald aber seine
Geschwindigkeit von Null verschieden ist, beginnt die Coriolis-Kraft zu wirken,
die den Korper senkrecht zu seiner Bewegungsrichtung beschleunigt. Durch die
dadurch hervorgerufene Kriimmung der Bahn senkrecht zum Potentialgradien-
ten wird verhindert, dafl der Testkorper die Umgebung von L4 verlafit, wenn p
kleiner ist als der kritische Wert ;.
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5 Die Rotationsbewegung eines Korpers

5.1 Die Eulersche Theorie des starren Kreisels

Beziiglich Inertialkoordinaten (¢,x) gilt fiir einen Korper die Drehimpulsbilanz

dL
-~ _D
7 (78)

mit dem Drehimpuls

L= /d?’:r p(x X V) (79)
und dem Drehmoment

D= /d3m p(x x a). (80)

Hier ist p die Materiedichte, x,v und a sind Ort, Geschwindigkeit und Be-
schleunigung eines Materieelementes. Fiir einen Korper, welcher starr um eine
Drehachse w rotiert gilt

V=wXX. (81)

Setzen wir dieses Geschwindigkeitsfeld in die Definition von L ein, so erhalten
wir mit a x (b x¢) =b(a-c) —c(a-b)

L= /d3xp[x X (% x)] = /d%[xzw — x(x - w)].

L und w héngen fiir einen starren Korper iiber den Trégheitstensor C;; (ei-
ne symmetrische 3 x 3 Matrix) miteinander zusammen. Mit der Einsteinsche
Summationskonvention gilt

Li = Cijw]' (82)
mit

Cij = /d3w p(x?6;; — x'x?). (83)

Hier ist d;; das Kronecker-Symbol:
1 di=y
0ij = { 0 : sonst.

Beziiglich gewisser mitrotierender Hauptachsen nimmt der Tragheitstensor Dia-
gonalgestalt an, d.h.

A0 0
Ci=| 0 B 0
00 C

(A, B,C) heiflen die Haupttrigheitsmomente des starren Korpers. Die Haupt-
achsen mogen durch drei orthonormierte Basisvektoren ;) (i = 1,2, 3) charak-
terisiert werden. Beziiglich ;) gilt:

L1 = Awl, L2 = BWQ, L3 = CuJ3.
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Die Gleichung dL/dt = D ist die Grundlage fiir eine mathematische Beschrei-
bung von Préizessions- und Nutationsbewegung astronomischer Kérper. Fiir eine
Beschreibung der sogenannten Polbewegung geht man besser in ein mitrotieren-

des System. Ein mitrotierendes System von Basisvektoren efg)t (1 =1,2,3) ist
durch
rot __ rot
ae(l) =w X e(l)
gegeben. In einem solchen mitrotierenden System gilt die dynamische Gleichung
der Drehbewegung

dL? d

_ d i roty __ rot i rot
bzw. 5
D=_-L+wxL. (84)

ot

Diese Gleichung kénnen wir auch in Komponentenform schreiben
D; = LZ + €ijpw; L.
Hier ist €;;; das vollstdndig antisymmetrische Levi-Civita Symbol
€123 = +1

und durch Vertauschen von jeweils zwei Indizes erhilt man einen Faktor von
(—1). Bei zwei gleichen Indizes verschwindet damit das Levi-Civita Symbol.

7.B. ist €315 = —€132 = +€123 = +1. Ausgeschrieben lauten diese Gleichungen
D1 = Ll + ((UQL?, — UJ3L2)
D2 = LQ + (W3L1 — w1L3)
D3 = L3 + (w1L2 — w2L1)

Sind e’E;?)t = m(;) die Haupttrégheitsachsen, so ergeben sich die Eulerschen Krei-
selgleichungen (L; = A, etc.)

D1 = Aw1 + (C - B)wQW3
DQ = BL:JQ + (A - C)w3w1 (85)
D3 = Cw?, + (B - A)wlwg.

Wir wollen zuniichst das &ulere Drehmoment aufler Acht lassen annehmen, daf

A~B
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gilt. Dies ist fiir einen angendhert axialsymmetrischen Korper wie die Erde der
Fall. In dieser Ndherung lauten die Eulerschen Kreiselgleichungen

Ad)l + (C - A)wgw?, =0
Ad)Q — (C — A)w;;wl =0 (86)
Cws = 0
und daher
w3 = const. = Q. (87)
Sei c_ A
Ofp = TQ,

die Euler-Frequenz, dann lauten die verbleibenden zwei Gleichungen

w1 +o0pws =

Wy —Opw =

d.h.
wy = feos(opt +7); wo = Psin(opt + ) (88)

mit Konstanten g und . Es folgt
wi +ws = B% = const.

Zusammen mit w3 =const. bedeutet dies, dafl der Rotationsvektor w auf ei-
nem Kreiskegel (dem Polhodiekegel) um die Haupttrigheitsachse umliuft. Die
Umlaufperiode ist dabei die Euler Periode

2m A 27

Die tatséchliche Periode bei der Erde ist jedoch die Chandler-Periode
Top = 430 Tage.

Sie kommt durch die elastische Deformierbarkeit der Erde zustande. Bei der Erde
betrégt der Winkel zwischen Haupttrégheitsachse m(3) und der Rotationsachse
rund 0.”3, entsprechend 9 Meter am geometrischen Pol der Erde. Ohne duflere
Drehmomente ist die Drehimpulsachse L raumfest, w lduft auf dem Herpolhodie-
kegel um L mit einer Periode von etwa einem Tag (freie tégliche Nutation) um.
Der Winkel zwischen L und w betrégt fiir die Erde rund 0.”001, entsprechend
3 Zentimeter auf der Erdoberfliiche, d.h. fiir die Erde fallen Rotationsachse und
Drehimpulsachse praktisch zusammen.
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Abbildung 5: Bewegung der Haupttrigheits-, der Drehimpuls- und der Rotati-
onsachse in der Eulerschen-Kreiselbewegung

5.2 Die nicht-starre Kreiselbewegung

Wir gehen aus von der Euler-Gleichung in der Form

D:%+wa.

Diese gilt in einem geeigneten Basissytem ef?)t mit

d rot __ rot
%e(l) =w X e(l) .

Fiir einen elastischen, deformierbaren Korper setzen wir nun an
Li = Cij (t)w]' + li(t), (90)
wobei
Cij = /d3w p(x?6;; — x'a?)
und
li = €iji /d3a: pwjﬁk.

k; ist hier der Relativdrehimpuls und v die Teilchengeschwindigkeit beziiglich
der mit w rotierenden Achsen. Damit gilt die Liouwville-Gleichung

0
D; = E(Cijwj + li) + €ijk w]-(Cklwl + lk). (91)
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Fiir eine elastische Erde, deren Gestalt permanent von Gezeitenkriften etc. verdndert
wird ist eine geeignete Definition des rotierenden 3-Beins auf verschiedene Arten
moglich. Oft wihlt man Haupttragheitsachsen, definiert tiber C;; = 0 fiir i # j,
oder sogenannte Tisserand-Achsen, definiert {iber [; = 0. Wir wollen folgenden
Ansatz machen

Cii = A4cn; Ciza=ci2; wi =0my
Coy = A+dca; Ciz=ci3; wr=0my
Cy3 = C+ C33; Cas = C23; W3 = Q(l + m3)'

Hier sollen alle Groflen c¢;; und m; alle kleine Groflen erster Ordnung aufge-
faflt werden. Die Liouville-Gleichung ergibt dann z.B. bis auf Gréflen zweiter
Ordnung

0
D, = a(cnwl + Crawy + Crzws + 1)

+e123w2 (C31wi + Caawr + Czws + 13)
+e130w3(Corwr + Casws + Cozws + 1)
= Ale + 9613 + il + QQm2C — Q(l + mg)[Ang + 0239 + lQ]

= QZ(C — A) |:? + m2] — 02623 + Qé13 - Ql2 + l.l .
E
Diese Gleichung wollen wir in folgender Form schreiben:
@ + mo = '¢J2. (92)
OE

Analog dazu findet man die Gleichungen:

@ —mi = — (93)
oE
s = . (94)

Die drei Funktionen 1,92 und 3 heiflen Anregungsfunktionen. Fiir diese gilt:

b1 = [QPeis + Qéag + Qly + o — Do) /[Q(C — A)], (95)
1/12 = [92623 — Qélg + le — l.l + Dl]/[Qz(C — A)] (96)
Y3 = [—92033 —Ql3 + Q/O D3 dt]/[QZC] (97)

Die linken Seiten der Euler-Liouville Gleichung fiir die Grélen (my, mso, ms)
beschreiben dabei die Polbewegung (m;,ms und die Schwankungen der Ta-
geslinge (mg); sie sind daher mit astronomischen Beobachtungen verkniipft. Die
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Anregungsfunktionen v; beschreiben die Ursachen fiir eine Abweichung von der
Bewegung eines kréftefreien starren Korpers. Sie resultieren aus den Drehmo-
menten von Mond, Sonne und Planeten und geophysikalischen Prozessen.

Die Liouville-Gleichung fiir die Polbewegung 148t sich sehr kompakt mit
komplexen Gréfen schreiben. Mit

m=my +ima, 1 =1+ iths (98)

und
c=ci3+ice3; =11 +ils; D=D;+iD>
lautet die Liouville-Gleichung fiir die Polbewegung einfach
i =, (99)
oE

Die komplexe Anregungsfunktion v ist durch

1 2 .. o
gegeben. Fiir ¢ = 0 erhalten wir das alte Ergebnis in der Form
m o 7=

mit der Euler Periode Tr. Mit Anregungsfunktion kann man formal schreiben
t
m = eiort {mo - iUE/ Y(T)e” 9T dr| . (101)
— 00

Wir wollen nun die freie Bewegung einer elastischen Erde studieren. Die Ab-
leitung der entsprechenden Anregungsfunktionen erfordert einige Uberlegungen.
Wir wollen dazu von einer kugelférmigen nichtrotierendenErde ausgehen mit

Cij = 1(5”

Eine Rotation wird dann die elastische Kugel deformieren und das resultierende
Trégheitsmoment wird Korrekturglieder proportional zur Winkelgeschwindig-
keit erhalten. Da die Zentrifugalkrifte fiir die Deformationen verantwortlich
sind verhalten sich diese wie die Quadrate der Winkelgeschwindigkeit. Formal
kann man von folgendem Ansatz ausgehen
RS 1

Cij = [6ij + k% <wiwj — §w25ij> .
Hierin ist die Love-Zahl k einfach ein Maf fiir die Rotationsdeformation der
Erde. Fiir den Zusammenhang von C;; mit den Haupttrdgheitsmomenten be-
trachten wir zunéchst eine quasi-stationire (sikulare) Situation mit wy = ws =0
und w3 = Q. In diesem Falle schreiben wir k = k,. Dann ist
ks RE, 2k, RS

2, _ _ D N2
S Om=0=1+ 2002

Cii=Cp=A=1-
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Daraus kénnen wir einen Zahlenwert fiir die sikulare Love-Zahl k, ableiten:

_3G(C — A)

Fiir ¢ # j lassen sich die Deviationsmomente dann schreiben als

5 k wiws
_ D — !
cij = kgqwivi = ks oz (0= A).
Speziell haben wir
k k
c13 = —(C = A)my;  co3 = —(C — A)ma,
ks ks
d.h.
c= E(C —A)m
= .

(102)

Wir wollen nun zu dieser Rotationsdeformation die zugehérigen Anregungs-
kunktionen berechnen. Auf den rechten Seiten der Gleichungen fiir 11 und ¢»

betrachten wir nur die ¢13 und co3 Anteile:

[c—i¢]~ —m.

. 1
1/1:1/114‘“/12:92 .

C—4)
Die Liouville-Gleichung fiir die Polbewegung lautet damit
i +m~-—m
OF - k‘s

oder
im + ogm = 0.
D.h. die Frequenz der freien Nutation reduziert sich von og auf
ks — k

Op — OF L -
S

Den Wert fiir £ kann man aus Gezeitenmessungen erhalten
k~0.29
und damit ist
oo _Tg 0.96-0.29 ~07
o To 0.96 -

Damit 148t sich die Chandler-Periode verstehen.
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6 Das Gravitationspotential in Auflenraum ei-
nes ausgedehnten Korpers

Die Gravitationsbeschleunigung die eine ”punktformige” Masse M auf eine Pro-

bemasse ausiibt,
GMr

a=——-,
r2 r

148t sich aus dem Gravitationspotential

M
U - GT

gemif
a=VU

ableiten. Auflerhalb einer Massenverteilung erfiillt U die sogenannte Laplace-

Gleichung
AU = 0. (105)

Hier ist A der sogenannte Laplace- oder Delta-Operator. In kartesischen Koor-
dinaten gilt
0? 0? 0?
A= —+——+—=.
ox? + Oy? + 022

Man sagt auch, U sei eine harmonische Funktion.

Wir wollen iiberpriifen, ob (1/r) wirklich eine harmonische Funktion ist. (1/r) =
(> + 9> + 232 2B, st

il
Summieren wir iiber i = 1,2, 3, so heben sich die Terme gegenseitig weg, d.h. (1/r) ist
in der Tat eine harmonische Funktion.
In Kugelkoordinaten lautet die Laplace-Gleichung

102 1 0 ( 8U> 19U

- — [ sinf— YTl
r Or2 (rU) + r2sin§ 00 i 00 72 sin” § O¢p?

=0. (106)
Hier sind (r,6, ¢) die mathematischen Polarwinkel: Mit dem Ansatz

U(r,0,¢) =

B0 pw)a)

ergibt sich

=0.

2 2
PQdR RQ d (sinQdP> RP d°Q

dr2 ' r2sinfdf o r2 sinzﬁdfﬁ2
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Abbildung 6: Die Polarwinkel § und ¢.

Multiplikation mit 72 sin? §/(RPQ) liefert

1d2R+71 i sint9E +ld2—Q—0
R dr?2  r2sin6P do do Qdp?

Die ¢-Abhiingigkeit steckt nur im letzten Term, d.h.

5657622 = const. = —m2,
bzw.
Q9) = e™?

Wir haben dann
PER 1 d (AP m
R dr?2  sin@P df

Die r-Abhingigkeit steckt hier nur im ersten Term, d.h.

2d2
%d—7f = const. = l(l + 1)7
bzw. d2R l(l )
+1
e

Setzt man dies in die verbleibende Gleichung fiir P(6) ein, so erhalten wir

1 d dP m?
= Y g - _p— ut )P
sin6 do <Sm d6> sin? f t+D
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In dieser Gleichung fiir P(#) wollen wir setzen: © = cosf. Dann ist dz/df =

—sinf und
d_d(d)_ o4 d_ 1 d
a0 dr \ag) ~ ""a@ dr T sindde
und die Gleichung fiir P lautet

d dP m?

- [(1 - mz)%] + [l(l +1) - 1—2} P =0. (107)

Die ist die verallgemeinerte Legendre-Gleichung. Die gewdhnliche Legendre-
Gleichung erhalt man fiir m = 0:

d

- {(1 - a;?)%] +1(l+1)P =0. (108)

Losung dieser Differentialgleichung sind die Legendre-Polynome

1 d o,

() = 57t gt 7

—1) (Formel von Rodrigues’). (109)

P,(z) ist ein Polynom I-ter Ordnung in 2. Damit gilt

PO (.’E) =1
P(x) = =z

Lo o
Py(z) = 5(3:1: -1)
Py() = 5(50° —3a)

etc. Die verallgemeinerte Legendre-Gleichung wird durch die verallgemeinerten
Legendre-Polynome, PJ"(x), gelost

dm
m _ m 2\m/2
P(@) = (=)™ (1 = a*)"2 2 Pi(a). (110)
Achtung: viele Autoren lassen hier den Faktor (—1)™ weg! Man redet dann von
unterschiedlicher Phasenkonvention. Zusammen mit der Rodrigues’ Formel hat
man:

(D" | g 4
I

Die Kugelflachenfunktionen Yi, (6, ¢) definieren wir iiber

B (x) = (a? = 1. (111)

204+ 1 (1 —m)!
47 (I 4+ m)!

Yim(0,0) = P (cos §)ei™?. (112)
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Hier ist der Normierungsfaktor so gewihlt, daf3

2m ™
/ Y Vi d) = / do / d0sin O Yy, (6, 0)Yim (0, 6) = Spibmom.  (113)
0 0
Die Kugelflichenfunktionen bilden ein vollstéindiges Funktionensytem, d.h. jede
Funktion g(6, ¢) auf der Einheitskugel kann man nach Y},;,’s entwickeln:

oo+l

96,8) =D > AmYim(6,6)

=0 m=-1

Zu beachten ist, daf3
Yim =0 fiir |m| > L.

In unserer Notation ist etwa

—

Yoo =

Vamr
87

Y11 = —H 3 Sin0€i¢

T
3

Yio = ECOSG

I B B T

Yoo = Va2, sin” fe
1 .

Yo = — —Ssint‘)cosOe’d’
8w

/5
Yoo = —
20 g

Kommen wir nun zur Poisson-Gleichung zurtick.

/N

1
gcos20—§>.

U(r,6,6) = - R("¥in (0, 6) (114)
ist offensichtlich eine Lésung von
AU =0
mit

AYyy, = =11+ 1)V,
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und
¢RI +1)

dr? r2

Diese Radialgleichung wird gelost durch

R=0.

Im
rl ’

R = const.

so daf} die Losung der Laplace-Gleichung schlielich lautet

oo+l

U 0,6) =G 3 Vi (6,0). (115)

=0 m=—1

Wegen Yoo = 1/v4n ist die Gesamtmasse des gravitierenden Korpers gerade

durch M
M=%

VAT

gegeben. Den Dipolterm mit [ = 1 kann man durch geeignete Wahl des Koordi-
natenursprunges als Massenmittelpunkt eliminieren. Dann ist

fj Z ’mYzm 0 ¢)]

=2 m=-1

U(r,0,¢) =

mit M;,, = M, /M. In der Geodésie spaltet man Y., gerne in Real- und Ima-
ginirteil auf und schreibt fiir das Potential im Auflenraum der Erde

au
T

0o l
U= 1+ Z (%) Py (cos ) (Cry cosme + Sy, sin mep) (116)

=2

Man beachte, dafl in dieser Form die Summe iiber m jetzt nur von Null bis
Unendlich 1§uft. Die dimensionslosen Grofien Cy,, und Sy, werden Potentialko-
effizienten genannt.

Fiir einen rotationssymmetrischen Kérper muf3 die ¢-Abhéingigkeit wegfal-
len, d.h. m = 0. In diesem Falle schreibt man

- f: (%)l Ji P (cos 9)1 (117)

=2

GM
r

U=

mit
Jl - —Cl().

Die Groflen J; werden zonale Potentialkoeffizienten oder (dimensionslose) Mas-
senmultipolmomente genannt, J> Quadrupolmoment, J3 Oktupolmoment usw.
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7 Der Einsatz eines Computer-Algebra-Systems
in der Himmelsmechanik

So manchem Beginner mogen Bessel-Funktionen oder Kugelflichenfunktionen
als allzu abstrakte Gebilde erscheinen. Man ist hier geneigt, solche Funktionen
anders zu bewerten als zum Beispiel die elementaren trigonometrischen Funktio-
nen, die Exponentialfunktion oder die Logarithmus-Funktion. Ein wesentlicher
Grund dafiir liegt in der leichten Verfiigbarkeit der zuletzt genannten Funktionen
auf jedem billigen Taschenrechner. Mit der raschen Entwicklung der Verbreitung
der PCs hat sich diese Lage jedoch grundsétzlich gedndert. Es existiert heute
eine Reihe von Computer-Algebra-Systemen fiir PCs (oder Workstation), mit
denen man genauso einfach mit Bessel-Funktionen wie mit Sinus-Funktionen
umgehen kann. Derartige CAS stellen heute kleine Mathematik-Genies dar, die
nahezu alles kénnen, was ein guter Mathematiker kann. Dariiber hinaus haben
sie eine beeindruckende Graphikoberfliche etwa zur 3D-Darstellung von Flachen
etc.

Im Moment sind zwei CAS fiihrend auf dem Markt: MAPLE und MATHE-
MATICA. Mathematica ist von Stefan Wolfram und vielen Mitarbeitern ent-
wickelt worden. Es wird von der Wolfram-Co. kommerziell vertrieben und lau-
fend weiterentwickelt.

Maple ist ein Produkt langer Forschungsarbeit der Waterloo-Universitit in
Kanada und der ETH in Ziirich. Eine erste Version (3.3) kam 1985 auf den
Markt. Auch Maple wird laufend verbessert und weiterentwickelt. Die momen-
tane Version ist das Release 4.

Beide CAS sind sehr komplex und nicht frei von Fehlern. Als konkurrierende
Produkte auf dem Weltmarkt sind beide inzwischen so ausgereift, dafl man nicht
eindeutig sagen kann, welches der beiden Systeme das bessere darstellt. Beide
Systeme erfordern einen gewissen Mindestbedarf an Hauptspeicher, der etwa
bei 6 bis 8 MB liegt. Zum komfortablen Bedienen dieser Systeme sind jedoch
vielleicht 16 MB oder mehr wiinschenswert.

7.1 Maple: eine kurze Einfithrung

Wir wollen uns hier kurz Maple vorstellen und damit dann einfache Anwen-
dungen in der Himmelsmechanik studieren. Wir wollen annehmen, daf3 Maple
auf einem PC installiert vorliegt und nachdem wir das CAS aufgerufen ha-
ben, z.B. durch Doppelklick auf das Maple-Symbol in Windows95, kénnen wir
Maple-Befehle eingeben, die mit dem Terminator-Symbol (ein Semikolon) ab-
geschlossen werden miissen.

7.1.1 Der Umgang mit Zahlen

Maple versucht, wenn moglich analytisch zu rechnen. Die Eingabe
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> 1/12 4 1/14;

liefert das Ergebnis
13

84°
Numerisch kénnen wir es mit

> evalf(");
auswerten. Das ”-Zeichen verweist dabei auf die letzte Ausgabe. Man erhilt:
.1547619048.
Mit
> Digits := 20; evalf(13/84);
erhélt man das Ergebnis auf 20 Stellen genau.
> evalf(Pi,500);
liefert die Zahl 7 auf 500 Stellen. Die Euler-Zahl e erhélt man mit
> evalf(exp(1.));
die Eingabe
> sin(4/9*Pi) + sin(Pi/4);
liefert A .
sin <§7r> + 5\/5

und den numerischen Zahlenwert erhilt man wieder mit evalf(”); . Auch kom-
plexe Zahlen sind fiir Maple kein Problem, wobei die imaginire Einheit /—1,
das Symbol I trigt. Die Eingabe

> a:= 10 + 3*I; abs(a);

ergibt
V109

und der anschlieffende Befehl
> evalf(");

liefert schliefllich das numerische Ergebnis von
10.44030651.

Die Stérke eines CAS zeigt sich aber darin, dal man genausogut mit Symbolen
arbeiten kann, wie etwa in

>c:=(d + 7*p)"4; .
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Mit

> expand(c);

wird der Ausdruck entwickelt und mit
> simplify(");

erhilt man wieder den Ausdruck in der urspriinglichen Form.

7.1.2 Polynome

Wir definieren ein Polynom poly iiber

> poly := x"4 + 2*¥x"3 - 12*%x"2 - 40*x - 32.
Der Befehl

> factor(poly);

faktorisiert das Polynom und liefert
(x —4)(z +2)%.

Mit
> expand(”);
erhélt man auch hier die urpriingliche Form zuriick. Mit
> polyl:= x"2 + 25;
und
> expand(poly*poly1);
ehdlt man

2% 13 %2 + 2% 2° + 10 % 2° — 332 % 2 — 1000 * = — 800.
Mit
> factor(");

erhalten wir das Ergebnis

(x —4)(z* +25)(z + 2)°.
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Tabelle 1: Elementare Funktionen in Maple
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Tabelle 2: Einige weitere Funktionen in Maple

33



7.1.3 Mathematische Konstanten und Funktionen

Maple kennt eine Fiille von mathematischen Konstanten und Funktionen. Die
Konstanten Pi und exp(1.) haben wir bereits kennengelernt. Das Symbol fiir Un-
endlich heif}t in Maple ”infinity”. Einige der Funktionen, die Maple kennt sind in
den Tabellen (?) und (?) aufgefiihrt. Die weiter oben verwendete Besselfunktion
Jn(z) heifit in Maple BesselJ(n,x). Der Befehl

> plot([seq[Bessell(n,x), n = 1 ..4)], x=0..2*Pi, linestyle = [1,2,3,4]);

zeichnet die Bessel-Funktionen J, (z) fiir n = 1,2, 3,4 im Bereich 2 € (0, 27). Zu-
satzpakete enthalten weitere Funktionen der Mathematik. Im Paket ”orthopoly”
befinden sich z.B. die Legendre-Polynome P, (z), in Maple P(n, z) genannt. Das
Paket wird mit

> with(orthopoly);

aufgerufen. Der Befehl

> P(8,x);

liefert etwa das Legendre-Polynom Pg(x):

6135 5 3003 , 3165 , 315, 35
1287 " 327 TTer U T 32 T

usw.

7.1.4 Algebraische Gleichungen

Die Losungen einer algeraischen Gleichung kann man zunéchst versuchen, ana-
lytisch zu gewinnen. Die Eingabe

> solve( x"2 -x =5, x);

liefert analytisch die zwei Wurzeln:

1 V21 1 V21

2 2’ 2 2

Der Befehl ”fsolve” liefert die reellen Lésungen einer algebraischen Gleichung,
wie z.B. in

> poly:= 23*x"5 4+ 105*x"4 - 10*x"2 4+ 17*x; fsolve(poly,x); .

mit fsolve(poly,x,complex); versucht Maple alle komplexen Losungen der Glei-
chung zu finden. Mit fsolve(poly,x, x = -1..0); sucht Maple die Wurzeln im
Bereich zwischen -1 und Null. Auch Gleichungssysteme sind fiir Maple kein
Problem:

> glsysi= { 2*x + 3*y + z=1,x-y -z =4, 3*x + 7T*z =5},
> solve(glsys); .
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7.1.5 Grenzwerte, Summen und Produkte

Der Befehl
> limit( (sqrt(1+x)-1)/x, x=0);

liefert den Grenzwert von 1/2. Summen und Produkte, auch iiber unendlich
viele Glieder, stellen hin und wieder auch kein Problem dar:

> sum(1/(2°k*k), k = 1 .. infinity);  ergibt In2,
> product(1 - 1/(2*¥k)"*2, k = 1.infinity); liefert 2/m.

Dies soll keineswegs heiflen, dafl Maple stets ein korrektes Ergebnis liefert. Oft
kommt kein Ergebnis zuriick und manchmal sogar ein falsches.

7.1.6 Differentiation und Integration

Mit

> diff(sin(x*y),x);

differenziert Maple die Funktion sin(z % y) nach z. Mehrfachableitungen werden
durch ein Dollar-Zeichen markiert, wie in

> diff(x*sin(x), x$3); .

Maple beherrscht (unter Umstinden) Integrale analytisch oder numerisch, wenn
die Integrationsgrenzen angegeben werden. Die Eingabe

> int(1/(14+x"3).x);

liefert

1 1 1 1
3 In(1+ ) — 5 In(z? —z+1) + g\/garctan (5(2:6 - 1)\/3) ,

> int(x*tan(x), x = 0..Pi/2);  ergibt co.

Bei einem Versuch, das gleiche Integral von Null bis 7 zu integrieren ergab sich
ein falsches Ergebnis (I-72 anstelle von —7 In 2).

7.1.7 Programmierung

Ahnlich wie in den giingigen Sprachen FORTRAN, PASCAL oder C kann man in
Maple eigene Funktionen und Unterroutinen definieren. Das folgende Programm
erzeugt die sogenannten Fibonacci-Zahlen:

> f := proc(x::nonnegint)

>  option remember;

> ifx=0then 0

> elifx =1then1

> else f(x-1) + f(x-2) fi

> end:
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7.1.8 Graphik

Maple besitzt eine ganz ausgezeichnete Graphikoberfliche. Man kann nicht nur
wie oben Kurven von Funktionen ohne Aufwand zeichnen. Die Darstellung von
Fliachen im 3-dimensionalen Raum bereitet oft auch keine Schwierigkeiten,

> plot3d([sin(s)*cos(t), cos(s)*cos(t), sin(t)],
>s = 0. Pi, t =0.. 2*Pi, style = patch, scaling = constrained);

egibt beispielsweise das Bild einer Kugel.

7.2 Der Einsatz von Maple in der Himmelsmechanik

Die numerische Losung der Kepler-Gleichung mit Maple ist denkbar einfach.
Mit

>e:=.1; M :=.8;

und

> fsolve( x - e*sin(x) = M, x);

erhilt diese mit einer entsprechenden Genauigkeit. Mit ” Digits := 20;” kdnnen
wir die Genauigkeit der numerischen Lésung steigern. Auf dem Bildschirm
konnen wir interaktiv die Zahlenwerte fiir e und M veréindern und die Kepler-
Gleichung wiederum l6sen. Ebenso einfach ist die Fourier-Analyse der Kepler-
Bahn. Mit

> nord := 6; bs := s -> series(BesselJ(s,s*x)*2/s, x=0, nord);

erhalten wir direkt die Fourier-Koeffizienten von esin E.
Wenden wir uns den Legendre-Polynomen zu. Diese stehen im Paket ”ortho-
poly” zur Verfiigung. Mit
> Pl:= (I,x) -> 1/(2"¥I)*diff((x"2-1)"1, x$1);
> Plm := (I mx) -> (-1)"m*(1-x"2)"(m/2)*diff(PI(l,x), x$m);
> No := (I,m) -> sqrt( (2*141)/(4*Pi)*(I-m)!/((14+m)!));
> Ylm := (I,m,x) -> No(l,m)*PIm(l,m,x)*exp(1) " (I*m*phi);
haben wir die Kugelflichenfunktionen fiir [ > 0 selbst definiert. Die Definitio-
nen sind sehr einfach, haben jedoch ihre Probleme, z.B. wenn man differen-

zieren mochte. Die folgende Sequenz von Definitionen ist dagegen wesentlich
leistungsfihiger:

> with(orthopoly):
> Plm:=proc(theta,l,m)

> local x,fak;
> if type(l,integer)=true and type(m,integer)= true then
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> x:=cos(theta);

> if m >0 then fak:=subs(y=x,diff(P(l,y),y$m));
> else fak:=subs(y=x,P(l,y)); fi;

> (-1)"m*(sin(theta) “m)*fak;

> fi; end:

Als Beispiel berechnen wir P2 (6, ¢):

> Plm(theta,3,2);

Die Kugelflichenfunktionen erh&lt man auf bessere Art und Weise dann so:

> YIm:=proc(theta,phi,l,m)

> local m1;

> ml:=abs(m);

> if m1>| then RETURN('in YIm | < | m |',I,m); fi;

> if type(l,integer) <> true and type(m,integer)<>true then
> RETURN(‘in YIm | and or m not integers',|,m); fi;

> exp(I*m*phi)*PIm(theta,l,m1); end:

Einige Beispiele fiir diese Routinen:

> YIm(theta,phi,1,0); YIim(theta,phi,0,0); YIim(theta,phi,2,2);

liefert
cos(d) 1 3e19)sin(h)>.

Wir wollen am Ende dieses Teiles wenigstens noch eine Kugelflichenfunktion
graphisch darstellen. Wir definieren:
> YImre:= proc(theta,phi,|,m);
> ml:=abs(m);
> cos(m*phi)*Plm(theta,l,m1); end:
Ein Beispiel fiir die Berechnung des Realteiles von Y3 5 ist etwa
Ylmre(theta,phi,3,3);
—15cos(3¢) sin(6)3.

Wir wollen diese Kugelflichenfunktion mit einem Skalierungsfaktor auf die
Einheitskugel addieren und in Kugelkoordinaten als Fliache darstellen:
> eps:=.05; r:=1.4eps*YImre(phi theta,3,3);
> plot3d(r,theta=0..2*Pi, phi=0..Pi, style=patch, coords=spherical);

liefert folgende Zeichnung: Man bemerke, dafl bei Maple die Bedeutung der
sphérischen Winkel 6§ und ¢ gerade vertauscht ist.
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Abbildung 7: Realteil der Kugelflichenfunktion Y3 5.

8 Elemente der Storungstheorie

8.1 Variation der Konstanten

Wir betrachten ein gestortes Kepler-Problem, bei welchem die Bewegungsglei-
chung in der Form

r=V(U, + R) (118)
mit GM
Uy=—
r

geschrieben werden kann. R wird hier als Stdrfunktion bezeichnet und wir wollen
annehmen, daf fiir das betrachtete Problem |R| < |Up|. Ohne die Storfunktion
R hat man das vollstédndigintegrable Kepler-Problem vor sich mit

r=r(a,t); ©=r(a,t). (119)
Hier steht a fiir den kompletten Satz von Bahnelementen, also etwa
a=(ael,QuwT).

Wir denken uns nun die Losung von Gleichung (?) dadurch gegeben, dafl wir
die Bahnelemente a« als zeitlich variabel annehmen. Man spricht dann von der
Variation der Konstanten. Dann kénnen wir schreiben:

de_ 0 Ordoi _0x or

dt 0t Oa; dt — Ot O«
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Will man formal zu jedem Zeitpunkt die Geschwindigkeit in der Bahn aus dem
entsprechenden Ausdruck der ungestérten Kepler-Bahn gewinnen, so kann man
die Oskulationsbedingung

e = 0 (120)
fordern. Die gestérte Bahn wird dann (im gebundenen Fall) durch oskulieren-
de Kepler-Ellipsen beschrieben. Fiir einen beliebigen Zeitpunkt ¢ beschreiben
dann die Elemente a(t) eine oskulierende Ellipse, welche sowohl Ort wie auch
Geschwindigkeit der tatséchlichen Bahn zu diesem Zeitpunkt angibt. Nun ist

&Lr D (dr> tal (d‘”> = V(Uo + R).

a2~ ot \dt da \ dt
Mit der Oskulationsbedingung (120) ist aber
dr _or
ot
d.h. 52 5 /o
. r . r

Wir wollen nun fordern, daf die explizite Zeitabhingigkeit von r(a, t) durch Uy
gegeben ist, d.h.

0%r

— = VU,

oz = Vo

was uns auf die Relation 5 /8
r
Y— | == )] = VR 121
Y oa <8t> (121)
filhrt. Gleichungen (120) und (121) lassen sich nach & auflésen. Dies soll im
Detail hier nicht vorgefiihrt werden. Im Falle der Keplerschen Bahnelemente

(a,e,I,Q,w,T) ergeben sich die Stérungsgleichungen in der Form:

a _ 2 0n
dt n2a 0T

de 1 OR 1 OR

%= {Vimeg e ra-eg]

dl 1 OR OR

@ - ?{ “a—w—a—n}

d_w _ m%_ cot I 8_R (122)
dt na?e Oe na2y1—e2 OI

o 1 OR

dat na’y1 — e? sin I 0T

dT 1—e20R 2 OR

At ~  n’a’e Oe  nlada’
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Die letzte Gleichung fiir den Zeitpunkt des Periastrondurchganges, T', k6nnen
wir auch in der Form

dM 1—e20R 2 OR
T =" hatc 9e  nada (123)

schreiben. Um diese Storungsgleichungen anzuwenden mufl die Storfunktion R
durch die Bahnelemente ausgedriickt werden, d.h.

R = R(a,e, I,Q,w,T).

8.2 Ableitung der Storungsgleichungen mittels vektoriel-
ler Elemente

8.2.1 Vektorielle Elemente im Kepler-Problem

Im Kepler-Problem galt
GMr

r=———-
r2 r
und die Losung konnte durch die sechs konstanten Bahnparameter a,e, I, ), w
und My = —nT zu jedem Zeitpunkt ¢ festgelegt werden. Die ersten 5 Bahnpa-
rameter kann man durch die Vektoren C und f charakterisieren (vgl. (15)):

C=rxr; f:(i‘Q—G—M>r—(r-1‘)i'.

r

C ist der spezifische Drehimpulsvektor und f der Runge-Lenz Vektor, der
zum Perizentrum weist. Wir fithren nun ein System von drei orthonormierten
Einheitsvektoren, 1, m, k so ein:

- 1liege in der Knotenlinie der Bahn und weise zum aufsteigenden Knoten
- m liege in der Bahnebene, senkrecht auf 1 und
- k stehe senkrecht auf 1 und m im Sinne eines rechtshindigen Systems.

Man kann sich leicht davon iiberzeugen, dafl diese drei Vektoren gegeben sind
durch:

cos 2 —cos I sin 2 sin [ sin )
I=1] sinQ |; m= cos I cos 2 ; k= —sinlcosQ |;
0 sin I cos T

(124)
Mit diesen Vektoren ist:

r =r[lcos(w + f) + msin(w + f)].
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Die beiden Einheitsvektoren in der Bahnebene, 1 und m, kénnen wir noch um
den Winkel w so drehen, daf} einer in Richtung des Perizentrums weist (der
Vektor P):

P =1lcosw+ msinw; Q= —Isinw+ mcosw. (125)

Dann konnen die beiden vektoriellen Elemente C und f so schreiben (p = a(1 —
e?)):
C = (GMp)'/?k; f=GMeP. (126)

Fiir die Kepler-Bahn gilt:

r = r(Pcosf+ Qsinjf) (127)
/
r = (GTM> [-Psinv + Q(cosv + e)] (128)

8.2.2 Storungstheorie mit vektoriellen Elementen

Jetzt sei
r=—-+F. (129)

F ist hier die Storbeschleunigung. Wir denken uns nun die Losung durch os-
kulierende Elemente beschrieben. Anstelle von 5 der 6 oskulierenden Elemente
konnen wir aber genauso gut die vektoriellen Elemente k, P und Q verwenden.
Die Zeitabhingigkeit von a,e, I, und w wird dann durch die Zeitabhingigkeit
dieser drei vektoriellen Elemente beschrieben. Z.B. hat man dann

sin I sin () cos () cos I sin 2
Q T
dik:di —sinfcosQ | =sinl— | sin{) +Z— —coslcos |,
t t cosl 0 t —sinl
b d A0 . dI
—k=sin[—1— —m. 1
at O a T (130)

Analog findet man

dp dw . dI . dQ

e <% + cos I—> Q-+ <smw% — coswsin IE) k (131)
dQ dw dQ ar . . .dQ
i (E +COS[E>P+ (coswa+smwsmla>k (132)

Daraus gewinnen wir sofort die zeitlichen Variationen der beiden vektoriellen
Elemente C und f. Aus

d GM dp
4oz P+ /G 2y
T FVErg
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erhalten wir sofort

d /GMdp Q dl
EC_Q k+\/ (mn[—l—am).

Aus df . de d
e
folgt dann
df de dw dQ

dl dQ
+ <sinw% — cos w sin I%) k} .
Anderseits bestehen Relationen zur Stérbeschleunigung F. Aus

C=rxr; iC:rxi‘
dt

folgt ndmlich
Wegen

gilt zunéchst

%f_rx(rxfﬂ-i*x(rxi‘)—%[(GTM>r].

(133)

(134)

(135)

Der letzte Term kiirzt sich gerade mit den Beschleunigungstermen aus der
Kepler-Gleichung weg (ohne Storbeschleunigung ist verschwindet ja der gan-

ze Ausdruck), so daf wir schlieflich erhalten:

df

il Fx(rxr)+rx(rxF)

= 2 F)—(r-F)i — (r-i)F.

(136)

Jetzt konnen wir die jeweiligen Gleichungen fiir die zeitlichen Variationen von
C und f gleichsetzen. Skalare Multiplikation von dC/dt mit k,1,m und von
df /dt mit P und Q liefert fiinf unabhéngige Stérungsgleichungen. Wir wollen

zwei davon in Detail ableiten. Wegen GM = n%a? gilt

VGMp = \/n2a*(1 — €2) = na®\/1 — e2.
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Aus (129) entnimmt man dann beispielsweise

0 R
na2\/1—e2sinlfi—t:C-l:(er)-l.

Nun ist aber
r =7 (lcos(w + f) + msin(w + f))

und damit wird die rechte Seite gleich
rsinfw+ f)(m X F) - l=rsin(w+ f)(Ixm)-F=rsin(w+ /) W
mit
W=k-F.
Hieraus ergibt sich dann
aa _ r sin(w + f)
dt  na?v/1—eZsinl

Projizieren wir die C—Gleichung auf m, so erhalten wir

—na2m% = Cm=(rxF)-m
= rcosfw+ f)IxF) - m
= rcos(w+ f)(mx1)-F
= —rcos(w+ f)W.

Also gilt
dl _ rcos(w—l—f)W
dt  na2v/1-—e2
Wir definieren:

1 1
=—(r-F); T=-k -F.
S= - (c-F); ~(k x1)

S ist die radiale Komponente von F, T' die transversale Komponente senkrecht
zur radialen Richtung in der Bahnebene. W nennt man die normale Komponente
von F. Wegen

r=r(Pcos f+ Qsin f)

ist
S = (P-F)cosv+(Q-F)sinv
T = (Q-F)cosv— (P-F)sinv.
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Damit lassen sich dann die 5 (der insgesamt 6) Storungsgleichungen so schreiben:

da 2 p
—_— = - 3 T_
o i (Sesmv+ r)
de 1—e2 .
il — [Ssinv + T'(cosv + cos E)]
dI rcos(v + w)
- = = 1w 137
dt na?v/'1 —e? (137)
aa rsin(v + w)
dt na?v1—e2sinl
1 2
d_w = —cosI@—k 1-¢ —Scosv+T 1+f sinwv
dt dt nae p
mit 1 1
==(r-F); =-(kxr)-F; W=k-F. (138)
r r

Diese Storungsgleichungen miissen durch eine weitere fiir My oder T ergénzt
werden. Diese folgt aus der Oskulationsbedingung fiir dr/dt. Aus

r =r(Pcos f + Qsin f)

ergibt sich zunéchst

prad (P cos f + Qsin)
+ r(=Psinf+ Qcosf);l—];
+ r(Pcosf+ Qsinf). (139)
Einsetzen von P, Q und 7 = (GM/p)'/?esin f liefert:
M
r= ”G—esinf(Pcosf+Qsinf)
p
+ r(—Psinf+ Qcosf);l—];
dw dQ . dI . dQ
+ r {Q (E +COSIE> +k (smwa —coswsmlﬁﬂ cos f
dw dQ dar . . dQ .
+ r {—P <% + COSI%> +k <coswa + mnwsm[E)} sin f .

Soll dies formal so wie im ungestorten Fall aussehen, so muf3 die rechte Seite
dieser Gleichung geméif (128) gleich

\/ GTM[—P sin f + Q(cos f + €)]
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sein. Die Terme proportional Q ergeben dann

df na® dw dQ

—=—V1i-e2-|— I— ).
at ¢ <dt +eos dt)

Entsprechend findet man fiir die exzentrische Anomalie

d_E _na r d_w 7A9] sin f de
dt — r  a(l—e2)l/? '

Aus der Kepler-Gleichung M = E — esin E haben wir dann

dM dE de dEE rdE de

= CGinE-—ecosE— = —— —gin E—.

7 TED T e T T T
Im Kepler-Problem galt

M :M0+n(t—T),
woraus sich bei variierenden oskulierenden Elementen ergibt:

dM dMy  dn
— = — - (t-=T).
a - "ta ta T
D.h. es ergéiben sich bereits bei der Zeitableitung der mittleren Anomalie zeitpro-
portionale Glieder. Um solche zu vermeiden, definiert man die mittlere Anomalie
bei Anwesenheit von Stérungen tiber

t
M = My, +/ n dt. (140)
to
Dann ist
d_M— dMO—fd_E_sinE@
dt dt o dt dt’

In diese Gleichung kénnen wir nun die zeitlichen Ableitungen von E und e
einsetzen. Einige Rechnung ergibt schliefSlich die letzte noch fehlende Stérungs-
gleichung in der Form

Mo =—y1—e? <d—w+cosI@> —SQ—TQ. (141)

dt dt dt na

Die Gleichungen (137,141) sind die Storungsgleichungen in STW-Form. Um die
alte Form, welche auf Lagrange zuriickgeht, zu erhalten schreiben wir

_OR

F= I (142)
mit der Storfunktion R = R(t,r). Es gilt der Zusammenhang:
OR _OR 0 . 0r
da  Or da ~ da’
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Aus r = a(1 — ecos E) folgt etwa 9r/da = r/a und man findet

or r
da o
Dies fiihrt uns auf SR 5 )
r r
Analog dazu ergibt sich
8_R = a|—cosvS +sinv <1+C> T]
Oe p
OR .
3 - rW sin(w + v)
OR
— = 7T 144
o r (144)
OR .
0 = T cos I —rcos(w + v)sin I W
OR a . p
oL m(esmvS-{—;T).

Einsetzen dieser Relationen in die STW-Form der Stérungsgleichungen ergibt
die Lagrangesche Form aus den Gleichungen (93).

Wir wollen hier zwei der Relationen vorrechnen. Aus
aQ  rsin(w+ f)

dt na?v1 —e2sinl

und

. OR
rWsin(w + f) = o
ergibt sich sofort
dQ 1 OR

dat na2v/1—e2sinl I °
Es gilt auch
dI rcos(w + f)sinl
dt na?y/1 —e?sinl
2 N
= (na®V1—-e€%sinl)™ |——== +rcosIT

o0

OR OR
_ 2 2 -1 |_ ¥~ heinid
= (na*v/1—e2sinl) { 50 +c0sfaw} .
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9 Satellitentheorie
9.1 Bewegung im Quadrupol- (Oktupol-) Feld der Erde

Wir wollen jetzt die Bewegung eines kiinstlichen Erdsatelliten studieren. Zunéchst
wollen wir nur die Stérungen durch die Erdabplattung (J2) und den zonalen
(m = 0) Term mit [ = 3 studieren.

Die Satellitenkoordinaten in einem quasi-inertialen, geozentrischen seinen
(r,0,¢). Oft schreibt man: § = 90° und A = ¢. Die Bewegungsgleichung des
Satelliten im Gravitationsfeld eines axialsymmetrischen Zentralkorpers lautet
gemif (77)

r=VU

mit

I—ZJ1< ) P;(cos )

Hier bezeichnen M und R die Masse und einen mittleren Radius der Erde. J; sind
die zonalen Multipolmomente der Erde. Es ist: Jo = 1.1E — 3, J3 = —2.5F — 6,
Jy = —1.6FE — 6 etc. Die Storfunktion R ist also in diesem Fall gegeben durch

R= U—G—M:——ZJ, <?> Py(cos®). (145)

Beschrinken wir uns zunichst auf den Quadrupol (J2) und den Oktupol (J3),
so erhalten wir nach Einsetzen der Legendre-Polynome P, und Ps:

GM R\’ (3 ,. 1 R\ (5 .. 3
R——T J2<?> (5(:05 9—§>+J3 <?> <§cos 9—5(:050) .
Nun ist
cosf = sin I sin(v + w)
und damit
3 R? 1 1
R —GM{ 2a3 (;) [§—§s1n I+ 2sm IcosQ(U+w)] (146)

a* \r 8

3 1
- J3R— (—) —5s1n I- 3 sin(v + w) — §sin2Isin3(v +w)|sinlp.
2 8
Die wahre Anomalie v kann leicht durch die mittlere Anomalie M ausgedriickt

werden. Die geschieht mit Hilfe der Relation

dv a’
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Dies folgt aus M = E —esin E, dM = (1 — ecos E)dE und

W B TR 4B @
dE  dEdM 1—ecosEdM (1 —ecosE)?’

Die Gréfen r/a und v in der Storfunktion sind dann nur noch Funktionen von
e und M und sind damit periodisch in der Zeit. Glieder in R, die weder von
M noch von w abhingen, heiflen sdkular. Glieder, die von w, aber nicht von
M abhingen, heiflen langperiodisch, wihrend diejenigen, die von M abhingen,
kurzperiodisch genannt werden. Kurzperiodische Terme in R fithren auf kurz-
periodische Stérungen, d.h. auf Stérungen, deren Periode der Bahnperiode ent-
spricht. Sikulare Stérungen fithren zu Anderungen von gewissen Bahnelemen-
ten, welche (in erster Ordnung) mit der Zeit linear anwachsen. Langperiodi-
sche Stérungen werden durch sikulare Anderungen von w hervorgerufen. In den
Argumenten trigonometrischer Funktionen, in welchen das Argument des Peri-
zentrums auftaucht, mufl dann die Periheldrehung beriicksichtigt werden. Die
Periode dieser langperiodischen Stérungen ist dann durch wgaek. gegeben.

Wir wollen jetzt die Storfunktion nach kurzperiodischen, langperiodischen
und sikularen Anteilen aufspalten. Um den sikularen Anteil von R zu erhalten,
konnen wir R zeitlich {iber einen vollen Umlauf mitteln, wobei wir unter der
Mittelung die Operation

1 27
<Q>=— QdM
2 Jo

verstehen wollen. Die hier benétigten Groflen lauten:

2m 2m
() = 5[ Vau=ga=] o

1

2w
T 2r(1-e2)32 1 dv = (1 — e2)~3/2
271-(1_62)3/2/0 (1+ecosv)dv = ( e?)

<(g)3sh12v> = <(g)3c052v> =0.
<(§)4amu>::e(1—e2)5ﬂ
<(g)4ﬁnv>::<(g)4am3v>::<(%)4ﬁn3v>::Q

Man findet, dafl der Oktupol-Term keine sékularen Beitrige aufweist. Dies gilt
allgemein fiir alle ungeraden Multipole. Der sikulare Anteil der Quadrupol-
Storfunktion lautet (p = GM):

 3uhR’

R,
2 a3

1 1.5 _ 2\—3/2
<3 5 sin I) (1—e) . (148)
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Ein langperiodischer Anteil ergibt sich nur aus dem Oktupolbeitrag zu

_ 3udsR®

R
Y

sin T (1 - Zsin2 I> e(1—e?)/2 sinw (149)

und der kurzperiodische Anteil des Quadrupolbeitrages lautet
B 3puloR? a3 (/1 1 m\?3 2\-3/2
m= 355 (3) {(5_55”1 N-(G) a-e

1
+3 sin? I cos 2(v + w)} . (150)

Wir kénnen diese Stérfunktionen nun in die Storungsgleichungen (??) einsetzen,
wobei wir 0/0T durch —n 0/0M ersetzen wollen; n ist hier wieder die mittlere
Bewegung.

9.2 Die kurzperiodischen Stérungen des Quadrupols

Wir wollen zunéchst die kurzperiodischen Stérungen erster Ordnung resultie-
rend aus dem Quadrupol ableiten, d.h. wir setzen zunéchst R = R, und betrach-
ten die Groflen a,n,e,l und w auf der rechten Seite der Storungsgleichungen
zunichst als konstant. Eine Ausnahme dazu stellt jedoch die mittlere Bewegung
im ersten Term von

aM 1-e20R 2 0R

—=n
dt na’e Oe na Oa

dar, deren zeitliche Variation (aufgrund der entsprechenden Variation in a) in
erster Ordnung berficksichtigt werden muf}. Die unabhingige Variable ¢ wollen
wir durch die wahre Anomalie f ersetzen gemifl

dt 1 /7\2 1
dt_d—MdM_E(E) =

Zum Beispiel gilt fiir die Bahnneigung

AL = L/ (2)2 Oy 4t

n2a?(1 — e?) a/ Ow

Setzt man hierin R, aus (?7) ein, so findet man, daf} sich der Integrand als end-

liche trigonometrische Reihe ausdriicken 1d8t, die man geschlossen integrieren
kann:

JoR?
pe2 2sinIcosI

3
Al, = ——
b 2n2a5(1 —e2)

x /(1 + ecos f)[sin(2w) cos(2f) + cos(2w) sin(2f)] df
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3R
4 p?

sin(21) B sin(2w) sin(2f) — % cos(2w) cos(2f)

+ esin(2w) (sinf - gsin3 f) - ge cos(2w) cos® f}

3 LoR?
8 p?

sin 27 [cos 2(f +w) +ecos(f +2w) + gcos(3f + 2w)] i

Das Integral der letzten Formel ist kein Problem fiir Maple. Das gewiinschte Resultat
erhélt man mit den Befehlen

> g := sin(2¥omega)*cos(2*f)+cos(2*omega)*sin (2*f);
> h:= (1 + e*cos(f))*g;

> int(h,f);

Fiir die sechs Bahnelemente ergeben sich so folgende kurzperiodische Stérungen
aufgrund des Quadrupolmomentes der Erde:

Aayp

Ae,

Al

AQ,

JQfQ { (1 - gsin2 I> [(g)g . e2)—3/2}

3a\3 . 4
+§(;) sin IcosQ(v-{—w)}

O S]]

1 a3 .,
+§(;) sin Ic0s2(v+w)}

_§ JoR? sin% I

1
{cos 2(v 4+ w) + ecos(v + 2w) + 3¢ cos(3v + 2w)]

4 ap
2
g szj sin 27 [cos 2(v+w) +ecos(v+2w) + g cos(3v + 2w)]
2
1
_g‘]ﬂj cos T {v — M +esinv — 5 sin2(v + w)
p

- g sin(v + 2w) — g sin(3f + 2w)
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5 ., .
5 {(2—§sm I) (v— M + esinv)
1 1 1 3
+ (1— gsin21> [; (1— Ze2> sinv+§sin20+ ESiH?)U

11 1 15
—= h sin? I + (— — — sin® I> 62:| sin(v + 2w)
e

1
+- sin? Isin(v —2w) — = <1 - §sin2 I) sin 2(v + w)

16 2 2
1 1 19
+; {1—72 sin? I — 6 (1 ry sin? I> 62] sin(3f + 2w)

3
+ 3 sin? I sin(4v + 2w) + 1%; sin? I sin(5v + 2w)}

2
eAM, = §J;§ \/1—62{— (1—;sin21>

2
2 2
X [(1 — %) sin v +gsin2v+ %sin&;}
2

1
+sin? T h (1 + Ze2> sin(v + 2w) — i_ﬁ sin(v — 2w)

_T 1—i sin(3v + 2 )—§ sin(4v + 2w)
2\ v Re

- i_z sin(5v + 2w)} } : (151)

Der zeitliche Mittelwert von cos(jv) (j = 1,2,...) verschwindet nicht, sondern

es gilt '
0= (i) (14379
cos ju) = | ————= + —e?).
(eos o) = ( = (14

Daher ergibt sich fiir die Mittelwerte der kurzperiodischen Stérungen

(Aap) = 0

1 .J,R? 1—¢?
(Aep) = 2 Sin2I< €

5 ) (cos 2v) cos 2w
P e
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LR

(AL) = 8 7 sin 21 {cos 2v) cos 2w
2

(AQ,) = —ijzfj cos I {cos 2v) sin 2w

_ 3LRE[ ., 1 (1-¢?) 1, .

(Awp) = 5 |:SII1 I 8+ 62 (cos 2v) +6cos I {cos 2v) | sin 2w
2 2

(AM,)) = _g‘]“'f V1—e? sin21<é+12762/2(0082v)> sin2w.  (152)

P e

9.3 Die sikularen Stérungen des Quadrupols

Die sidkularen Storungen des Quadrupols erhalten wir aus den Stérungsglei-
chungen mit R = R,. Daraus ergibt sich sofort, daf} die groe Halbachse, die
Exzentrizitdt und die Inklination keine sikularen Storungen aufweisen:

as =e; =1, =0. (153)
Zum Beispiel gilt fiir w:

d_w _ cot I OR, + V1 —e2?20R,
dt na2v/1 —e2 01 na’e Oe

2 t 1
pLR [ 2CO sin ] cos T
na

3
2a3(1 — e2)3/2 1—¢€2

1=e)"2 /1 1 3 2
* na’e 3 2" ! 2(1—e?)

3 L R? 3
= 3 ;2 n(cos21+1—§sin21>

2
= §J2Rn 2—§sin21 .
2 p? 2

Insgesamt findet man so fiir die nichtverschwindenden sidkularen Stérungen des
Quadrupols:

3 LR? 5
ws = w0+§;—2ns (2—§sin21>t
0 - q 3 LR2_
s = -5 fi(cos It
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M, = My+nst (154)
3 JoR? 3 .
ng = Mg {1-{—5 ;2 (1—551112I> (1—62)1/2] .

Die Groflen mit dem Index 0 bedeuten hierbei die Mittelwerte der Epoche,
d.h. die Anfangswerte von denen die periodischen Stérungen abgezogen wurden.
Insbesondere ist ng die ungestorte mittlere Bewegung, die mit der ungestorten

groflen Halbachse durch
2 3

NoGy =
verkniipft ist. Wihrend also alle Elemente periodische Stérungen unterworfen
sind, &ndern sich ,w und M auch sikular. Insbesondere prizediert die Bahne-
bene im Raum, aufler bei einer polaren Bahn mit I = 90°. Das Perigdum riickt
in der Bahnebene vor wenn I < 63°26' ist und geht fiir I > 63°26' zuriick. Die
kritische Inklination ist hierbei durch

l—gsin2I:0

gegeben. Bei méfig grofier Bahnneigung weist ein erdnaher Satellit sikulare
Bewegungen in 2 und w von der GréBenordnung 4° pro Tag auf.

9.4 Die langperiodischen Stérungen des Oktupols

Der Oktupol (J3) verursacht wie der Quadrupol periodische Storungen aller
Bahnelemente. Allerdings sind diese wegen J; ~ 1073J, etwa tausend mal
kleiner als diejenigen des Quadrupols. Der Oktupol verursacht dariiber hinaus
noch langperiodische Stérungen aufgrund der sikularen Variation von w, welche
sich aus dem Quadrupol ergibt. Betrachten wir als Beispiel die Inklination. Die
Storungsgleichung fiir I lautet

ﬂ _ cot I @
dt  na2y/1—e2? Ow

mit R = R;. Zur Berechnung der langperiodischen Stérungen miissen wir die
durch J5 hervorgerufene sikulare Storung von w mit in Betracht ziehen:

dw J2R2 5 .92
EZB e n<1—1s1n I).

Setzt man in die Storungsgleichung (??) fiir I R; aus (?) ein, differenziert nach

w und benutzt die Beziehung n%a® = p, so erhiilt man zunéchst

ar 3 R\’ 5
E = 5’1’LJ3 (E) ﬁ cost (1 — Zsinz I) COS W.
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Nun ist

dr _di do
dt  dw dt
oder
dIl  1J3R e

— =—-————coslcosw.
dv 2Jyal—e?
Integrieren wir dies, so erhalten wir die langperiodische Stérung von I:

1J3 R e .
Al =-—= =) —— I . 1
1=357, <a>1_62cos sinw (155)

Man sieht, daf3 die Periode dieser langperiodischen Stérung durch

2
P =— 156
=2 (156)
gegeben ist. Entsprechend ergibt sich eine langperiodische Storung der Exzen-
trizitdt der Form
1J;5 (R
Ae; = —572 <E> sin I sinw, (157)
welche benutzt werden kann, um den Wert von J; experimentell aus Satelliten-
daten zu bestimmen.

9.5 Das Problem der atmosphéirischen Reibung

Die Bewegung kiinstlicher Satelliten, die wihrend ihres Umlaufes sténdig od-
re wenigstens in der Umgebung des Perizentrums in geringerer Hohe als etwa
1000 km {iber der Erdoberfliche verweilen, wird mafigeblich durch den Luftwi-
derstand beeinfluflt. Die Berticksichtigung dieses Einflusses ist sehr kompliziert,
da die genaue Kenntnis der Dichte der Hochatmosphére erforderlich ist und fer-
ner die genaue geometrische Gestalt des Satelliten beriicksichtigt werden muf.
Die Berechnung eines Absturzes eines Satelliten mit komplexer Gestalt ist eines
der schwierigsten Probleme der Satellitentheorie. Die Dichte der Atmosphére ist
aufgrund zahlreicher Griinde variabel: Gezeiten, téigliche Aufheizung, variable
Stirke des Sonnenwindes etc. Dariiber hinaus rotiert die Atmosphére mit der
Erde.

Wir wollen hier vereinfacht annehmen, daf§ der Dichteverlauf der Atmo-
sphire kugelsymmetrisch in Bezug auf den Erdmittelpunkt ist. Dann ist die
Luftdichte lediglich eine Funktion des Abstandes r vom Erdmittelpunkt bzw. der
Hohe h = r — R iiber der Erdoberfliche (Meereshohe). In den untersten Luft-
schichten ist die mittlere Dichte p gut durch eine Exponentialfunktion der Form

p = poe "M (158)
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darstellbar, in der py die Luftdichte am Erdboden und H die Skalenhdéhe bedeu-
ten. Nach der physikalischen Theorie ist

_ RaT
1g

H , (159)

wobei R die Gaskonstante bedeutet, 7' die absolute Temperatur, g = G M /r?
die Schwerebeschleunigung und p das mittlere Molekulargewicht der Gasteil-
chen. Die groflen Unterschiede der Skalenhthe zwischen Tag und Nacht in groflen
Hohen sind vor allem temperaturbedingt. In Meereshohe ist H ~ 8km. Die
Abbildungen 777 zeigen die Zunahme von H und der Abnahme der Dichte
mit der Hohe h. Fiir die oberen Schichten (obere Statosphiire, Ionosphire und
Exosphiire) sind diese Werte um etwa 20% variabel.

Abbildung 8: Zur Tangentialkomponenten 7' und dem Winkel 6.

Fiir den Betrag der Stérbeschleunigung setzt man tiblicherweise an:

ApCp
ap =

2
om ¥ - (160)
Hier ist p wieder die Luftdichte, A eine mittlere Querschnittsfliiche des Satel-
liten, m dessen Masse, Cp ~ 2 ein Reibungskoeffizient und v die Relativge-
schwindigkeit des Satelliten in Bezug auf die Atmosphire. Werden Rotation
der Atmosphire und etwa vorhandene Luftstromungen vernachliissigt, so ist die
Richtung der Stérbeschleunigung entgegengesetzt zu v. Nun steht nur fiir eine
Kreisbahn mit e = 0 der Geschwindigkeitsvektor senkrecht auf dem Ortsvektor.
Aus diesem Grunde miissen wir zunéchst die S, T, W-Komponenten der Stérbe-
schleunigung mit der Tangentialkomponent 7" in Richtung von v verkniipfen.
Sei N die Normalkomponente, senkrecht auf der Geschwindigkeit so daf die
—N,T',W-Richtungen ein Rechtssystem bilden (Abb.?). Wir haben also zwei
kartesische Systeme mit z = —N,y = 7" und ' = S,y’ = T, die durch eine
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Drehung um die gemeinsame z-Achse mit dem Winkel € ineinander iibergefiihrt
werden konnen. Aus

' =xcosf+ysinh; y = —xsinf +ycosh

erhalten wir

S = —Ncosf+ T sinf
T = Nsinf+T'cosb (161)
mit )
r
tanf = —
an rdf
Aus
R
1+ecosf
erhalten wir
dr _ #esinf = ﬁesinf
df (14 ecosf)? T p
und damit )
tanf = fesinf = ﬂ .
p 1+4+ecosf
Eine einfache Rechnung liefert uns daraus
i 1
sinf = csin/f cosf = ecos/ (162)

V1+2ecosf+e® V1+2ecosf+e®

Damit lautet z.B. die Storungsgleichung fiir die groie Halbachse a

da 2 . p
= - 2 g
; n\/1_2(Ses1n f+=T)

2 . . . p . p
= ———— (—Nesinfcosf+T'esin fsinf + “Nsinf + =T’ cos0) .
ny1—e? ( f f r r

Nun ist
esin f(1 + ecos f)
1+ 2ecos [+ e2
d.h. die N-Terme heben sich gerade gegeneinander weg und man findet
d 2
d_j = TL\/T—(Q(TIE sin fsin 6 + gT' cosf)
2 [e2sin® f + (1 + ecos f)?]

nv1 —e? /14 2ecos f + €2

= ——_T'(1+2ecosf+e*)'/2.
nyv1—e?

esin fcosf = :sinO(l—kecosf):BsinH,
r
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Nun ist
[GM
v=|v| =/ =—(1+2ecos f + e)'/?
p

da 2 P
dt - nv1 —e2 GM

[ a ;2%
2 —nQGMUT = —GMUT .

Die Beriicksichtigung von e in diesem Kapitel selbst fiir kleine Werte von
e soll folgendes Beipiel verdeutlichen: angenommen, e wire nur 0.01, dann un-
terscheiden sich bei ¢ = 7000 km Perigdums- und Apogiumshdhen um 2ae =
140km und das bedeutet ein Verhiltnis der Luftdichten von rund 5:1! Die
Storungsgleichungen lauten dann mit

d.h.

r_ _ _1 ACpp 2
T = —ap = 5 - v (163)
2 2\1/2
da _ ACpp\ v*(1 +2ecos f + €e?) (164)
dt m n(l — e2)1/2
de _ (ACpp v?(1 — €*)'/2(e + cos f) (165)
dt m ) na(l + 2ecos f + e2)1/2
dl
el 1
- 0 (166)
dw _ (ACpp v?(1 — €)'/ ?sin f (167)
dt m ) nae(l + 2ecos f + €2)1/2
dQ)
R 1
= 0 (168)
201 _ 02) qi 2
dM it ACpp\ v*(L —e?)sin f l+ecosf+e . (169)
dt m ) nae(l +ecosf) [ (1+ 2ecos f + e2)1/2

Dies bedeutet, dal in erster Ordnung die Inklination und der Knoten durch
die atmosphérische Reibung nicht gestort werden und die Stérungen von w
und M sind praktisch periodisch. a und e dagegen erleiden sékulare Stérun-
gen. Die Stérung von a ist mit einer Abnahme der Gesamtenergie verkniipft
und dies obwohl der Satellit mit der Zeit schneller wird. Bei einer Verkleinerung
der groflen Halbachse um Aaq verliert der Satellit eine potentielle Energie von
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AE,ot = GMmAa/a® und gewinnt eine kinetische Energie von Eyin = AEq1/2.
Die verlorene Energie wird an die Atmosphére abgegeben. Geméf (??) nimmt
a stets ab; fiir cos f < —e nimmt die Exzentrizitdt dagegen zu. Dies ist in der
Nihe des Apogidums der Fall. Mittelt man jedoch iiber einen vollen Umlauf, so
nimmt die Exzentrizitit im Laufe der Zeit auch stetig ab. Mit der Abnahme
von a verdndert sich auch die Umlaufperiode P. Gemé&f des dritten Keplerschen
Gesetzes ist

1dP _ 3 da
Pdt 2adt
und daher p
dP 3 ACD P 3
—_— = —ov’ dt 1
dt 2GMm app/o ppv ’ (170)

wenn p, die Dichte in Perigdumshohe ist. Aus Beobachtungen von AP bei Satel-
liten mit veschiedenen Flughéhen kann man so das Dichteprofil der Atmossphére
bestimmen.

Wir wollen nun niher auf die Storungen der grofien Halbachse und der Ex-
zentrizitit eingehen. Es empfiehlt sich dazu, statt der wahren Anomalie f die
exzentrische Anomalie E einzufiihren. Wir benutzen dazu die Relationen

W — QM 2 1 :GM1+ecosE
r o a a 1—ecosE

i [GM 1
dt a3 1—ecosE’

die letztere ergibt sich dabei aus der Kepler-Gleichung, welche abgeleitet einfach

und

dE GM
E(l—ecosE) =n=\ 5
lautet. Mit AC
K===2
m
hat man 1
T = —§va2
und damit
da a? v3 |GM a?
Z = Ko = —Kp—4 Y~
dt Gm P PN @ am
3 ragMm\ T2 aM\'? /1 E\*?
n a a 1—ecosE
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Wir wollen nun die atmosphérische Dichte um die Perigdumshohe hy (Dichte
po) herum entwickeln und schreiben

p = poe”(h=ho)/H (171)

Die Skalenhohe H soll hier als konstant angenommen werden. Setzt man H =
const. = H(rg), so ist der Fehler nicht allzu grof}, da der Einflu} der héheren
Luftschichten rasch abnimmt. Mit r = a(1 — ecos E) und ro = a(l — e) kénnen
wir im Exponenten h — hg = r — 1o = ae(1 — cos E) setzen. Setzt man noch den
Ausdruck fiir dE/dt ein so erhilt man

da_ da (dENT
dE — dt \ dt

G’M)l/2 <1+ecosE>3/2 a3

= - — —_— —(1— E
Kpa< a 1—ecosE GM( ecos B)

(1+ ecos E)3/?

= -Kd®————p.
“ (1 —ecos E)1/2 P
Wegen
p= poefae(lfcosE)/H = poefz(lfcosE)
ergibt sich
da o, (l+ecosEY? | &
dE ~ —ia po(l — ecos E)t/2 e st (172)
mit ae
2=

Analog findet man

de 1+ecosE
- _ _ 1— 2 E —Z(I—COSE)‘ 1
7 Ka(l-e )powil—ecos cosEe (173)

Man kann nun die rechten Seiten der Stérungsgleichungen nach Potenzen von e
entwickeln und cos™ E durch entsprechende Ausdriicke von cosnE ausdriicken.
Integriert man {iber einen vollen Umlauf, so erhélt man etwa

2w da
Aa = — ) dE
1 [*™ (1+ecosE)>?

= —2rKa’poe™* x — L P preosEgp
ro 2t Jo (1 —ecosE)l/2
Wir entwickeln jetzt nach Potenzen von e

(1+ ecos E)3/?

a —ecosE)1/2 =1+2ecosFE +...
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und erhalten wegen

JIn(2)

Aa = —2nKa’ppe”

1

2m
= %/0 cos(nE)e* S E qdE

z {Jo(z) +2edi(2) + zeQ[JO(z) + B+ .. }

Mit einer Entwicklung der Besselschen Funktionen, giiltig fiir z > 2,

2 2 12 2 12 2 a2
() = e 1 4n® -1 (4n? — 17)(4n* — 3°)
2Qmrz 1182 2!(82)2
_ (4n® = 1?)(dn” = 3°)(4n® - 5%) (174)
3!(82)3 .
erhalten wir schliellich
2 3 1 21
Aa= = —Kazpo\/—ﬂ 1+2+-e*+—(1—6e——¢
z 2 8z 2
9 10 19
—— (1 - —e+4+ —¢? o 1
+128z2< 36+26>+ } (175)

Analog gewinnt man

—2rKapo(l — e2)e™* {Jl(z) + g[Jo(z) + Jo(2)]

+ §[3J1(Z) + J3(Z)] +}

27 e? 3 7 )
“Ka?poy/ Zd1+e—S - 2 (14 et 2¢?
@ ro z{+e 2 8z<+3e+6€>
15 19 17,

Das Auftreten des Faktors z~'/2 = (H/ae)'/? kann man wie folgt deuten: ist H
klein so nimmt die Dichte nach oben rasch ab und der Einfluf} des Luftwider-
standes ist geringer als bei grolem H. Die gleiche Wirkung hat aber auch ein
grofler Wert, von ae, also eine stark exzentrische Bahn. In beiden Fillen verlduft
ein Grofiteil der Bahn in Hohen geringer Dichte. Fiir a = 7000 km und e = 0.05

ist die Perigdumshohe hg
hier z ~ 7. Fiir a = 7800
ae = 390 km, woraus sich

= 280km; H = 50km und ae = 350km, so daf sich
km und e = 0.05 ist hg = 1040km, H = 130 km und
z ~ 3 ergibt.
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10 Numerische Integrationsverfahren

Die rein numerische Behandlung himmelsmechanischer Probleme erfordert die
Benutzung numerischer Algorithmen, welche genau und schnell sind.

Es gibt verschiedene Wege, die Genauigkeit einer gewissen numerischen Me-
thode zu bestimmen. Zum Beispiel kann man zu Testzwecken fiir einfache ana-
lytisch bekannte Bahnen einen maximalen globalen Fehler als grofiten auftreten-
den Fehler in den Orts und Geschwindigkeitskoordinaten definieren. Fiir kon-
krete Probleme kann man eine der folgenden Methoden verwenden:

e lege anfangs eine obere Toleranzgrenze z.B. fiir den lokalen Rundungsfehler
fest

e iiberpriife Abweichungen in der Konstanz von Erhaltungsgrofien wie der
Gesamtenergie, falls keine Dissipation im System wirkt

e fithre den Riickwirtstest durch.

Die erste Methode wird iiblicherweise im Zusammenhang mit automatischer
Schwittweitensteuerung verwendet. Beim Riickwértstest integriert man zunéchst
von einer Anfangskonfiguration zu einer Endkonfiguration und dann riickwérts
in der Zeit wieder zuriick, um zu sehen wie gut die Anfangsdaten wieder re-
produziert werden kénnen. In einer speziellen Variante dieses Verfahrens dreht
man bei der Endkonfiguration die Vorzeichen aller Geschwindigkeiten herum
und integriert weiter vorwérts in der Zeit bis zur Anfangskonfiguration.

Ein Ma$ fiir die Geschwindigkeit eines numerischen Programmes ist durch
die CPU-Zeit gegeben, die wihrend der Ausfiihrung des Programmes verstreicht.
Eine andere Moglichkeit besteht einfach darin zu zihlen, wie oft diejenige Funk-
tion, welche die Differentialgleichung definiert, aufgerufen wird, da dies iiblicher-
weise die meiste Rechenzeit in Anspruch nimmt. Diese Methode hat den Vorteil
maschinenunabhéngig zu sein. Die Geschwindigkeit einer konkreten Program-
mes hingt von vielen Faktoren ab, wie z.B. vom Compiler, der Computersprache,
der Effizienz der Programmierung und der Algorithmen etc. Bei aufwendigen
Programmen laufen iiblicherweise FORTRAN oder C Programme schneller als
solche in ALGOL, PASCAL oder BASIC. Bei einfachen Programmen mag unter
Umsténden die Sprache PASCAL von Vorteil sein.

Ublicherweise betrachtet man in der Himmelsmechanik (ein System von)
Differentialgleichungen der Form

z = f(z,t)

oder
2= f(z,2,1).
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Hier ist ¢ die Zeitvariable und im allgemeinen wird z ein Vektor mit diversen
Komponenten sein. Zu einem numerischen Integrationsverfahren einer deratigen
Differentialgleichung gehort im allgemeinen

o eine Diskretisierung der ¢~-Werte an denen z berechnet werden soll. Inte-
griert man von einem Anfangszeitpunkt ¢4 bis zu einem Endzeitpunkt ¢z,
so betrachtet man Zeitpunkte tg = ta,t1 > to,...,tix1 > tiy...tN = tE.
Diese diskreten Zeitpunkte nennt man die Stiitzstellen, ein Intervall h; =
ti+1 — t; die Schrittweite zum entsprechenden Zeitpunkt.

e cine Formel, welche aus alten Funktionswerten fiir z einen neuen berechnet
e eine Abschétzung des Rundungsfehlers

e cin Kriterium nachdem entschieden wird ob der neue Funktionswert ak-
zeptiert werden kann oder nicht und schlieflich

e cine Korrekturstrategie, falls der Wert nicht akzeptiert wird.

Eine deratige Strategie werden wir weiter unten beim Runge-Kutta-Nystrom
Verfahren von Fehlberg (7?) kennenlernen. In vielen Programmen operiert man
jedoch mit konstanten Schrittweiten wéhrend der Integration in der Zeit und
eine Fehler-Kontrolle ist nur durch Variation dieser universellen Schrittweite
moglich.

Eine Fehler-Kontrolle gestaltet sich problematisch, wenn das zu integrierende
System chaotisches Verhalten zeigt, d.h. wenn anfénglich beliebig benachbarte
Ausgangszustinde mit der Zeit exponentiell, d.h. proportional zu exp(t/tr) von-
einander abweichen. Etwa bei der Dynamik von Asteroiden findet man h#ufig
ein derartiges chaotisches Verhalten. Die Moglichkeiten numerischer Integratio-
nen hingen dann im wesentlichen vom betrachteten Zeitintervall ab: ist dieses
klein gegen die Liapunovzeit tr,, so wirkt sich das chaotische Verhalten prak-
tisch nicht aus; eine Fehler-Kontrolle der numerischen Integration ist analog
zum nicht-chaotischen Fall moglich und der Endzustand kann im Rahmen eines
kleinen Fehlers vorhergesagt werden. Anders liegt der Fall, wenn wir uns fiir das
Langzeitverhalten eines chaotischen Systems interessieren. Ist das betrachtete
Zeitintervall grofl gegen t; so kann man selbst mit numerischen Integrationen
nur noch statistische Aussagen gewinnen, wenn man viele Systemkonfiguratio-
nen betrachtet. Typischerweise kann dann ein und dasselbe Computerprogramm
verschiedene Ergebnisse liefern, wenn verschiedene Rechenmaschinen zur Inte-
gration verwendet werden.

Die meisten numerischen Integrationsverfahren arbeiten mit Differenzen von
Funktionswerten. Man unterscheidet zwischen Vorwidrts, Zentralen- und Riickwdrts-
Differenzen. Fiir feste Schrittweiten h sind diese so definiert:

Af(t) = f@t+h)—f(t) Vorwérts-Differenz
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ft+h/2)— f(t—h/2) Zentrale-Differenz
Vit) = fit)—ft—nh) Rickwirts-Differenz
Entsprechend sind die Operatoren A", ", V" definiert tiber
AT F(t) = A(APTLf(1)) etc.
Fiir dquidistante Stiitzstellen ist also z.B. (f; = f(t;))
Vi = fi—fin
Vifi = fi—2fim1 + fice

Wir wollen jetzt einige der gingigen Integrationsverfahren vorstellen.

10.1 Runge-Kutta Verfahren

Beim einfachen Rungen-Kutta Verfahren erhélt man den neuen Funktionswert
gemif

Zn+1 = Zn + szkz (177)
i=1
Hierin ist v die Ordnung des Verfahrens, w; die sogenannten Gewichtsfaktoren
und die k; sind von der Form

v
k; = hf(tn + cih; zn +Zaijkj) (178)
j=1
firi=1,2,...,v. In den Tabellen ?? - 7?7 sind die Zahlen
1| a1 a2 - Ay
C2 | Q21 Q22 -'° A2y
Cy | Ayl Qy2 o Qyy
w1 wa - wy

fiir v =4 (RK4), 6 (RK6) und 8 (RK8) angegeben. Zum Beispiel ist also fiir
RK4

1 1 1 1
Zp41 = 2Zp t gkl + gkz + §k3 + 6k4

mit
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kl - hf(tnazn)

1 1
ky = h'f(tn+§hyzn+§kl)
ks = hef(tn+ —hyzn+ ko)
3 — n 9 yZn ) 2

ks = h'f(tn+hyzn+k3) .

10.2 Runge-Kutta (Fehlberg) Nystrgm Verfahren

Das von Fehlberg (??) entwickelte Runge-Kutta Nystrgm Verfahren stellt eine
Weiterentwicklung der einfachen RK-Verfahren fiir ein System von Gleichungen
der Form
= f(z4,1) (179)
mit
z(to) = 20; (o) = 2o

dar. Im sogenannten RKN(%) p(p + 1)-Verfahren der Ordnung p hat man

Zin = zi+zh+h? Z r fr
k=0
vp+1

Zis1 = zi+&h+ DY nfu (180)
k=0

Vp
Ziy1r = é‘i+E e frs
k=0

d.h. man kombiniert eine Formel p—ter Ordnung fiir z und Z mit einer Formel
(p+1)—ter Ordnung fiir z, welche der Schrittweitensteuerung imn Rahmen einer
Fehlerkontrolle dient. Hier ist

fo = flz,2,t:) (181)

K—1 K—1
Fzi+ ziokh + 0% yeafr, zi+ B Beafa, ti + axh)
A=0 A=0

fr
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Tabelle 3: Die Koeffizienten von RK4

0o | -

12|12 -

12| 0 1/2 -

1|0 o 1 -
1/6 1/3 1/3 1/6

Tabelle 4: Die Koeffizienten von RK6

0 _
5—5 5—/5
10 10
5+v5 5 5+2v5 -
10 V10 10
5—v56 | —154+7v5  —1+V5 15—7V5
10 20 4 10
545 5—5 0 1 154+7V5
10 60 6 60
5—v5 54+/5 0 9-5v5 1 —54+3V5
10 60 12 6 10
1 1 0 —55425v5 —25—-7V5 5—2v5 5+v5 -~
6 12 12 10 2
1 5 5 5 1
2 0 0 12 12 12 12
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7 p=>5
=499 p=6 (182)
12 p=T.

Die Konstanten ¢, sind gegeben durch

Cr k=0,v,—1
Ce =194 0 k=1 (183)
¢y, k=vp+1.

Fiir p = 5 sind die Koeffizienten «a, 8 und ~ in Tabelle 77 aufgelistet. Die Koef-
fizienten ¢ und ¢ ergeben sich dann geméif

Cx = Typ+1,A
ex = Buria

fir A=0,1,...,vp.
Den lokalen Rundungsfehler T'E kann man durch

TE = Zi4+1 — 2i+1 (184)

abschétzen um danach folgende automatische Schrittweitensteuerung zu orga-
nisieren: halbiere Schrittweite, d.h. h — h/2 falls maz > 1

verdoppele Schrittweite, d.h. h — 2h falls maz < (1/2)P*!

mit
max = Maz(TE(1)/TOL(3) - 2(i)) (i=1,2,3)
wenn wir von den drei kartesischen Komponenten (z(1) = z, 2(2) = y,2(3) = 2)

eines Bahnvektors ausgehen. In der letzten Gleichung beschreibt TOL einen
vorgegebenen Toleranzvektor fiir die Variablen.
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Tabelle 5: Die Koeffizienten von RK N (%)5(6)

4 2 _ 3 _ 9 _ 3 _ 2 _ _
a1 =15, Qe =%, Q3 =%, Q4 =15, A5 =%, =%, ar =ag =1
_ 4 _ 1 _ 3 _ 3 _ _
ﬂlo—ﬁ) ﬂZO—Ev ﬂZl—ﬁ) 530—%) ﬂ?)l—oa ﬂBQ—%v
_ 9 _ _ _ 27 11
Bao = 55, Ba1 = Ba2 =0, Bas = 35, Bso = 75, Bs1 = B52 = 0,
10 10 18
5 _ 5 _ 27112 _ _
ﬂ53 — 3] ﬂ54 — T 18> 560 — 194 481" ﬂﬁl - 562 - 0>
Bez = 56 450 Bea = 80 000 3 _ 24544
63 — 64827> M64 — To4481> M65 — T 21609’
_ 26033 _ _ _ 236575
Bro = —fimoss P = Pr2 =0, Brs = — 55575
By = 14500 Brs = 275 936 Brg = 228095
74 — T 7104490 M75 — 45279 » M76 — 773788 >
_ 1 _ _ _ _ 250 160
Bso = 317 Bs1 = Bg2 = B3 =0, Bga = 3483 Bss = 351
1
ﬁS — 55907 ﬂ87 10
_ 8 _ 1 _ 1 _ 9 _ 81 _ 9
Y10 = 3555 V20 = 355 Y21 = 35,730 = 10> Y31 = ®oo V32 = Z00°
_ 81 _ _ 729 _ 81 11283
Y40 = 640’ Y41 = Oa Y42 = 3200’ Y43 = 1600 ° Y50 = 88064
_ 3159 7275 _ 33 _ 6250
Y51 = 0> V52 = ]8064 V53 = 44032 V54 = T 688 Y60 = 194 481
_ _ _ _ 3400 1696 6706
Y61 = Y62 = V63 = 07 Y64 = T 194 481’ Y65 = 64827 Y70 = ~ 15279
_ _ _ _ 1047925 147 544
Y11 =2 = Y73 =0, Y74 = 19150570 V75 = —To6905°
__ 1615873 _ 31 _ _ _ _
Y76 = 8748850 V80 = 350> V81 = Ys2 = Ys3 = Ys4 = 0,
_ 64 __ 2401 _ 1
Y85 = 5355 V86 = 7002 V87T = T 300
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