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Luku 1

Johdanto

1.1 Termofysiikan osa-alueet

Termofysiikka on fysiikan ala, jonka avulla voidaan tutkia makroskooppisten
hiukkassysteemien ominaisuuksia. Mekaniikan tai kvanttimekaniikan mene-
telmin voidaan tarkastella muutaman kappaleen tai hiukkasen liikettd, mutta
jos hiukkasia on esimerkiksi Avogadron luvun verran (6 - 10*3 kappaletta), ei
systeemin liiketilan médrddminen kdaytdnnodssd onnistu. Termofysiikan avulla
voidaan laskea miten esimerkiksi paine ja tilavuus riippuvat toisistaan suu-
ressa hiukkasjoukossa tai miten ndméa ominaisuudet muuttuvat kun systeemi
saa tai luovuttaa energiaa. Termofysiikan menetelmé on kayttokelpoinen hy-
vin monilla fysiikan aloilla annettujen oletusten rajoissa, ja siksi sitd voidaan
soveltaa niin materiaalitieteesséd kuin vaikkapa astro- tai aerosolifysiikassa.

Termofysiikka voidaan jakaa kolmeen osa—alueeseen: tasapainotilojen ter-
modynamiikka, tasapainotilojen tilastollinen mekaniikka ja epédtasapainotilojen
tilastollinen mekaniikka. Tédss4 kirjassa tutustumme ensin tasapainotilojen ter-
modynamiikkaan, josta jatkossa kidytetddn nimitystd termodynamiikka (joskus
puhutaan myos lampoopista). Termodynamiikka on makroskooppinen teoria,
joka tarkastelee aineen havaittavia termisid ominaisuuksia perustelematta niitd
mikroskooppisesti. Tilastollinen (eli statistinen) mekaniikka sen sijaan ottaa
ldhtokohdaksi aineen mikroskooppisen rakenteen.

Termin termodynamiikka kéytté on hieman harhaanjohtavaa, silld tarkkaan
ottaen perinteinen termodynamiikka kuvaa vain ajallisesti muuttumattomia
tasapainotiloja. Tarkasteltavissa systeemeissd ja prosesseissa aikariippuvuus
on usein hdivytetty pois ajattelemalla, ettd prosessi kulkee koko ajan tasapai-
notilojen kautta. Toisaalta usein riittdd tietdd, mitkd ovat systeemin ominai-
suudet muutoksen alussa ja lopussa. Todellisia ajasta riippuvia ilmiGitd tut-
kii epétasapainotilojen tilastollinen mekaniikka, mutta sitd emme tédssa kirjassa
késittele: asian laajuuden lisiksi esteend on raskaampi matemaattinen koneisto
kuin mita perustermofysiikassa tarvitaan.
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1.2 Termodynamiikan kasitteist6d (1.3)

Aluksi méddrittelemme muutamia termodynamiikan peruskésitteitd, jotka ovat
vdlttdimattomid seuraavien kappaleiden ymmaértamiseksi. Erditd termisten
prosessien luonteeseen liittyvia késitteitd otetaan esille my6hemmin.

Systeemi eli jarjestelmd on tarkasteltavaksi valittu fysikaalinen kokonai-
suus. Systeemin ulkopuolelle ja&d ympiiristd. Vuorovaikutus ympariston kanssa
médrdd systeemin luonteen:

¢ Avoin systeemi vaihtaa ympériston kanssa sekd lamp04 ettd ainetta.

o Suljettu systeemi on lammonvaihdossa ympaériston kanssa, mutta systee-
min hiukkasméédrd pysyy vakiona.

» Limpoeristetyn systeemin ja ympériston vélilld ei ole limmonvaihtoa (eika
hiukkasvaihtoa), mutta energiaa voi siirtyd systeemiin tai systeemistd
tyon (katso luku 3.1) muodossa

e Eristetyn systeemin ja ympériston vililld ei esiinny mikddnlaista energian
eikd hiukkasten vaihtoa.

Termodynaaminen tasapainotila on aineen tila, jossa ei tapahdu mitdén makros-
kooppisia muutoksia tai virtauksia. Termodynaamista tasapainotilaa karakteri-
soivat tilamuuttujat, joita ovat esimerkiksi paine P, lampétila T, tilavuuus V ja
magneettikentdn voimakkuus H. Osaa muuttujista voidaan kutsua tilanfunk-
tioiksi. Ajatus tédssd on se, ettd on joukko muuttujia, jotka kyseisessd tilantees-
sa tiedetddn eli voidaan mitata, ja ndistd voidaan laskea yksikésitteisid tilalle
ominaisia tilafunktioita, joita ei ainakaan kyseisessd tilanteessa suoraan mita-
ta. Sama muuttuja, esimerkiksi paine, voi olla toisessa tilanteessa tilamuuttujan
luontoinen, ja toisessa tilanfunktion luontoinen. Tilamuuttujat jaetaan eksten-
siivisiin ja intensiivisiin muuttujiin.

* Ekstensiiviset muuttujat ovat verrannollisia systeemin hiukkasméaardaan
(tai moolimé&drddn) tai tilavuuteen. Ekstensiivisid muuttujia ovat esimer-
kiksi hiukkasluku N, tilavuus V, entropia S ja kaikki energiasuureet.

¢ Intensiiviset muuttujat eivét riipu aineen mdiaréstd, ne ovat paikallisia
ominaisuuksia. Intensiivisid muuttujia ovat mm. lampdétila T, paine P ja
lukumaéératiheys p = N/ V.

Termodynaamisissa lausekkeissa tilamuuttujat esiintyvét konjugoituina pa-
reina. Ekstensiivistd suuretta tai sen differentiaalia kuvaavassa lausekkeessa
toinen konjugoiduista muuttujista on aina ekstensiivinen ja toinen intensiivi-
nen (esimerkiksi PdV tai TS).

Termodynaamisella rajalla hiukkasmddrd N — oo ja systeemin tilavuus
V — oo lukumaééritiheyden N /V pysyessd vakiona. Termodynamiikan tulok-
set ovat tarkkaan ottaen voimassa vain termodynaamisella rajalla.
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Tilanyhtilo antaa tilamuuttujien keskindisen riippuvuuden tasapainotilassa.
Yleisesti tilanyht&lo on muotoa

f(Xi) =0,

missd joukko X; koostuu k:sta systeemid kuvaavasta tilamuuttujasta, joista
k — 1 kappaletta on toisistaan riippumattomia. Yleensi tilanyhtélossa esiin-
tyy vain helposti mitattavia suureita, kuten paine, lampétila, magneettikentdn
voimakkuus jne. Jos paine, lampétila ja tilavuus mddrddvat yksikésitteisesti
systeemin tilan, puhutaan PTV-systeemistd. Tilanyhtdlé on silloin yleisesti
f(P,T,V) = 0. Usein se annetaan muodossa

P =P(T,V).

Jatkossa kdytdimme PTV-systeemid prototyyppind esitellessimme termo-
dynamiikan lakeja ja menetelmid. Seuraavassa luvussa tutustumme kaikkein
tunnetuimpaan PTV-systeemin tilanyhtdloon, ideaalikaasun tilanyhtdloon.
Otamme esimerkkejd my6s muista tilanyhtdloista.

1.3 Ideaalikaasun tilanyhtdlo (1.2, 1.4)

Ensimmaéisen kaasujen kayttdytymistd kuvaavan yhtdlon julkaisi Robert Boyle
(1627-1691) vuonna 1660. Boyle huomasi, ettd vakiolampétilassa kaasun tila-
vuus V on kddntden verrannollinen sen paineeseen P:

V = f(T)/P tai PV = f,(T), 1.1)

missd f1(T) on jokin lampétilan funktio, eli vakio ldmpétilan ollessa vakio.
Myohemmin Jacques Charles (1746-1823) havaitsi, ettd vakiopaineessa tila-
vuus on suoraan verrannollinen lampétilaan:

V=f(P)Ttai V/T = f»(P) (1.2)

missé f,(P) on paineen funktio. Joseph Louis Gay-Lussac (1778-1850) havaitsi,
ettd tilavuuden ollessa vakio paine on suoraan verrannollinen lampétilaan

P=f(V)Ttai P/T = f5(V) (1.3)

Kaikissa kolmessa edellisessad yhtdlossa ainemééra on pidetty vakiona. Vuonna
1811 Amadeo Avogadro (1776-1856) esitti hypoteesin, jonka mukaan vakiopai-
neessa ja -limpotilassa kaasun tilavuus on verrannollinen aineméaaréan n:

V = f4(T,P)ntai V/n = f4(T, D). (1.4)
Yhdistamalld tulokset (1.1), (1.2) ja (1.4) paédtellddn, ettd

PV = nRT, (1.5)
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misséd verrannollisuuskerroin R = 8,314 J/(mol K) on yleinen kaasuvakio , jota
kutsutaan myos mooliseksi kaasuvakioksi. Aineméédran n yksikké on mol ja
n = N/Ny, missd Ny = 6,022-10?> mol~! on Avogadron luku. Avogadron
luku on atomien méérd 12 grammassa hiili 12 alkuainetta, ja se on valittu ndin
koska tdmén alkuaineen atomipaino voitiin méaéritelld erityisen tarkasti. Yhtdlo
(1.5) on kiassisen ideaalikaasun tilanyhtdlo.

Ideaalikaasun tilanyhtdl6 voidaan johtaa yksinkertaisen kineettisen tarkas-
telun avulla. Teemme seuraavat oletukset:

¢ Kaasu koostuu identtisistd molekyyleistd, joiden massa on m.
* Molekyylejd on paljon, ts. kaasua on makroskooppinen maara.
* Molekyylien vililla ei ole vuorovaikutuksia.

e Tormaéykset pintoihin ovat kimmoisia, jolloin liike-energia torméyksissd
sdilyy.

Todellisten molekyylien vililld on aina vuorovaikutuksia, mutta niiden huo-
miotta jdttdminen on perusteltua, jos vuorovaikutusten kantama on lyhyt ja jos
kaasu on harvaa. Usein ideaalikaasumolekyylejd luonnehditaan infinitesimaa-
lisen pienind massapisteind, jolloin my&skddn molekyylien véliset tormdykset
eivit ole mahdollisia. Termodynamiikan kannalta timéd vaatimus on huono,
koska kaasun termalisoituminen eli tasapainon saavuttaminen ei ole mahdol-
lista torméysten kautta. Seuraavassa tédlld méaaritelméerolla ei ole merkitystd,
koska oletamme vuorovaikutuksen vain idealisoidun kiintedn seindn ja kaa-
sun valilla.

Tarkastellaan molekyyleja kuutiossa, jonka sdrméin pituus on L. Olkoon
molekyylin i nopeus x-suunnassa v, ;. Molekyyli térméa silloin yhteen seinddn
Uy,i/2L kertaa aikayksikossd, kun oletetaan, ettd tormédykset seinddn ovat
kimmoisia ja molekyyli ei tormé&d toisiin molekyyleihin. Seinddn kohdistuu
torméyksestd impulssi (yhtd kuin molekyylin liikemé&édran muutos)

Apy i = 2mo, ;.

Koska torméystaajuus on v, ;/2L ja Newtonin toisen lain mukaan voima on
F = Ap/At, on kaikista molekyyleistd tarkasteltavaan seinddan kohdistuva ko-
konaisvoima

N 2 2

Z 2m0x’i Z mvx,i
~ 2L ~ I’
i=1 i=1

missé N on molekyylien lukuméédrd. Toisaalta paine on voimaa pinta-
alayksikkod kohden, joten

Koska V = L3, saadaan

N
m
P=— 2 v (1.6)
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Nopeuden nelién keskiarvo on

— 1
v? ﬁ (xz+v +Uzz)

i Mz

Voidaan olettaa, ettd nopeus]akaurna on isotrooppinen, jolloin

2 1 N 2 1 N 2
U%:ﬁ'zvx,i:ﬁ‘ = 2021——02.

Sijoittamalla tdima tulos paineen lausekkeeseen (1.6) saadaan

m 1
= 2N
PV3N0

Systeemin (translaatioliikkeeseen liittyva) kineettinen energia on
L Nz
Utrans = ENmU ’

jolloin paineeksi saadaan
2Utrans
3V
Maaritellddn kineettinen limpdtila molekyylin kokonais liike-energiana ker-
rottuna vakiolla ja jaettuna molekyylin efektiivisten liikevapausasteiden lu-
kumadaralla f:

P= (1.7)

Tkin = vakio - f_N (18)

Edellisen yhtdlon vakio on 2/kp, missd kp on Boltzmannin vakio,
kg = 1,380658- 1022 J /K.

Vapausasteiden lukumaéira tarkasteltaville rakenteettomille yksiatomisille ide-
aalikaasumolekyyleille on f = 3, koska molekyyleilld voi olla vain etenevad
eli translaatioliikettd. Molekyylin liikkeen kuvaamiseen riittdd kolme paikka-
koordinaattia. Kaksiatominen molekyyli voi myos pyérid, jolloin molekyylin
orientaation médrittelemiseksi tarvitaan kaksi kulmamuuttujaa. Kaksitomisil-
le molekyyleille on siis f = 5 (3 translaatio- ja 2 rotaatiovapausastetta). Jos mo-
lekyyliltd puuttuu symmetria-akseli, kuten moniatomisilta ei-lineaarisilla mo-
lekyyleiltd, tarvitaan vield yksi kulmamuuttuja lisdd ja f = 6 (3 translaatio- ja
3 rotaatiovapausastetta).!

Termodynaamisessa tasapainossa kineettinen lampdétila voidaan samaistaa
myShemmin médriteltdvan absoluuttisen limpotilan T kanssa. Samoin mekaani-
nen paine samaistuu termodynaamiseen paineeseen vain tasapainotilassa. Ab-
soluuttista lampétilaa mitataan kelvineind (asteikkovili sama kuin celsiusas-
teikolla) ja absoluuttisen lampétila-asteikon nollakohta on -273.15 °C. Abso-
luuttista lampotila-asteikkoa kisitellddn tarkemmin Carnot’'n koneen yhtey-
dessd kappaleessa 4.2.

1Reaalikaasuille f = f(T,P) johtuen siséisistd vapausasteista (varéhtely), molekyylien vélisista
vuorovaikutuksista ja kvanttimekaanisista ilmidista.
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Yhtdlostd (1.8) saadaan ideaalikaasun energiaksi
_f
u= 2kBNT, (1.9)

josta translaation osuus on (ja yksiatomiselle ideaalikaasulle koko kineettinen
energia)

3
Ustans = k5 NT. (1.10)

Kun tdmad sijoitetaan paineen lausekkeeseen (1.7) saadaan tulokseksi ideaali-
kaasun tilanyhtalo:
PV =kpNT. (1.11)

Vertaamalla yhtdloitéd (1.5) ja (1.11) saadaan vakioiden kg, N4 ja R vilille relaa-
tio
kgNa = R. (1.12)

On syytd huomata, ettd yhtédlod (1.9) ei saa sijoittaa yhtédloon (1.7), koska
ideaalikaasun paineeseen lasketaan kontribuutio vain molekyylien etenevéstd
eli translaatioliikkeestd. Ideaalikaasun tilanyhtdlod patee myos moniatomisille
molekyyleille, kunhan vain alussa mainitut ehdot ovat voimassa.

1.4 Esimerkkeja tilanyhtdloista (1.5, 7.2)

1.4.1 Reaalikaasun viriaalikehitelma

Reaalikaasun molekyylien viliset vuorovaikutukset voidaan ottaa huomioon
kehittdmallad paine lukumiidiritiheyden p = N /V potenssisarjaksi:

P = kgT]p + p*By(T) + p>B3(T) + ...], (1.13)

missa viriaalikertoimet B;(T) ovat lampétilan funktioita. Viriaalikertoimet voi-
daan (ainakin periaatteessa) laskea, kun molekyylien vélinen vuorovaikutus-
potentiaali tunnetaan.

1.4.2 Van der Waalsin tilanyhtalo

Reaalisia vuorovaikuttavia kaasuja voidaan kuvata kvalitatiivisesti van der
Waalsin yht&lolla

(P+ %)(v —b) = kgT, (1.14)

joka voidaan kirjoittaa myos muotoon

2 (1.15)
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missd v = V /N on molekyylitilavuus. Kertoimet a ja b ovat semiempiirisid
ainevakioita. On huomattava, ettd mikéli a ja b on annettu yksikoissad jotka
sisaltdvit moolin, esimerkiksi [a] = 12bar/mol? ja [b] = 1/mol, on joko ndmi
vakiot muunnettava Avogadron lukua N, kédyttden per molekyyli -muotoon,
tai vaihtoehtoisesti on van der Waalsin tilanyht&lossa kdytettdva molekyylitila-
vuuden v sijasta moolitilavuutta v, = V/n (missd n = N/N,) ja Boltzmannin
vakion kp sijasta moolista kaasuvakiota R = k;N4.

Kerroin a liittyy molekyylien viliseen attraktiiviseen vuorovaikutukseen
(todenndkoisyys, ettd, molekyylit ovat niin ldhelld toisiaan, ettd ne vetédvit toi-
siaan merkittavésti puoleensa on verrannollinen lausekkeeseen 1/v?) ja ker-
roin b on pienin mahdollinen tilavuus per molekyyli, eli molekyylin “koko”.
Van der Waalsin tilanyht&lé pystyy kuvaamaan nesteen ja kaasun vélisen faa-
simuutoksen (katso luku 6.8).

1.4.3 Curien laki

Termofysiikan kayttokelpoisuus ei rajoitu vain systeemeihin, joita kuvaavat ti-
lamuuttujat P, T ja V, ja joilla on kaasu- ja nestefaasit ja mahdollisesti useampi
kiinted faasi. Esimerkkind otamme magneettiset systeemit.
Ulkoiseen kenttddn asetetun aineen magneettivuon tiheys on ilmaistavissa
muodossa
B =pu(H+M), (1.16)

missd H on magneettikentdn voimakkuus, M on magneettinen polaroituma eli
magnetoituma (magneettinen kokonaismomentti tilavuusyksikkod kohden) ja
#o on tyhjion permeabiliteetti (= 477 - 1077 Vs/Am).

Paramagneettisen aineen atomeilla on pysyvéit dipolimomentit. Heikossa
ulkoisessa kentédsséd lampoliike estdd dipolien jarjestdytymisen, mutta vahvas-
sa kentédssd dipolit jarjestyvit kentdn suuntaisiksi. Jos vain pieni osa atomeista
on jarjestdytyneitd, magneettisen polaroituman ja ulkoisen kentdn vélinen riip-
puvuus saadaan Curien laista

DN
M= _——-H, 117
VT (1.17)
missd D on ainevakio. Curien laki vastaa PV T-systeemien ideaalikaasulakia.
Ferromagneettisissa aineissa on pysyvd magneettinen jarjestys. Jos ferro-
magneettista ainetta kuumennetaan tarpeeksi muuttuu aine paramagneetti-
seksi ns. Curien lampdétilassa.



Luku 2

Termodynamiikan nollas
paasaanto

Termodynamiikka perustuu neljddn padsaantoon, jotka ovat yhta keskeisessa
asemassa kuin Newtonin lait mekaniikassa.! Termodynamiikan paasaannot
(0-3) ovat luonnonlakeja, joita ei voi johtaa muista tuloksista.

2.1 Termodynaaminen tasapaino (1.3)

Termodynamiikan nollanneksi padsdadannoksi voidaan kutsua seuraavaa ha-
vaintoa:

Jos kaksi systeemid ovat erikseen termodynaamisessa tasapainossa
kolmannen kanssa, niin ne ovat tasapainossa myos keskendén:
tasapaino  tasapaino  tasapaino

Llsin[2fs|={1]2]

Nollannesta pédédsaannostd seuraa, ettd on olemassa tilamuuttuja, joka kuvaa
termisessd kosketuksessa olevien systeemien tasapainoa. Tamaé tilamuuttuja
on ldmpotila: jos kaksi systeemid on termodynaamisessa tasapainossa, niiden
lampotilat ovat samat. Lampdétilavertailun transitiivisuudesta seuraa liséksi,
ettd voidaan valita jokin referenssisysteemi, jota kdytetaan lampdétilan mittaa-
miseen, toisin sanoen se toimii limp&mittarina. Jo James Clerk Maxwell (1831-
1879) tunsi timén periaatteen mutta vasta Fowler ja Guggenheim (1939) ehdot-
tivat nimed “nollas padsaantd”. Lyhyend muistisddntona nollas padsaants voi
kuulua vaikkapa seuraavasti: Lampitilan kiisite on hyvin miiritelty ja on olemassa
lampomittari.

Havainnollistamme ldmpotilan késitettd yksinkertaisella PTV-systeemilld,
joka koostuu eristetystd (eli jaykkéseindisestd, ainetta ja lampod lapdiseméattomasta)

Historiallisista syistdi suomenkielisessd kirjallisuudessa puhutaan termodynamiiikan
pddsdannoistd, ei laeista.
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©) (@)
Py P,

41 W

b))
«

Kuva 2.1: Diatermiselld seinélld kahteen osaan jaettu laatikko.

laatikosta, joka on jaettu kahteen osaan diatermiselli eli lampoa lapaisevalld
seindlld (kuva 2.1). Termodynaamisessa tasapainossa molempien systeemien
@ ja @ tilanyhtdlot 0; = f;(P;, V;), i = 1,2 saavat saman lukuarvon:

f1(P1, V1) = fo(P2, V2) = 6,

missd 6 on empiirinen limpotila. Tama tarkoittaa ettd systeemid @ voidaan
kdyttdd lampomittarina mitattaessa systeemin @ limpétilaa tai pdinvastoin.

2.2 Lampomittarit ja lampotila-asteikot (1.2)

Esimerkkind lampomittareista tarkastelemme kuvan 2.2 kaltaista kaasulampo-
mittaria. Putken harmaa osa on téytetty elohopealla, ja pallossa on kaasua. Elo-
hopean maééaras tai kdytdnnossd yleensd putken asentoa sdéddellddn niin, ettd
kaasun ja elohopean rajapinta pysyy aina samassa kohdassa eli kaasun tila-
vuus on vakio. Oletetaan, ettd mitattavana on erddn fluidin (nesteen tai kaasun)
lampéotila. Mittarissa olevan kaasun paine saadaan hydrostaattisen tasapainon
yhtalosta
P = pugAh,

missd p;, on elohopean massatiheys, k on painovoimavakio ja Ak on eloho-
peapatsaiden pédiden korkeusero. Mittaus antaa paineen mutta ei limpétilaa.

A

Kuva 2.2: KaasuldmpOmittarin periaatekuva.
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Kuva 2.3: Tiivistyvdn vesihdyryn (P = 1 atm) lampétila kaasuldmpomittarilla
mitattuna eri Py:n arvoilla ja erilaisilla kaasuilla.

Tieddmme kuitenkin, ettd jos mittarin kaasu on harvaa, noudattaa se Boylen
lakia PV = vakio, missd V on kaasun tilavuus ja vakio riippuu empiirisesta
lampotilasta 6, ts. PV = f(6). Mitataan nyt vertailuarvoksi jonkin referens-
sifluidin aiheuttama paine P siten, ettd elohopean rajapinta pidetddn samassa
kohdassa eli kaasun tilavuus on sama. Voimme muodostaa verrannon

P )
Py f(fo)’

missd 6y on referenssifluidin limpdétila. Jotta ideaalikaasun tilanyht&dlo

sdilyttdisi tutun funktionaalisen muotonsa, on jirkevédd valita lampétila-

asteikko lineaariseksi eli f(6) = vakio x 6. Nyt empiiriseksi lampotilaksi saa-

daan

9:%%.

Seuraavaksi otetaan mittarin kaasusta osa pois, jolloin paine on pienempi, ja
suoritetaan uudet mittaukset. Jatkamalla mittauksia yha pienemmilld paineilla
ja ekstrapoloimalla rajalle Py — 0 (samalla menee myos P — 0) havaitaan, ettd
riippumatta mittarissa kdytetystd kaasusta saadaan sama ldmpétila 0 (katso
kuva 2.3). Sen vuoksi on mahdollista maaritelld ideaalikaasulimpotila

0 = 0y lim L (V = vakio). (2.1)
Py—0 I
Kun vield referenssilampétilaksi 6 valitaan veden kolmoispisteen lampdétila ja
valitaan télle lukuarvo 273,16 K, antaa yhtal6 (2.1) lampétilan kelvinasteissa.
Palaamme kysymykseen absoluuttisen limpoétila-asteikon méérittelemisesta
kappaleissa 4.2 ja 4.4.

LampoOmittari voi perustua myos metallien sdhkoisiin ominaisuuksiin.
Lamposdhkoparissa kahden eri metallijohtimen liitoskohtaan syntyy lam-
potilasta riippuva jénnite. Termistori taas on vastus, jonka resistanssi riip-
puu lampétilasta. Myos kappaleen séteily kertoo sen lampétilan. Arkipéivan
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lampomittarit perustuvat tavallisimmin limpoélaajenemiseen. Téllaisia ovat
nesteldmpomittarit ja kaksoismetallilimpomittarit.

Tutuin lampdétila-asteikko on Celsius-asteikko, joka méaritelldan siten, ettd
veden kolmoispiste on 0,01°C. Silloin celsiuslampétila feepsiys Saadaan kel-
vinldmpétilasta T muunnoskaavalla

feelsius = T —273,15°C.

Veden jaatymispiste celsiusasteikolla on 0°C ja kiehumispiste 100°C. Celsius-
ja kelvinasteikkojen astevili on sama.

Yhdysvalloissa on vield yleisesti kdytossa fahrenheitasteikko, jolla veden
jadtymispiste on 32 °F ja kiehumispiste 212 °F. Muunnoskaava on

5
feelsius = §(tfahrenheit - 32)'

Naiden lisdksi on lukuisa mééra jo kaytostd poistettuja lampotila-asteikkoja.



Luku 3

Termodynamiikan
ensimmainen paasaanto

3.1 Ty (2.2, 2.7)

Termodynamiikassa systeemi ja ympéristd voivat vaihtaa energiaa tyon,
lammon tai hiukkasméddrdn muutoksiin liittyvan energian muodossa. Ty6 voi
olla esimerkiksi tilavuudenmuutosty6td, joka on tavallisimmin termofysiikan
esimerkeissé esiintyva tyon laji. Klassisen mekaniikan differentiaalinen tyo dW
on

dW = F - ds,

missd F on voima ja s on siirtyma. Merkintd dW tarkoittaa ettd tehty tyo riippuu
siitd miten siirros on tehty, eikd sitd voida laskea yksistdan alku- ja lopputilojen
avulla. Tyon differentiaali on silloin epdeksakti (katso kappale 3.2).
Tarkastellaan esimerkkind sylinterin ja médnndn muodostamaa systeemia
(kuva 3.1). Kaasun tilavuuden muuttuessa méaran dV siirtyy ménta (pinta-
ala A) matkan dL. Tutkitaan ulkoista méntdad liikuttavaa voimaa, joka te-
kee méntéddn tyon, jonka itseisarvo on |F - dL|. Tyon merkki médaritellddn si-

—_—

dL, F

Kuva 3.1: Sylinteri-ménté systeemi.
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ten, ettd jos kaasuun tehdddn tyotd, tyo on negatiivista, jos taas kaasu tekee
ympaéristoon tyotd, tyd on positiivista. Voiman suuruus voidaan lausua pai-
neen avulla, silld se on mekaniikassa méaritelty voimana per pinta-ala yksikko
Piikoinen = F/ A ja kun vield huomataan, ettd tdssé jarjestelyssa voima F ja siir-
tymd dL ovat yhdensuuntaiset, ja AdL on kaasun tilavuuden muutos, saadaan
tehdyksi tyoksi

AW = PulkoinenAdL = PuikoinendV - 3.1

Tilavuudenmuutosty6 on nyt lausuttu ulkoiseen voimaan liittyvan paineen
Pyikoinen avulla, mutta milld ehdoilla tdma paine on sama kuin kaasun paine P?

Kaasun paineesta on mielekdstd puhua vain silloin, kun tilamuuttujat ovat
hyvin madadritellyt eli kun systeemi on termodynaamisessa tasapainossa tai
kdytannossd hyvin ldhelld tasapainoa. Voidaksemme kayttdd yhtdlon (3.1) kal-
taisia tyon lausekkeita termodynaamisten muutosten eli prosessien kuvaami-
seen mddrittelemme kvasistaattisen prosessin:

Kvasistaattinen prosessi tapahtuu niin hitaasti, ettd systeemin tila
on jokaisena ajanhetkend mielivaltaisen ldhelld tasapainotilaa.

Kvasistaattista prosessia kuvaa hyvin maéaéritelty polku tilamuuttuja-avaruu-
dessa. Esimerkiksi kaasun dkillinen laajeneminen vaikkapa kaksinkertaiseen
tilavuuteen ei ole kvasistaattinen prosessi, eikd tasapainotermodynamiikan
keinoin voida tehdd paatelmiad systeemin tilasta prosessin aikana. Sen sijaan
prosessin péadatepisteissd tilamuuttujat ovat hyvin mdaritellyt ja esimerkiksi ai-
neen tilanyht&lo on voimassa.

Minnidn darimmaisen hidas liike vaatii sitd, ettd mantian vaikuttava koko-
naisvoima on (ldhes) nolla. Talloin kaasun paine on hyvin mééritelty, ja se koh-
distaa mantddn ulospdin tyontdvan voiman PA = P,.5,A, jonka tulee siis olla
yhtdsuuri kuin méntéd sisddnpéin tyontdvd ulkoinen voima Pyjyginen A Kvasis-
tattiseessa tapauksessa tyon lauseke voidaan kirjoittaa kaasun paineen avulla

AW = PaasudV = PAV. (3.2)

Yhtilo (3.2) on yleinen tilavuudenmuutostyon lauseke, eiké se riipu systeemin
muodosta.

Jos prosessi on kvasistaattinen, voidaan tilavuudenmuutosty¢ (tai vastaa-
vasti mikd tahansa ty0) laskea integroimalla tyon lauseke (3.2) prosessin alku-
pisteestd sen loppupisteeseen:

Yy
(AWap)kvstat. = v pdv (3.3)

a

Tehty ty6 (P, V)-tasossa on télloin kuvan 3.2 mukaisesti painekéyrén alle jadva
pinta-ala. Vaikka systeemin termodynaaminen tila olisikin hyvin maéaéritelty
prosessin aikana, riippuu tehty tyo silti prosessin luonteesta (katso kappa-
le 3.5). Jos prosessi ei ole kvasitaattinen, on selvitettdva ulkoiset voimat, ja tyon
laskemisessa on turvauduttava muotoon (3.1).
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s/

Vs Vb VvV

Kuva 3.2: Painekédyrén alle jadva varjostettu alue (P, V)-tasossa on tehty tila-
vuudenmuutostyd.

Systeemi voi tehdd my6s muuta kuin tilavuudenmuutostyotd. Veny-
tettdessd esimerkiksi sauvaa, voidaan kimmoinen muodonmuutostyo lausua dif-
ferentiaalisessa muodossa

dW = —FdL, (3.4)

missd F on sauvaa venyttdvd voima ja n on venymd. Hooken lain mukaan
jannitys eli voima poikkipinta-alayksikkoad kohden on lausuttavissa muodossa
F L-L
I _F 0
A Ly
missd E on kimmokerroin ja Ly on sauvan lepopituus. Miinus-merkki lausek-
keessa (3.4) johtuu siitd, ettd positiivisen muutoksen L — Ly aikaansaamiseksi
ympadriston on tehtdvé tyotd sauvaan.
Nesteen ja kaasun rajapintaan liittyy pintaenergia. Pintaenergian muutoksis-
ta aiheutuu tyo

AW = —cdA, (3.5)

missd A on pinta-ala ja ¢ on pintajinnitys. Pintajinnityksen kuvaama energia
aiheutuu siité, ettd nesteen pinnalla olevat molekyylit ovat erilaisessa asemas-
sa kuin nesteen sisilld: ne eivdt pysty asemoitumaan siten, ettd niiden sidos-
verkko ymparoiviin molekyyleihin olisi energeettisesti mahdollisimman edul-
linen. Pinnalla olevan molekyylin keskimddrdinen energia on titen suurempi
kuin nesteen sisdlld olevan, ja pinnan muodostaminen vaatii energiaa, eli pin-
taa muodostettaessa taytyy tehdd tyota.
Magneettinen ty6 voidaan lausua muodossa

AW = —ugV H -dM (3.6)

Téssd miinus-merkki johtuu siitd, ettd magneettinen polaroituma M aiheutuu
ulkoisesta kentastd H.! Vastaavuudet PTV-systeemin kanssa ovat P > —H ja
V < ugVM.

1Yhtils (3.6) sopii kéytettiviksi tavanomaisille magneettisille materiaaleille, joissa ulkoinen
kenttd H vallitsee niin kappaleen ulkopuolella kuin sen sisélldkin. Jos kentdn tunkeutumi-
nen aineeseen on kokonaan tai osittain estynyt, kuten on esimerkiksi suprajohteissa, on tyolle
jarkevampad kdyttad muotoa dW = —V H - dB.
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3.2 Eksaktit ja epdeksaktit differentiaalit (3.1)

Tarkastellaan kahden muuttujan funktiota
z=2z(x,Y), (3.7)

joka oletetaan jatkuvaksi ja derivoituvaksi. Osittaisderivaattoja laskettaessa on
termodynamiikassa tapana merkitd vakioina pidettavat muuttujat derivaatta-
merkinndn oikeaan alakulmaan:

(a_z) kun y on vakio, (a_z) kun x on vakio.
ox ), 9y ),

Jos siirrytdén pisteestd (x, y) pisteeseen (x + dx, y + dy) ilmaisee z:n muutoksen

kokonaisdifferentiaali:
0z 0z
2= (55) dx+ (55 ) o (338)
ox ), Wy ). Y

Esimerkki 3.1

Lasketaan ensimmadiset ja toiset derivaatat kahden muuttujan
funktiolle

1
z:;—i-xy—i-lny.

Ensimmaiset derivaatat ovat

B aor (5)ors
ox ), x2 7 \ay ), y

ja toiset

i a_z B 9%z 2

ox \ ox ox2  x3

Y1y

9 [0z 0%z ) 1

== | == = = + =) =1

ox \ 9y /, y oxdy  ox y
Esimerkki 3.2

Ideaalikaasun tilanyhtélostd PV = kpNT ratkaistaan
kgNT
p

Tilavuuden kokonaisdifferentiaali ideaalikaasulle on

% v _ kN kgNT
dv = (ﬁ)PdT—i—(ﬁ)TdP— 5 dT — 5P

V:

= V(T,P).
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Samalla tavalla voidaan lausua kokonaisdifferentiaalit dP(T, V) ja
dT(P, V).

Lauseketta
Adx + Bdy + Cdz + ... (3.9)

sanotaan Pfaffin differentiaalimuodoksi. Kertoimet A(x,y,z,...), B(x,y,z,...) jne.
ovat muuttujien x,y, z, ... analyyttisid funktioita. Lauseke (3.9) ei vélttaimattd
ole minkddn funktion kokonaisdifferentiaali. Jos Pfaffin differentiaalimuoto on
jonkin funktion F kokonaisdifferentiaali, kirjoitetaan

dF = Adx + Bdy + Cdz + ... (3.10)

ja sanotaan, ettd dF on eksakti differentiaali. Muussa tapauksessa differentiaali
on epiieksakti ja merkitdan

dF = Adx + Bdy + Cdz + ... (3.11)

Koska differentiaali on eksakti? Asian selvittimiseksi tarkastellaan kahden
muuttujan tapausta. Verrataan muotoja

OF oF
dF = <—) dx + (—) d
ox ), ay ).

dF = Adx + Bdy,

joista edellinen muoto on kokonaisdifferentiaali ja siis eksakti. Jotta jalkimmai-
nen muoto olisi my®os eksakti on ainakin oltava voimassa

(@) 5 - (2)
ox ), ay /),

Lisdksi derivaatan arvo ei saa riippua derivointijarjestyksestd, ts.

G0k _BF _#F _oor
dydx  dydx 0xdy Ox Iy’

ja

Differentiaali on siten eksakti, kun voimassa on ns. resiprookkisuusehto

IA(xy) _ 9B(xy)

3y p (3.12)
Jos muuttujia on kolme, on eksaktille differentiaalille
dF = Adx + Bdy + Cdz (3.13)
voimassa yhtdaikaiset ehdot
0A JB 0A 0 0B 0
94 _oB . 94 _aC . 9B _oC (3.14)

dy ox ' 9z ox ~ 9z 9y
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Esimerkki 3.3
Onko differentiaali

xdy + ydx
eksakti? Lasketaan yhtdlon (3.12) derivaatat:
o
ox  dy’

Differentiaali on siis resiprookkisuusehdon nojalla eksakti. Hel-
posti todetaan, ettd

xdy + ydx = d(xy).

Esimerkki 3.4

Onko differentiaali
xdy — ydx.

eksakti? Resiprookkisuusehdosta saadaan

ox ~d(—y)
A VA

Differentiaali on epdeksakti. Tdssd tapauksessa ei ole olemassa
funktiota f(x,y), jonka differentiaali df(x,y) olisi xdy — ydx.

Esimerkki 3.5
Loytyyko lampétilan ja paineen funktiota, jonka differentiaali oli-
si
kgN kgNT
- ?
iz ar P2 dp ?

Vilittomasti todetaan

d(kgN/P) _ —kpN _ d(—kgNT/P?)

oP p2 oT

Kyseessd on tilavuuden differentiaali dV (T, P) ideaalikaasusys-
teemissd (esimerkki 3.2), joka on siis eksakti kuten pitddkin.

Jos dF on eksakti, voidaan osoittaa, ettd voimassa ovat myds seuraavat
viitteet:
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a) Integraalin

F(b) — F(a) = /ab dF = /ab[A(x,y)dx + B(x, y)dy]

arvo ei riipu integrointireitistd pisteiden a ja b vélilld. (Vrt. mekaniikkaan:
konservatiivisten voimien tekemd ty6 on tiestd riippumaton.)

b) Suljettua integrointireittid pitkin
74' dF = f [A(x, y)dx + B(x,y)dy] = 0.

¢) Jos dF tunnetaan, voidaan F mé&arittdsd vakiota vaille.

Viittdméan (c) perusteella on selvéd, ettd termodynaamisen tilamuuttujan
differentiaalin tulee olla eksakti, muutoinhan titd tilamuuttujaa ei edes olisi
olemassa! Kohta (a) taas kertoo, ettd tilamuuttujan muutoksen laskemiseksi
riittdd tietdd muuttujan arvot prosessin pddtepisteissa. Tdstd on paljon hyotyd
analysoitaessa termodynaamisia muutoksia.

Voidaanko epéeksakti differentiaali muuntaa eksaktiksi? Kahden muuttu-
jan tapauksessa on aina 16ydettdvissd ns. integroiva tekiji A(x,y) siten, ettd

AdF = AAdx + ABdy = df

on eksakti differentiaali. Epdeksakti differentiaali voidaan siis lausua eksaktin
differentiaalin avulla muodossa

af
aF = — 3.15
4 (3.15)
Termodynamiikassa sekd f ettd A ovat tilamuuttujia. Esimerkiksi kvasistaat-
tisessa tilavuudenmuutostydssda dW = PdV, missd P ja V ovat tilamuuttujia.
Vertaamalla yhtaloon (3.15) ndhdaén, ettd P~! on dW:n integroiva tekiji. Esi-
merkin 3.4 epaeksaktin differentiaalin xdy — ydx integroiva tekija on 1/x2.

3.3 Termodynamiikan ensimmadinen pddsaanto (2.3,
2.1)

3.3.1 Mita lampod on?

Jo englantilaiset Robert Boyle ja Isaac Newton viittivit, ettd lampo on energiaa,
joka liittyy aineen mikroskooppisten osasten liikkeeseen. Sen sijaan Ranskassa
oli vallalla késitys, jonka mukaan lamp6 on ndkymaétontd ainetta, jota nimitet-
tiin kalorikiksi ja joka virtasi kuumemmasta kappaleesta kylmempé&dn. Vuon-
na 1761 skotti Joseph Black (1728-1799) osoitti, ettd d@mpérillinen jadkylmaa
vettd lampeni nopeasti, kun se tuotiin huoneenldmp66n, mutta jos vesi sislsi
jadpaloja, sen lampdétila pysyi kauan samana. Jos oletettu kalorikki virtasi
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ympadristostd dmpdriin, sisdlsi jadkylma vesi siis ilmeisesti enemmaén kalorik-
kia kuin jaa. Vuonna 1799 englantilainen kemisti Humphry Davy (1778-1829)
ndytti, ettd jddpalat saatiin sulamaan hankaamalla niitd vastakkain. Kalorik-
kiteorian mukaan hankaaminen sai kalorikin virtaamaan jaadstd ymparistoon,
joten kokeen tuloksena tuotettu nestevesi sisédlsi vdhemmadn kalorikkia kuin
jad. Tdllaiset ristiriitaiset havainnot saivat aikansa tutkijat epdilemdan kalo-
rikkiteoriaa, mutta vasta 1847 James Prescott Joulen (1818-1889) tutkimukset
romuttivat sen kokonaan. Kokeissaan Joule muutti vakiomééran tyota eri ta-
voin ldmmoksi (kitkan avulla, sdhkolld lammittdmadlld jne.) niin, ettd kaik-
ki tyo kdytettiin limmittdmiseen, ja havaitsi, ettd tuloksena oli aina sama
maédrd lampod. Nédin Joule tuli mitanneeksi ldmmon mekaanisen ekvivalentin: tiet-
ty madra tyotd tuottaa aina saman mddran lampod riippumatta miten muu-
tos tehddédn. Joulen mittaukset osoittivat, ettd lampo on energiaa siind missd
tyokin.

Klassisessa hiukkaskuvauksessa lampo on erddnlaista “epédjarjestynyttd”
kineettistd energiaa. Taman lisdksi hiukkaset ovat vuorovaikutuksessa kent-
tien kanssa, esimerkiksi sihkomagneettisten kenttien. Kentdt voivat siirtdd
energiaa ja liikemddrdd, ja tormayksissd osa hiukkasten liike-energiasta
muuttuu kenttien energiaksi. Kvanttikenttdteoria on osoittanut, ettd hiuk-
kaset itsekin ovat vain kentdn virdhtelyjd ja vuorovaikutus tapahtuu ns.
valittdjahiukkasten avulla. Esimerkiksi sdhkomagneettisessa vuorovaikutuk-
sessa vilittdjahiukkanen on fotoni.

Jo klassinen kuvaus aineesta osoittaa, ettd puhtaasti mekaaninen ldhtokohta
on termodynaamiselta kannalta riittdiméaton. On tdysin mahdoton ajatus, ettd
voisimme rakentaa kuvauksen systeemin energian muutoksista tarkastelemal-
la jokaisen hiukkasen energian muutoksia erikseen. Termodynamiikassa on-
kin jarkevdd mdadritelld tyo energiaksi, joka on tdysin vaihtokelpoista muiden
energialajien kanssa. Kaikki muu energia (hiukkasméaaran pysyessd vakiona)
niputetaan lammoksi. On kuviteltavissa, ettd jos esimerkiksi sylinterissa laaje-
neva kaasu tekee ty6td mantdédn, voidaan tyo varastoida kitkattomaan jouseen
ja palauttaa sieltd takaisin tai muuntaa toiseen muotoon (todellinen jousi on
aina kitkallinen mutta huolellisessa koejdrjestelyssd kitka voidaan eliminoida
ldhes kokonaan). Jos sen sijaan mdnnédn tekemd tyod varastoidaan lammoksi
(molekyylien liikkeeksi) vaikkapa kitkan avulla, on ilmeisté, ettd vain osa tdstd
energiasta voidaan my6hemmin kdyttdd mannéan liikutteluun. Kappaleessa 4.1
osoitamme, ettd 1impoa voidaan muuntaa tyoksi vain rajoitetusti.

3.3.2 Energia sailyy

Termodynamiikan ensimmadinen péédsddnto on energiansdilymislaki. Jos sys-
teemin ja ympaériston vuorovaikutus tapahtuu vain ty6n ja limmonsiirron
kautta, voidaan systeemin energian muutos prosessissa kirjoittaa

AU = AQ — AW. (3.16)

Valitussa merkkikonventiossa AQ on systeemiin siirtynyt ldimp6 ja AW sys-
teemin ympdristo6onsd tekemd tyo. Differentiaalisessa muutoksessa ylldoleva
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AQ
AW

uAN

Kuva 3.3: Ensimmdisen pddsdannon maarittelyssd kaytetyt merkkikonventiot.

yhtdlo saa muodon
au = aQ —daw. (3.17)

Termodynaamisessa kielenkdytossd systeemin kokonaisenergiaa U sanotaan
sisiiseksi energiaksi. Muita energiasuureita kasitellddn luvussa 5.

On syytd huomata, ettd vaikka sisdinen energia on tilamuuttuja, tyo ja
lampo eivit sitd ole. Koska sekd dW ettd 4Q ovat epdeksakteja differentiaa-
leja, ei mitddn tilamuuttujien funktioita Q ja W ole edes olemassa. Vaikka sys-
teemilld on tietty méadréd sisdistd energiaa (esimerkiksi 666 kJ), voidaan puhua
vain siirtyneistd ty6- tai lampomdaristd ja niiden muutoksista. Tyon ja lammon
differentiaalien epdeksaktisuudesta seuraa myos, ettd

]{dw £0 ja fdQ £0. (3.18)

Tédssd ndkyy se tosiasia, ettd energiaa voidaan muuntaa muodosta toiseen,
mikd mahdollistaa mm. limpévoimakoneiden toiminnan.

Koska U on tilamuuttuja, riippuu muutoksen AU arvo vain prossessin
péétepisteistd. Tarked termodynaaminen prosessityyppi on kiertoprosessi, eli
prosessi, joka palaa tilamuuttuja-avaruudessa takaisin alkupisteeseensa. Kier-
toprosessissa on voimassa

fdu —0. (3.19)

Yhtdlod (3.19) voidaan pitdd erddnd ensimmadisen padsddnnon esitysmuotona.
Lampo- ja tyOsiirtymien ohella systeemi voi olla ympaériston kanssa hiuk-
kasvaihdossa. Tahdn liittyy J. Willard Gibbsin (1839-1903) kehittdma kemialli-
sen potentiaalin késite. Jos hiukkasvaihto on sallittu, kirjoitetaan ensimmaéinen

pédsaantd muodossa
du = dQ — dW + udN, (3.20)

misséd p on kemiallinen potentiaali. Kemiallinen potentiaali kertoo aineenvaih-
don yhteydesséd systeemin siirtyvan energian hiukkasta kohden.

Yhtilon (3.20) mukainen merkkikonventio on esitetty kuvassa 3.3. Muis-
tisddntond sille, ettd systeemin tekemén tyon merkkisddnto on erisuuntainen
kuin lammon ja hiukkasméaardn voi ajatella hyotya tavoittelevaa kapitalistia,
jolle positiivista on systeemin (tehtaan, ty6ldisen) ulospéin tekema tyo.
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Erityyppisid kvasistaattisia toitd tekeville ja useista hiukkaslajeista koostu-
valle systeemille ensimmaéinen padsdanto voidaan ilmaista muodossa

du =dQ—Y i -dX;+Y_widN;, (3.21)
i i

missé f; on yleinen voima ja dX; yleinen siirtyma.

3.4 Lampokapasiteetit (2.5)

Ensimméisen pddsadnnon avulla voidaan laskea, kuinka paljon systeemiin siir-

tyy lampoa:
AQ = AU + AW.

Lampokapasiteetti kertoo kuinka paljon systeemi tarvitsee lampod AQ, jotta
sen lampotila nousee méaaran AT:

AQ
C = 1li — . 3.22
ehto = 1M, ( AT ) chto (3.22)

Tésséd “ehto” ilmoittaa muuttujan, joka lampdokapasiteettia laskettaessa tai mi-
tattaessa pidetdan vakiona.

Yksinkertaiseen tilavuudenmuutostyotd tekevddn PTV-systeemiin liit-
tyvét lampokapasiteetit ovat limpokapasiteetti vakiotilavuudessa eli isokoorinen
lampokapasiteetti:

. AQ
= 1 g .2
Cv A%IEO < AT ) v (3:23)
ja limpokapasiteetti vakiopaineessa eli isobaarinen limpokapasiteetti:
L (AQ
Cp = Al%go <AT>P' (3.24)

Termodynamiikan ensimmadisen pddsaannon mukaan
dQ =dU+dW =dU+ PdV,

missd jalkimmdisessd vaiheessa muutos oletetaan kvasistaattiseksi. Silloin

. AU ou
Cv = Jim, (E) L (ﬁ)v (3.25)

aul v
Cp= <ﬁ)p +P <ﬁ)p' (3.26)

Jalkimmadisessd yhtdlossd oikean puolen toinen termi on laajentumisen aikana
tehdyn tyon vaikutus lampokapasiteettiin. Isokoorisessa lampokapasiteetissa
vastaavaa termid ei ole, koska muutos tapahtuu vakiotilavuudessa.

ja
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Seuraavaksi laskemme ldmpokapasiteettien Cp ja Cy erotuksen. Tilanyhta-
16n mukaan f(T,P,V) = 0, eli vain kaksi muuttujista P, T ja V ovat vapaita.
Voidaan siis lausua V = V(T,P) ja U = U(T, V(T, P)). Lasketaan ensin deri-

vaatta
ou 0 ou ou 1%
(57), - Gruevem) = (5), + (50), (57),
Sijoittamalla yht&dloon (3.26) saadaan
ou ou 1% 1%
er=(57), (3v), Gr), 7 (3r),

Tédssd yhtdlon oikean puolen ensimmdinen termi on Cy, joten saadaan
lampokapasiteettien erotus

ou t1%
o= [(22), 7] (). oz

Ideaalikaasulle PV = kgNTja U = U(T), joten

VY _ kN
oTf )y P

ou
(W)T =0

Sijoittamalla ndma tulokset yhtdloon (3.27) saadaan lampdokapasiteettien ero-
tukseksi ideaalikaasulle

ja

Cp - CV = kBN =nR, (328)

missé jalkimmainen muoto seuraa tuloksesta (1.12). Reaalikaasuille yhtalo (3.28)
ei tarkkaan ottaen péde, koska U = U(T, V) ja (oU/oV )7 # 0.

Ideaalikaasulle laimpdokapasiteettien lausekkeet saadaan erityisen yksinker-
taiseen muotoon, kun muistetaan, ettd ideaalikaasulle U = kgTNf /2. Silloin
suoraan mdéritelmasta (3.25) seuraa

CV:£@N (3.29)

ja kaavasta (3.28)
Cp = (Jz—( + 1) kgN. (3.30)

Reaalikaasuille (ja nesteille) vapausasteiden méird f = f(T, P), jolloin my6s
Cy = Cy(T,P).
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Lampokapasiteetit Cy ja Cp riippuvat systeemin hiukkas- tai aineméaarasta.
Jokaiselle aineelle ominainen ominaislimpokapasiteetti madritellaan

C
Cahto =~ (3.31)

missd M on systeemin massa. Ominaislimpokapasiteettien arvoja 16ytyy tau-
lukoista. Joskus on myos hyodyllista kayttad moolista limpokapasiteettia

Coeto = 0, (332)
n
Esimerkiksi yksiatomiselle ideaalikaasulle ¢, v = 3R/2.

Lampokapasiteetit ovat esimerkkeja termodynaamisista vastefunktioista. Mui-
ta termodynaamisia vastefunktioita ovat mm. tuonnempana esiteltavit
lampolaajenemiskertoimet ja kokoonpuristuvuudet.

Lampokapasiteettien vélinen erotus (3.27) on ensimmaéinen esimerkki tyy-
pillisistd termodynamiikassa esiintyvistd yhteyksistd, joilla systeemid kuvaa-
via ominaisuuksia voidaan laskea toisista ominaisuuksista. Jokin ominaisuus
voi olla helposti mitattava toisen mittauksen ollessa hankalaa. Tallsin hanka-
lasti mitattavan voi yhteyksien avulla laskea helpommin mitattavasta. Jos mo-
lemmat pystytddn mittaamaan, sddstetddn vaivaa kun toinen saadaan laske-
malla. Liséksi jos molemmat mitataan pystytddn arvioimaan mittauksen tark-
kuutta ja/tai teoreettisen mallin sopivuutta késiteltdvadn tilanteeseen sen pe-
rusteella, kuinka hyvin yhteys toteutuu.

3.5 Kuvasistaattisia ideaalikaasuprosesseja (~2.1, 2.11)

Termodynaamista muutosta rajoittaa systeemin ja ympériston valinen kyt-
kentd. Jos systeemi on esimerkiksi kiintedseindinen, pysyy systeemin tilavuus
muutoksen aikana vakiona, ja sanomme, ettd muutos on isokoorinen. Muita
PTV-systeemissd tapahtuvien prosessien erikoistapauksia ovat isoterminen, iso-
baarinen ja adiabaattinen muutos. Téssd kappaleessa esittelemme ndmaé prosessi-
tyypit ja tutkimme, kuinka systeemin tekema ty6 ja systeemiin siirtynyt lampo
voidaan laskea kvasistaattisessa tapauksessa ideaalikaasulle.

3.5.1 Isoterminen prosessi

Isotermisessa prosessissa lampétila pysyy vakiona. Ideaalikaasun tilanyhtalosta
saadaan isoterminen tilanyht&l6 ideaalikaasuprosesseille:

PV = vakio. (3.33)
Koska ideaalikaasulle U = U(T), on AU = 0, kun AT = 0, ja ensimmdisen

péddsaannon nojalla
AQ = AW (3.34)
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Kuva 3.4: Kaasun isoterminen laajeneminen ménnaélld suljetussa sylinterissa.

eli kaasun ymparistoonsad tekemd tyo on tdsmailleen yhtd suuri kuin kaasuun
siirtynyt lampdenergia.

Esimerkki isotermisestd prosessista on kuvan 3.4 mukainen méannilld va-
rustettuun sdilioon suljetun ideaalikaasun laajeneminen. Méntddn kohdistu-
va ulkoinen paine P,j; < P eli kaasu laajenee, mutta mdnndn massa on so-
pivan suuruinen, jotta laajeneminen tapahtuu hyvin hitaasti. Koska séilié on
lammonvaihdossa ympériston kanssa ja koska prosessi on kvasistaattinen, voi-
daan kaasun olettaa pysyvén isotermisend koko prosessin ajan. Kaasun tekema
kvasistaattinen ty6 on

v, v,
AW, = / "pav = ksNT [ Y — kpNTIn 2. (3.35)
Vi v V Va

Tamé esimerkki valottaa myos kvasistaattisuuden merkitysta: jos méanta
nostetaan nopeasti loppuasentoon, kaasun molekyylit eivit ehdi seurata tasai-
sesti perdssd, ja paine kaikkialla sdiliosséd ei ole sama. Tdlloin kaasun tekeméaan
tyota ei voi laskea integroimalla lauseketta PdV. Aéritapauksessa jos henkilo
nostaa mannén erittdin nopeasti, kaasu sdiliossa ei tee lainkaan tyotd, kaikki
tyo on ihmisen tekemdd.

3.5.2 Isobaarinen prosessi

Isobaarisessa prosessissa paine on vakio. Ideaalikaasun tilanyht&lon nojalla
isobaarinen tilanyht&l6 on

% = vakio. (3.36)

Isobaarisessa prosessissa seké tehty tyo etta siirtynyt lampo voivat olla nollasta
poikkeavia. Kaasun tekema ty6 on

AW — / PdV = PAV. (3.37)

Systeemiin siirtyneeksi lammoksi saadaan yhtélon (3.24) mukaisesti

AQ = CpAT. (3.38)
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Esimerkki isobaarisesta prosessista on ideaalikaasun laajeneminen lammi-
tettdessd kitkattomalla mannalld varustetussa sdiliossd. Laajenemisen aikana
méinnén ja ympdriston aiheuttama paine pysyy vakiona.

3.5.3 Isokoorinen prosessi

Isokoorisessa prosessissa systeemin tilavuus pysyy vakiona. Ideaalikaasulle
isokoorinen tilanyhtél6 on

? = vakio. (3.39)

Suljetun kiintedseindisen ideaalikaasulla taytetyn sailion lammitys on esimerk-
ki isokoorisesta prosessista. Vaikka kaasu lampenee, se ei tee tilavuudenmuu-
tostyotd, koska sdilion seinét eivét voi lilkkua. Ensimmaéisen pédédsdannon pe-
rusteella siirtynyt lampémaéédrd on yhtd suuri kuin energian muutos AU:

AU = AQ = CyAT, (3.40)

missd jalkimmaéinen muoto seuraa yht&lostd (3.23).

3.5.4 Adiabaattinen prosessi

Maddritellddan adiabaattinen prosessi:

Adiabaattisessa prosessissa systeemin ja ympdriston valilld ei ole
lammonvaihtoa eli 2Q = 0.

Ensimmaéisestd pddsddnnosta seuraa, ettd systeemin ympéristoonsa tekema tyo
adiabaattisessa prosessissa on

AW,giap = —AU. (3.41)

Téastd saadaan ldmmolle vaihtoehtoinen tulkinta: AQ on energiatasapainon
sdilyttimiseksi tarvittava korjaustermi ei-adiabaattisissa muutoksissa. Vaikka dQ =
0, ei adiabaattinen prosessi ole valttdmattd kvasistaattinen, silld myos systee-
min sisélld voi tapahtua tyon piiriin kuulumattomia ilmicitd, jotka poikkeutta-
vat sen tasapainosta. Asiaa valaisee kuva 3.5.

Ideaalikaasun kvasistaattista adiabaattista laajenemista voidaan kuvata ku-
van 3.4 méintd-sylinterikonfiguraatiolla, missid sylinteri ja méantd kuitenkin
muodostavat lampderistetyn kokonaisuuden. Téssdkin tapauksessa Py < P
mutta paineiden erotus on pieni, jotta mannéan liike pysyy hitaana, mutta nyt
lampoa ei siirry 4Q = 0, josta seuraa, ettd lampotila muuttuu dT # 0. En-
simmadisestd pddsddnnostd saadaan

au au
4Q =0=dU+ PdV = (W)v T + (W)T dV + Pdv.

Téssd (0U/9T)y = Cyja (0U/0V ) = 0 (koska U = U(T)), joten

0 = CydT + PdV = CydT + kBNTdvv,
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£\
Kaasua ﬂ%

~—F

N~ Adiabaattinen seing

Kuva 3.5: Moottori pyorittdd potkuria, joka sekoittaa kaasua. Sdilion seind ei
lapéise lampoa eli se on adiabaattinen. Sekoitusprosessi on adiabaattinen mut-
ta ei kvasistaattinen.

missd jalkimmaisessd muodossa on kdytetty ideaalikaasun tilanyht&loa. Jaka-

malla T:114 saadaan T v
— +kgN— =
Cy T +kp v 0,

josta integroimalla Ty — Tja Vo — V

T 1%
Cvln?o +kBN1nV0 =0.

Siirtamalla Cy In Ty ja kg N In V oikealle puolelle ja yhdistamaélle ne vakioksi,
ja kdyttdmalla vasemmalla puolella logaritmien laskusddntoja saadaan

In (TCV yksN ) = vakio”,

josta seuraa
TS VRN = vakio,

ja kun muistetaan, ettd Cp — Cy = kgN, saadaan
TV(Cr—Cv)/Cv = vakio. (3.42)

Maééritelldan adiabaattivakio®

F/2+1
v=Cp/Cy 72 (3.43)

jolloin yhtalo (3.42) tulee muotoon
TV"~! = vakio. (3.44)

Tulos on ideaalikaasun adiabaattinen tilanyhtilo. Sijoittamalla ideaalikaasun tilan-
yhtdlo yhtédloon (3.44) saadaan myos muodot

PV7 = vakio, (= Nkgvakio) (3.45)

2Maaritelmd oy = Cp/Cy pitee ideaalikaasulle, ei yleisesti.
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‘\ Adiabaatti

=

Kuva 3.6: Isotermi (dT = 0) ja adiabaatti (#Q = 0) (P, V)-tasossa.

ja
TPA=1/7 = vakios (: vakio'/7 (Nk,) ("1’ “r) : (3.46)

Nyt voimme vihdoin laskea ideaalikaasun tekemidn tyon adiabaattisessa
laajenemisessa. Kédyttdmalld adiabaattisen tilanyhtdlon muotoa (3.45) saadaan

vakio
P=— (3.47)
ja tyoksi tulee
V V . .
AW — / 2 PAV — 2 vak1odV _ vakio (V21_7 _ Vll_y)

Vi vV I—o

1 vakio vakio 1
= V, — Vi|=——»(DPV,—PV). 3.48
1—7<V27 2= 1) 1—7(22 1V1) (3.48)

Samaan tulokseen pééstddn tietenkin myos laskemalla kaavassa (3.41) esiin-
tyvd energian muutos kédyttden ideaalikaasun energian lauseketta U =
f/2kgNT ja tilanyhtédlod (3.44), kun huomataan ettd ideaalikaasulle 1/(1 —
’y) = Cv/(CV - Cp) = —f/2.

Jos kyseessd on reaalikaasu, (0U/0V )1 # 0, ja on adiabaattisen tilanyhta-
16n johtamiseksi integroitava koko adiabaattisuusehto

CydT + Ka—u) + P] dV = 0. (3.49)

Adiabaattisen ja isotermisen ideaalikaasuprosessin kdyttdytyminen (P, V)-
tasossa ndhdéan vertaamalla adiabaattisen ja isotermisen tilanyhtdlon antamia
painekédyrdn kulmakertoimia. Yhtdlon (3.45) mukaisesti adiabaattisessa pro-
sessissa

P = vakio- V77,
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joten
oP

oV
Toisaalta isotermisessd prosessissa

= —vakio-yV 71 = —qV~1Ip. (3.50)

P = vakio- V1,

josta saadaan

oP _ : -2 _ -1
5 = —vakio- V™= -V~ P. (3.51)
Vertaamalla yhtdloité (3.50) ja (3.51) saadaan
oP ) ( oP )
— =7 - (3.52)
(aV adiab oV T

Koska v > 1, ndhddan yhtalostd (3.52), ettd adiabaatit ovat jyrkempid kuin
isotermit (katso kuva 3.6). Tdmi tarkoittaa, ettd kun siirrytdén tietystd (P, V)-
pisteestd suuremman tilavuuden suuntaan, isotermin alle jd& (P, V)-tasossa
suurempi pinta-ala kuin adiabaatin alle: kaasun tekemd tyo isotermisessd
muutoksessa on suurempi kuin adiabaattisessa. Isotermisessd laajenemises-
sa loppupaine on suurempi kuin adiabaattisessa laajenemisessa. Namd tu-
lokset voi ymmartéda silld perustella, ettd toisin kuin adiabaattisessa proses-
sissa, isotermisessd prosessissa systeemiin virtaa energiaa lammon muodos-
sa, ja osa tdstd energiasta voidaan kayttdd tyoksi. Toisaalta, kun ymparisto te-
kee kaasuun tyotéd, eli siirrytddn pienemman tilavuuden suuntaan, tarvitaan
adiabaattisessa puristuksessa suurempi tyo kuin isotermisessd saman tilavuu-
den muutoksen aikaansaamiseksi. Adiabaattisen puristuksen loppupaine on
my6s suurempi kuin isotermisen puristuksen. Jdlleen on ymmarrettavas, ettd
adiabaattisessa prosessissa jossa lammon virtaus ulos on estetty, puristaminen
johtaa lampétilan nousuun ja paine kasvaa ndin ollen nopeammin kuin va-
kiolampétilan tapauksessa.

Adiabaattiset muutokset ovat keskeisessd asemassa mm. ilmakehén fysii-
kassa. Troposfddrin konvektiovirtaukset kuljettavat ilmaa ylospdin ja takaisin.
Kohotessaan meren pinnan tasolta ilma laajenee, koska paine pienenee. (vrt.
ideaalikaasulaki). Ilma johtaa lampod huonosti, joten kohoavan ilmapaketin
ja ympaériston vililld on vain vidhdn lammonvaihtoa, ja laajenemista voidaan
pitda adiabaattisena. Tdsta seuraa, ettd nousevan ilmapaketin lampétila laskee.
Laskeva ilmapaketti taas puristuu adiabaattisesti ja sen lampdétila kasvaa.



Luku 4

Termodynamiikan toinen
paasaanto

4.1 Toinen pddsaanto ja Carnot’'n kone (5.2)

Hoyrykoneen kehittyminen 1700-luvulla johti pohdintoihin termodynaamisis-
ta koneista ja niiden tehokkuudesta. Vihitellen selvisi, ettd tyén muuttaminen
lammoksi on aina mahdollista ja jopa niin, ettd tyd voidaan kokonaisuudes-
saan muuttaa lammoksi. Kaytdnnon sovellusten kannalta mielenkiintoisem-
paa on kuitenkin tietdd, missd mddrin lampod voidaan muuttaa tyoksi: kuinka
paljon ja miten vaikkapa hiiltd on poltettava, ettd hdyrykone tekisi tyotd mah-
dollisimman tehokkaasti. Termodynamiikan ensimmdinen pddsdanto kertoo,
ettd energiaa voidaan muuntaa muodosta toiseen, mutta se ei aseta muunnok-
piirinen havainto rajoittaa mahdollisuutta muuntaa lamp6a tyoksi.

Teoreettisesti termodynaamisten prosessien tehokkuutta tarkasteli en-
simmadisend Sadi Carnot (1796-1832). Carnot'n tarkastelut nojaavat reversiibelin
prosessin kasitteeseen:

Prosessi on reversiibeli eli palautuva, jos on olemassa vastaproses-
si, joka palauttaa systeemin takaisin alkutilaan ikddn kuin mitddn
muutosta ei olisi tapahtunutkaan. Muutoin prosessi on irreversiibe-
li eli palautumaton. Reversiibelissd prosessissa myds ympaéristossa
tapahtuneet muutokset palautuvat ennalleen.

Tama reversiibelin prosessin méaéaritelmd on mahdollisimman yleinen, eika
se ota mitddn kantaa tasapainotiloihin. On kuitenkin vaikea kuvitella sellaista
reversiibelid prosessia, joka ei olisi my0s kvasistaattinen, eli se ei kulkisikaan
tasapainotilojen kautta: siirtyminen epdtasapainotilaan aiheuttaisi vadjaamatta
irreversiibelin muutoksen. Toisaalta on mahdollista argumentoida, ettd kva-
sistaattinen prosessi voi olla irreversiibeli. Esimerkiksi kaasujen hyvin hidas-
ta sekoittumista voidaan pitdd kvasistaattisena prosessina, mutta se ei milldan
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Kuva 4.1: Carnot'n koneen periaatekuva.

muotoa ole reversiibeli- kddnteistd prosessia eli kaasujen hidasta erottamista
toisistaan ei voida ajatella tapahtuvan. Mutta koska muutos on irreversiibeli,
taytyy siind esiintyd myos vaiheita, jotka eivit ole tasapainotilassa, toisin sa-
noen muutos ei olekaan kvasistaattinen! On siis ilmeistd, ettd jos kvasistaatti-
nen ja reversiibeli muutos mééritelldan kuten edelld, voidaan sanoja reversii-
beli ja kvasistaattinen kéyttda toistensa synonyymeina.

Kaasujen sekoittumisen liséksi tyypillinen esimerkki irreversiibelistd muu-
toksesta on limpotilojen tasaantuminen kahden kappaleen vaililld. Lisdksi
kaikki luonnolliset prosessit ovat irreversiibeleitd. Reversiibeli prosessi onkin
erddnlainen idealisaatio, vaikka luonnollinen prosessi voikin olla lihes rever-
siibeli.

Carnot totesi, ettd lampétilaerojen lasndollessa voidaan 1dampodd muuttaa
tyoksi. Muunnosprosessin tehokkuuden arviointia varten Carnot postuloi kier-
toprosessin, Carnot’n koneen (kuva 4.1):

Carnot'n kone on lampd&voimakone, joka toimii reversiibelisti kah-
den lamposiilion valilla.

Carnot'n kone
¢ ottaa kuumemmasta lamposiiliostd T, lampdoenergiaa madrdn AQ, > 0,
¢ tekee tyotd madrdan AW ja
¢ siirtdd kylmempéan lampovarastoon T lampomaaran AQ; > 0.

Téssd sekd AQq ettd AQ, ovat médritelty positiivisiksi. Limpovarastot T1 ja T,
oletetaan niin suuriksi, ettd koneen toiminta ei vaikuta niiden lampdétiloihin.
Carnot pédtteli, ettd kaikkein tehokkain lampokone toimii kiertoprosessina
kahden lamposiilion vélilld. Lisdksi prosessin tulee olla reversiibeli eli proses-
sia voidaan yhta hyvin ajaa takaperin. Voidaankin méaritelld, ettd mikéa tahan-
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sa kahden lampdosdilion vililld toimiva reversiibeli kiertoprosessi on Carnot'n
kone.

Koska prosessi on syklinen, palaa systeemi jokaisen tyovaiheen jilkeen
aina alkutilaan ja sisdisen energian muutos AU = 0. Silloin ensimmdisen
pédsaannon perusteella

AW = AQ, — AQs. (4.1)

Prosessin tehokkuutta kuvaa hyodtysuhde 1, joka mddritellddn koneen tekemédn
tyon ja sen ottaman ldmmon suhteena, eli

_AW A
T= 20, AQy’

missd jalkimmdinen yhtdsuuruus seuraa yhtalosta (4.1).

On selvédd, ettd lampo siirtyy aina kuumemmasta lampovarastosta kyl-
mempaéén silloin, kun kone tekee ty6td ympéristoonsa. Muutoinhan kone tuot-
taisi oman energiansa, miké on energian sadilymislain eli termodynamiikan en-
simmadisen pddsddnnon vastaista. Tallaista energian sdilymislakia rikkovaa ko-
netta sanotaan ensimmdisen lajin ikiliikkujaksi. Mutta voiko Carnot'n kone muut-
taa kaiken lammon tyOksi? Vastaus on ei, sen estdd termodynamiikan toinen
padsaanto.

Toisesta pddsddnnostd on olemassa useita muotoja. Rudolf Clausius (1822—
1888) esitti seuraavan formulaation:

(4.2)

Lampod ei voida siirtdd kylmemmastd lampovarastosta kuumem-
paan ilman muita muutoksia.

Lordi Kelvin eli William Thomson (1824-1907) taas totesi:

Kiertoprosessissa ei ole mahdollista ottaa limpoenergiaa kuumasta
lampovarastosta ja muuttaa se tyoksi, jollei samalla lampoa siirry
kylmempéan lampdovarastoon.

Clausiuksen ja Kelvinin muotoilut ovat ekvivalentteja. Jos Kelvinin viéite ei
olisi voimassa, voitaisiin rakentaa lampovoimakone, joka muuntaa kaiken
lammon tyodksi. Tamd tyod voitaisiin kokonaisuudessaan muuttaa lammoksi
ja kayttdd jonkin kappaleen lammittdmiseen sen alkuperdisestd lampdatilasta
riippumatta. Jos kappale on kuumempi kuin limpovarasto, josta ldampo
alunperin otettiin, on lopputuloksena limmon siirtyminen kylmemmastd
kappaleesta (lampovarasto) kuumempaan, mikd on Clausiuksen vditteen
vastaista. Jos toisaalta Clausiuksen viite ei olisi voimassa, minkd tahan-
sa lampovoimakoneen hukkaldmpd voitaisiin siirtdd takaisin korkeammassa
lampéotilassa olevaan lampdovarastoon. Limpod ei tdlloin siirtyisi lainkaan kyl-
mempadadn limpovarastoon, mika on Kelvinin véitteen vastaista.

Toisesta pddsddnnostd seuraa, ettd Carnot'n koneen hukkaldimpd AQ; on
aina olemassa. Jos ndin ei olisi, Kelvinin toisen pddsaannon muotoilu ei péatisi
ja olisi mahdollista muuttaa kaikki lamp6 tyoksi. Tuloksena olisi toisen lajin
ikiliikkuja.
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Kuva 4.2: Carnot’'n kone lampSpumppuna, jota ajaa hypoteettinen irreversii-
beli kone H.

Kuten todettiin, voidaan Carnot'n prosessi reversiibeliytensd vuoksi myos
kdantdd vastakkaiseen suuntaan, jolloin koneeseen tiytyy tehdd tyotd, jotta
lampo siirtyisi kylmemmaéstd kuumempaan lampdovarastoon. Carnot'n kone
toimii talloin limpopumppuna. Limpopumppua késitelldan tarkemmin kappa-
leessa 4.3.

Seuraavaksi todistamme, ettd Carnot'n kone on kaikista lamp&voima-
koneista tehokkain ja ettd Carnot’'n koneen hyotysuhde riippuu ainoastaan
lampdvarastojen lampotiloista. Vertaillaan samojen lampdovarastojen vélilld
toimivaa Carnot'n konetta C ja hypoteettista irreversiibelid konetta H (ku-
va 4.2).

Oletetaan, ettd kone H on tehokkaampi kuin Carnot'n kone, 5 > #¢, eli

MW AW
AQmr ~ AQe

Laitetaan nyt Carnot'n kone toimimaan lampépumppuna siten, ettd Carnot'n
kone kdyttda kaiken koneen H tekemdn tyon eli

AWe = AWy.

4.3)

Silloin yhtélon (4.3) mukaan
AQc2 > AQmy.

Téastd seuraa, ettd koneiden C ja H muodostama yhdistetty kone ei tee tyota
mutta siirtdd positiivisen maaran lampoa

AQcr —AQpr >0

kylmemmastd lampdovarastosta T) kuumempaan lampovarastoon T,. Tamé on
vastoin Clausiuksen toisen pddsddnnon muotoilua, joten kone H ei voi olla
Carnot'n konetta tehokkaampi.
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Kuva 4.3: Hypoteettinen reversiibeli kone R lampSpumppuna, jota ajaa Car-
not'n kone C.

Todistelumme osoittaa, ettd 17c > #p. Erityisesti, jos kone H on reversiibeli
kone R, saamme ehdon 77¢c > #r. Mutta silloin kone R voidaan laittaa toimi-
maan lampdpumppuna, johon Carnot’n kone tekee ty6td (kuva 4.3).

Oletetaan, ettd Carnot’'n kone C on tehokkaampi kuin reversiibeli kone R,
nc > 1R, eli

AWe  AWg
AQc2 © AQry’

ja kun Carnot'n koneen tekemai ty® syo6tetdédn reversiibeliin koneeseen,

(4.4)

AWe = AWy,
seuraa

AQcr < AQRg».

Téstd seuraa, ettd koneiden C ja R muodostama yhdistetty kone ei tee tyotd
mutta siirtdd positiivisen maaran lampoa

AQrr —AQc >0

kylmemmastd lampovarastosta T) kuumempaan lampovarastoon T,. Tdmé on
jalleen vastoin Clausiuksen toisen padsaannén muotoilu, joten seuraa ristiriita
ja on oltava ¢ < #g.

Koska molempien ehtojen tdytyy olla voimassa, on véistimattd yc = 7g.
Siten kone R on my6s Carnot'n kone. Voimme siis todeta:

Kaikista lampdtilojen Ty ja T, vililld tyoskentelevista lampokoneista
Carnot'n koneella on korkein mahdollinen hy6tysuhde.
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Kuva 4.4: Kaksi perédkkaista Carnot'n konetta.

Tétd voidaan my0s pitdd erddnd termodynamiikan toisen pddsadnnén muotoi-
luna.

Koska esittimdamme todistelu ei ota kantaa Carnot'n koneen rakenteeseen
vaan ainoastaan ddrilampétiloihin Ty ja T, on my6s voimassa

HCarnot = f(Tl/ T2)/

eli Carnot’'n koneen hyé6tysuhde riippuu vain lampdovarastojen lampotiloista.

4.2 Absoluuttinen lampétila (5.14)

Carnot'n kone tarjoaa mahdollisuuden maédritelld absoluuttinen lampétila-
asteikko. Koska Carnot’'n koneiden hyo6tysuhde riippuu vain ddrilimpétiloista,
on kuvan 4.4 kahden perékkéin kytketyn Carnot'n koneen hyétysuhde

A
1- MCarnot = % = f(TmaX/ Tm'm)- (4'5)
On my0s voimassa
AQ» AQq A,
T 7 T = T~ ; T 7 T = A ; T 7 T = A 7
f(T3, T2) AQs f(T2, T1) AQ, f(T3,Th) AOs
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Kuva 4.5: Kédédnteisen Carnot’n koneen periaatekuva.

joista yhdessd tuloksen (4.5) saadaan

_AQ AQr - AQy .
Yhtilolla (4.6) ei ole yksikdsitteistd ratkaisua. Tapana on mddritelld lampotilat
siten, ettd

f(T, Th) = % (4.7)
2

mikd on yhtdlon (4.6) yksinkertaisin ratkaisu. Yhtdlo (4.7) méadrittelee absoluut-
tisen lampotila-asteikon mittayksikkoa vaille. Carnot'n koneelle on siis voimassa

AQ T
HCarnot = 1-— Fusl:;s =1- "= (4'8)

Tmax

Yhtdlod (4.7) ehdotti ensimmadisend Kelvin. Absoluuttisen lampétilan as-
teikkona kaytetddnkin kelvinasteikkoa, jossa 1 K = 1°C ja 0°C = 273,15 K.
Ndin maédriteltynd absoluuttinen lampdétila T on ekvivalentti ideaalikaa-
suldmpotilan 0 kanssa, kuten kappaleessa 4.4 ndemme.

4.3 Carnot’'n jadkaappi ja lampopumppu (5.11)

Jo edelld viitattiin mahdollisuuteen kayttdd Carnot'n konetta limpGenergian
siirtdmiseen kylmemmadéstd lampovarastosta kuumempaan, kunhan vain
ympaéristo tekee tarpeeksi tyotd Carnotn koneeseen. Tallaisen kéddnteisen
Carnot'n prosessin kaavio on esitetty kuvassa 4.5. Jos kylmemmastd lam-
povarastosta T; otetaan lampomddrd AQq ja siirretddn AQ, kuumempaan
lampdvarastoon T;, on kiertoprosessissa tehtdvan tyon maara

AW = AQ, — AQ;.
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Carnot'n koneelle AQ; /AQ, = T1/T>, joten

AQy _ AQ» __ D
AW AQ—-AQ1 T-Ty

Téstd saadaan tyoksi

- h-T B Ty
= T AQy = (1 Tz) AQ».

Koska T, /T, < 1, saadaan tulos

AW

AW < AQ».

Téstd ndhdéddn, ettd lampovarastoon T, siirtyy enemmaén lampod kuin tyotd
tehd&dan.

Jdidkaappi on kddnteinen Carnot’'n prosessi, jossa ldmpod siirretddn pois
ympadristoddan kylmemmaéstd systeemistd. Jadkaapin tehokkuutta on tapana mi-
tata tehokertoimen w avulla. Jadkaapille tehokerroin madritellddan kylmemmastd
lampdvarastosta otetun ldammon ja tehdyn tyon suhteena:

AQ
Erityisesti Carnot'n jddkaapille
5
Wik, Carnot = T, T, (4.10)

Tehokerroin voi olla huomattavasti ykkostd suurempi luku.
Limpopumppu siirtdd lampod ympdristod lampoisempddn systeemiin.
Lampopumpun tehokerroin on kuumempaan lampdvarastoon siirretyn lampomaaran
ja tehdyn tyon suhde:
_ A%

Wp = 237 (4.11)
ja Carnot'n lampoépumpun tehokerroin on
T
= . 4.12
Wip,Carnot T, — T, ( )

Lampopumppua kdytetddan mm. talojen lammitykseen (esimerkiksi maa- tai
ilmaldamp&pumppu).

Carnot'n jadkaapin ja lampdpumpun tehokertoimet on esitetty kuvassa 4.6.
Kuvasta ndhdéén, ettd molempien prosessien tehokkuus on suurimmillaan,
kun lampétilojen ero pieni. Tdstd seuraa mm. ettd ilmaldimpSpumppua ei kan-
nata kdyttdd kovilla pakkasilla. Jddkaapin tehokerroin menee nollaan suhteen
Ty /T, myo6td. Sen vuoksi absoluuttista nollapistettd ei voida saavuttaa Car-
not'n koneella jadhdyttamalld edes periaatteessa.
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Tehokerroin

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
T/ Ty

Kuva 4.6: Carnot'n jddkaapin ja lampopumpun tehokertoimet lamposailididen
lampéotilojen suhteen Ty /T, funktiona.

4.4 Ideaalikaasukoneita (5.2)

4.4.1 Carnot’n kone

Kaikilla kahden lampo6varaston vililla toimivilla reversiibeleilld lampokoneilla
on sama hyotysuhde, ts. ne ovat Carnot'n koneita. Tarkastelemme tassd yk-
sinkertaista ideaalikaasua tybaineena kdyttdvaa Carnot'n kiertoprosessia, joka
koostuu kahdesta isotermistd ja kahdesta adiabaatista (kuva 4.7).

eVaihe 1 — 2: isoterminen laajeneminen, T = T;. Ideaalikaasulle
(dU/dV)r = 0, joten isotermilld AU = 0. Ensimmaisen paasiannon nojallal
kaasun tekemad ty6 on

1% V2
AQp = AWy, = /V PdV = kyNTiIn 32 > 0.
1

eVaihe 2 — 3: adiabaattinen laajeneminen, T = Ty — T,; < Ty. Adiabaatti-
suuden vuoksi dQ = 0 eli
ou

AU+ dW =0 = (ﬁ

> dT 4+ dW = CydT + dW,
14
joten kaasun tekema ty6 on

T
AWy = —Cy . dT = CV(Tk — Tm) > 0.
k

eVaihe 3 — 4: isoterminen puristus, T = T,,. Samoin perustein kuin vai-
heessa1 — 2

V4 V4
AQzy = AW3y = / PdV = kgNT,,In— < 0.
V3 V3

1Koska kaytimme ensimmadistd padsaantod, on jarkevaa siirtyd jalleen alkuperdiseen merkki-
konventioon, missa AQ:n merkki madraytyy lampovirran suunnan mukaan.
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T
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Kuva 4.7: Carnot'n kiertoprosessi (P,V)-tasossa.

Huomaa, ettd koska Vy < V3, on tyckontribuutio negatiivinen. Téssd vaiheessa
ympadristo tekee kaasuun tyota.
eVaihe 4 — 1: adiabaattinen puristus, T = T), — Tj. Tehty ty6 on

AWy = Cv(Tm —Ty) = —AWy3 < 0.
Syklin aikana tehty kokonaisty6 on

AW = AWy + AWps + AWy + AWy = AQ1p + AQ3y
- |2 V3
= kBNTkln V] kBNTmln V4‘

ja hyotysuhde on

- AW 1 kBNTmln(V3/V4)
7= AQ kgNTIn(Vo/ Vi)~

(4.13)

Adiabaattiselle ideaalikaasuprosessille TV7~! = vakio, joten

vy =T,V ja
TV =T, V),

BT (BT Rk
Vi -\ iV

Sijoittamalla tdmd tulos yhtdloon (4.13), saadaan hyotysuhteeksi

josta

— Tm
n=1-7 (4.14)
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eli Carnot'n koneen hyotysuhde. Tulos patee riippumatta siitd, mitd tyGainetta
Carnot'n kone kdyttdd. Jotta kone olisi Carnot'n kone, sen on otettava lampod
tietyssd vakioldmpétilassa ja luovuttettava sitd toisessa vakioldampétilassa.
Otto-kiertoprosessi, jota seuraavaksi tarkastellaan, on esimerkki koneesta jossa
ndin ei ole.

Téssd on huolettomasti kidytetty merkintaa T lampotilalle, vaikka itse asias-
sa kyseessd on ideaalikaasuldmpétila 6 (huomaa, ettd lampotila-asteikkoon
viittaava yleinen kaasuvakio supistuu lopputuloksista pois). Yhtdlot (4.8) ja
(4.14) kuitenkin osoittavat, ettd Carnot'n koneen ottaman ja luovuttaman
lampomaaran suhdetta kuvaavat samanmuotoiset yhtalot

A T, 6
AL _ T 6 (4.15)

AQ; T 6
Asteikkojen ero on vain niiden skaalauksessa. Jos valitaan, ettd ne yhtenevat
veden kolmoispisteessd 273,16 K, vastaavat ideaalikaasu- ja kelvinlampotilat
lukuarvoiltaan toisiaan.

4.4.2 Otto-kiertoprosessi

Otto-prosessi on polttomoottorin teoreettinen perusta. Polttomoottoria kehit-
ti saksalainen Nikolaus Otto (1832-1891). Otto-prosessi koostuu vuorottaisista
adiabaattisista ja isokoorisista vaiheista (kuva 4.8), tybaineena jilleen ideaali-
kaasu:

eVaihe 1 — 2: adiabaattinen puristus, AQq, = 0.

eVaihe 2 — 3: isokoorinen paineen kasvu, AW,3 = 0. Ensimmadisesta
paasaannosta

T
AQn=AU= [ * CydT = Cy(Ts — Ty).
2

Ideaalikaasun isokoorisen tilanyhtélon (3.39) mukaisesti vaiheen pddtepisteissa

I )
= ===, 4.16
LT (4.16)
Koska P; > P,, ndhdaan yhtdlostd (4.16), ettd Tz > T,. Siten AQ»3 > 0.
eVaihe 3 — 4: adiabaattinen laajeneminen, AQz4 = 0.
eVaihe 4 — 1: isokoorinen paineen aleneminen, AWy; = 0, AQqyq =
Cy(Ty — Ta). Vaiheen péitepisteissid
Py P

Ty To

jakoska Py > Pj,on Ty > Ty ja AQg < 0.
Systeemin tekemd kokonaisty® kiertoprosessissa on

AW = AQp3 +AQy = Cy(T3 —Tr + Ty — Ty)
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Kuva 4.8: Otto-kiertoprosessi (P,V)-tasossa.

ja hyotysuhde
AW Ts—To+ Ty —T. Ty—T
AQxs I3 -T, I3 -T,
Adiabaattisessa prosessissa (huom V4 = Vija V3 = V)
-1 y-1 .
T4V1 = T3V2 Ja
nvy =TV,
josta
T
— == 4.18
T, Ts (4.18)
Kirjoittamalla yht&lo (4.17) muotoon
T, (1-T4/T.
p—1- 1t 1/ Ty
T3 \1-T,/T3
ja kdyttdmalla tulosta (4.18) saadaan
Ty
=1- = (4.19)
Ul T

Yhtdlo (4.19) on samanmuotoinen kuin Carnot'n prosessille, mutta Otto-
prosessin hyotysuhde on kuitenkin pienempi, koska lammon otto ja luovutus
ei tapahdu &érilampdétiloissa (vaiheet 2 — 3 ja 4 — 1). Ty ei mydskddn ole
prosessin minimilampétila, koska Ty > T7.

On olemassa my6s muita prosesseja kuin edelld esitetty isotermisistd
ja adiabaattisista vaiheista koostuva Carnot'n prosessi, joilla on Carnot'n
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Kuva 4.9: Systeemi, joka on kytketty lampovarastoon Carnot'n koneen kautta.

hyo6tysuhde. Téllainen on mm. Stirlingin sykli, jossa isotermiset ja isokoo-
riset vaiheet vuorottelevat; jotta Carnot'n hyotysuhde saavutetaan, on kui-
tenkin oletettava, ettd lampd, joka luovutetaan painetta isokoorisesti pienen-
nettdessd, voidaan kierrdttdd takaisin tdysimddrdisesti toisen isokoorisen vai-
heen aikana. Kdytdnnon koneissa usein sovelletaan prosesseja, joiden teoreet-
tinen hyoétysuhde on huonompi kuin Carnot'n koneen. Syy on luonteeltaan
tekninen: tdllaisissa prosesseissa irreversiibeleistd ilmioistd aiheutuvat haviot
pystytddn minimoimaan tehokkaammin.

4.5 Clausiuksen epdyhtdld (5.6)

Clausius vertaili lukuisia reversiibeleitd ja irreversiibeleitd prosesseja ja totesi,
ettd reversiibelissd prosessissa AQ/T on sdilyva suure. Siten esimerkiksi Car-
not'n koneelle AQ/T pysyy vakiona (vrt. yhtilo (4.8)) mutta jadhtyville tee-
kupille ei: kuppi luovuttaa saman lampomaddrdn kuin ympéristo ottaa vastaan,
mutta kupin ldmpétila on korkeampi kuin ympaériston. Namé pohdinnat joh-
tivat epdyhtdloon, joka nyt tunnetaan Clausiuksen epédyhtdlond ja entropian
késitteeseen.

Tarkastellaan systeemid, joka on kytketty lampdovarastoon Tj reversiibelin
Carnot'n koneen vilitykselld (kuva 4.9). Systeemi tekee ty6td, mutta sen raken-
teesta ja toteutuksesta meiddn ei tarvitse tietdd mitddn. Systeemi voi olla irre-
versiibeli. Prosessi etenee infinitesimaalisen pienin askelin siten, ettd Carnot'n
kone ottaa lampovarastosta Ty lampomaédran 4Q, tekee tyotd médrdan dWe ja
luovuttaa lammon 4Q systeemille. Téstd aiheutuu systeemin pieni paikallinen
lammitys (lampétila T), jonka ansiosta systeemi tekee tyon dWsys.
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Sovelletaan nyt termodynamiikan ensimmadistd pddsddntéda Carnot'n ko-
neen ja systeemin muodostamaan yhdistettyyn systeemiin, joka kuvassa 4.9 on
erotettu katkoviivalla. Limpovirrat Q ja #Qo sekd tehdyt tydt dWsys ja dWe on
maédritety positiivisiksi, kun ne kulkevat kuvan 4.9 nuolien suuntaan. Yhdiste-
tyn systeemin sisdisen energian muutos on Usjgain — Uylos €li

dU = dQo — (dWc + dWsys) = dQo — dW,
missd W on yhdistetyn systeemin tekemd tyd. Carnot'n koneelle pétee

Qo  dQ _ - 4Q
To = T = leo = TOT, (4.20)

jolloin

dW:dQO—du:TdTQ—du.

Kokonaisty6 saadaan, kun integroidaan edellinen yhtdlo koko syklin ympari:

AW = TodeQ—fdu.

fdu:o,

AW =T, Q.

Mutta kiertoprosessissa

joten

Yhdistetyn systeemin tekema ty6 ei voi olla positiivinen, koska muuten kierto-
prosessi vaihtaisi lampoé yhden lampdvaraston (Tj) kanssa ja tekisi vastaavan
maédrdn tyotd, mikd on vastoin termodynamiikan toista padsdantod (Kelvin).

Siispa
aQ

Tamaé on Clausiuksen epdyhtilo.

Jos kuvan 4.9 tarkemmin maédrittelemdton systeemi olisi reversiibe-
li, voisimme ajaa prosessia takaperin, siten ettdi Carnot'n kone toimii
lampopumppuna (kuva 4.10). Seuraavassa lampovirrat dQ ja dQp seka teh-
dyt tyot dWsys ja AW on médritety positiivisiksi, kun ne kulkevat kuvan 4.10
nuolien suuntaan. Télloin yhdistetyn systeemin sisdisen energian muutos olisi

dU = AW + dWsys — Qg = dW — dQy,

missd dW on yhdistettyyn systeemiin tehty ty6. Kdyttamallda Carnot’'n koneelle
yhtdlod (4.20) saataisiin
aQ

AW =d To—=.
u+T, T
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: Systeemi : dWsys
| o
' |
: T [
|
|
L |
|
|
| | dWc
|
|
|
|
|
|

Kuva 4.10: Systeemi, joka on kytketty lampd&varastoon lampépumppuna toi-
mivan kddnteisen Carnot'n koneen kautta.

Kokonaisty6 saataisiin jalleen kun integroitaisiin edellinen yhtdls koko syklin
ympaéri:
aQ aQ

AW:%dU+T0 F=Tof

?{dU:O.

Yhdistetty systeemi ei voi tehdd tyotd ympéristoon rikkomatta toista
padsaantod (eli ympariston on tehtdvd tyotd yhdistettyyn systeemiin, nyt
kdytossd olevalla merkkisddnoilléd siis on oltava AW > 0) , joten saadaan tu-
los

koska kiertoprosessissa

aQ

— >0. 4.22

= > (422)
Reversiibelille prosessille tdytyy siis molempien tulosten (4.21) ja (4.22) olla
voimassa, jolloin voidaan péételld, ettd yhtédlon (4.21) yhtasuuruus on voimas-
sa vain ja ainoastaan reversiibelissd tapauksessa.

4.6 Entropia (5.3)

Kuvassa 4.11 on esitetty erds kiertoprosessi (P, V)-tasossa. Valitaan prosessin
reitiltd kaksi mielivaltaista tilaa 1 ja 2, ja merkitddn polkua 1 — 2 kirjaimella
a ja polkua 2 — 1 kirjaimella b. Oletetaan ensin, ettd prosessi on reversiibeli.
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1%

Kuva 4.11: Erés kiertoprosessi (P, V)-tasossa.

Clausiuksen epdyhtdlon perusteella

erev B 2 erev 1 erev B
7{ T _/1 T +/2 T =0

a b
joten
2 agQrev 1 aQrev 2 aqQrev
/1 T /2 T /1 T
a b b
Funktio #Q™V /T voidaan siis integroida mitd reittid tahansa pisteestd 1 pistee-
seen 2:
2 ereV
/ —— = 5(P,V2) — 5(Py, V1) = S, (4.23)
J1

Koska integraalin arvo riippuu vain péétepisteistd, on yhtdlossd (4.23)
madritelty funktio S(P, V) tilamuuttuja. Siitd kdytetdan Clausiuksen keksimaa
nimitysta entropia.

Oletetaan seuraavaksi, ettd muutos tilasta 1 tilaan 2 on irreversiibeli, mutta
takaisin tilaan 1 palataan reversiibelid reittid pitkin. Clausiuksen epdyhtalon
perusteella

2 inrr -1 erev B 2 inrr 2 erev
/1 T +./2 T _./1 T _./1 T <0
——r
AS
eli -
irr
/ 107 _ as. (4.24)

1 T

Irreversiibelissd tapauksessa limméonvaihtotermi [ dQ™ /T ei sisdlld kaikkia
entropian muutokseen vaikuttavia tekij6itd vaan osa entropian muutoksesta
tulee systeemin sisdisten spontaanien prosessien aiheuttamasta entropian tuo-
tosta.



4.6. ENTROPIA (5.3) 45

Adiabaattisessa prosessissa lampod ei siirry dQ.qiap = 0, joten entropia
AS > 0. Toisin sanoen:

Adiabaattisessa prosessissa entropian muutos AS = 0, jos prosessi
on reversiibeli, muutoin AS > 0.

Jos systeemi ei ole adiabaattisesti suljettu, voi systeemin entropia pienentya
AS < 0, mutta systeemille ja ymparistolle yhteensd ASi; > 0. Clausiuksen
muotoilemana tdmé vaatimus voidaan esittda seuraavasti:

Maailmankaikkeuden entropia pyrkii maksimoitumaan.

Tamai toisen padsadnnon formulaatio liittdd entropian syvalliselld tavalla ajan
suuntaan. Koska kaikki luonnolliset prosessit ovat irreversiibeleitd, voidaan
pelkédstddn prosessia havainnoimalla erottaa aiempi hetki ¢; ja my6haisempi
hetki t, toisistaan silld perusteella, ettd hetkelld f, maailmankaikkeuden
entropia on suurempi kuin hetkelld #;. Jatkossa tasapainotiloja etsittdessd
kdytannollinen toisen padsaannon muotoilu on

Suljetussa systeemissa kaikissa spontaaneissa prosesseissa entropia
kasvaa.

Entropian (ja lampétilan) kasitteeseen paddytddn myods matemaattisesti ele-
gantilla tavalla ottamalla ldhtokohdaksi kreikkalaisen matemaatikon Constan-
tin Carathéodoryn (1873-1950) vuonna 1909 esittdméd aksiooma: mielivaltai-
sen lihelli jokaista makroskooppisen tila-avaruuden pistettd on tasapainotiloja, joi-
ta ei voida saavuttaa adiabaattisesti. Tdssd menetelmdssd termodynamiikan kes-
keisimmait kasitteet voidaan esittdd termodynaamisiin tiloihin liittyen tarvit-
sematta puuttua limpokoneisiin ja niiden rakenteeseen. Koneisiin perustuva
lahestymistapa ei kuitenkaan ole vihemmaén yleinen.

4.6.1 Entropia ja ensimmdinen padsaanto
Clausiuksen epdyhtdlon perusteella reversiibelissd prosessissa on voimassa

dQI'QV

d
> T

(4.25)

Koska dS on eksakti differentiaali, voidaan todeta, ettdi on T ! epdeksaktin
differentiaalin dQ integroiva tekija (totea timi eksplisiittisesti ideaalikaasun
tapauksessa). Vastaavasti tilavuudenmuutostyon differentiaalin W tekee ek-

saktiksi tekija P~! eli AW™ = PdV. Voimme siis kirjoittaa ensimmaisen
péddsaannon differentiaaliseen muotoon
dU = TdS — PdV. (4.26)

Nyt voisi kuvitella, ettd sisdisen energian muutos olisi laskettavissa integroi-
malla yhtdlostd (4.26) vain reversiibelissd tapauksessa:

AU = AQ — AW = / TdS — / Pdv. (4.27)



46 LUKU 4. TERMODYNAMIIKAN TOINEN PAASAANTO

2J
1J
0J

Kuva 4.12: Kaavakuva energiatasoista.

Mutta koska U on tilamuuttuja ja dU on eksakti differentiaali, saadaan AU
yhtélostd (4.27) aina, jos yhtalén oikean puolen integroinnit suoritetaan rever-
siibelid reittid pitkin. Tastd on suurta hyotyd tarkasteltaessa irreversiibeleitd
muutoksia.

Irreversiibeleistd muutoksista aiheutuu entropian tuottoa, jonka vuoksi

Mﬂ</m&
Jotta yhtdlo (4.27) olisi voimassa, taytyy olla
AW < / pdv. (4.28)

Irreversiibeleissd muutoksissa systeemi tekee siis vahemmaén ty6td kuin rever-
siibeleissa muutoksissa.

4.6.2 Mitd entropia oikein kuvaa?

Entropia S kuvaa makrotasolta katsoen piilossa olevia erilaisia mahdollisia ti-
loja, joissa systeemi voi olla. Ajatellaan, ettd voisimme mitata vain systeemin
kokonaisenergiaa U, mutta tieddmme ettd meilld on 5 hiukkasta ja 3 mahdol-
lista energiatasoa joilla hiukkaset voivat olla (tasojen energiat 0], 1Jja 2 J, katso
kuvaa 4.12):

¢ Jos makrotila on U = 10 J, kaikkien hiukkasten tdytyy olla energiatasolla
2](10J =5 x 2]J), joten mahdollisia tiloja on vain yksi.

¢ Jos makrotila on U =5 J, mahdollisuuksia on useita:

2x2] +1x1] +2x0]

1x2] +3x1] +1x0] = 3 mahdollisuutta
5x1]

* Kokeile itse tapauksia U =9,8,7,6,4,3,2,1] .
Tilastollisessa mekaniikassa entropia on méaritelty

S=kInW, (4.29)
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missd W on makrotasolta piilossa olevien mikroskooppisten mahdollisuuksien
lukumaéré ja k on Boltzmannin vakio 1.38-10723 J /K. Entropian yksikké on sa-
ma kuin Boltzmannin vakion yksikké [S] = J/K. Kuvan 4.12 systeemin entro-
piat tarkastelluissa tapauksissa

u =10J — S=k-In1=0

u =5J] — S=k-In3>0.

Miten monella tavalla voidaan N kaasuhiukkasta jérjestda tilavuuteen V
niin ettd niiden energia on U? Kaikkien hiukkasten paikat ja nopeudet voivat
olla mielivaltaisia, onko mahdollisuuksia siis ddrettoman monta? Vastaus on
ei, koska kvanttimekaniikassa opimme ettd paikka ja tilavuuskin ovat kvantit-
tuneita, ne voidaan mééritelld vain Heisenbergin epatarkkuusperiaatteen an-
tamalla tarkkuudella. Niinpd kaasun entropiakaan ei ole dareton.

HUOM 1: Lampétila T on verrannollinen hiukkasten yhteenlaskettuun ki-
neettiseen energiaan.

Energia U on yhteenlaskettu vuorovaikutusten potentiaalienergia ja kineetti-
nen energia.

Kineettinen energia voi muuttua potentiaalienergiaksi ja padinvastoin, mutta
suljetussa systeemissd kokonaisenergiaa sdilyy.

HUOM 2: Jako makroskooppiseen ja mikroskooppiseen riippuu mittalait-
teista tai mallin/ymmarryksen tasosta: kuinka pienid yksityiskohtia voimme
tai haluamme tarkastella.

4.7 Sisdinen energia ja Maxwellin relaatiot (6.2)

Sisdisen energian differentiaalimuoto reversiibelissi muutoksessa saadaan
suoraan termodynamiikan ensimmadisestd padsaannosta:

dU = TdS — PdV + ) _ udN;. (4.30)
i

Koska dU on eksakti differentiaali, voidaan kirjoittaa

ou ou ou
U = <_> ds + <—> v + ( > AN, (431)
as V,Ni aV S,Ni aNl S,V,Nj#i 1

Differentiaaleista (4.30) ja (4.31) voimme tehdd identifikaatiot

au> <8U) <8U >
ol -7 (&) =—_p (2= = u;. (4.32)
(as V,N; oV Js N, oN; S,V.Njzi l

Toisaalta osittaisderivoinnit kommutoivat, esimerkiksi

ory  _ o ((wu _ 2 ((wu (e
aV S,N,‘ a aV aS V,Nl' S,N[ o aS aV S,Ni V,N]- o aS V,Ni'
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Kuva 4.13: Kaavio Maxwellin relaatioiden muodostamiseksi.

Soveltamalla samaa symmetriaa toisiinkin muuttujiin, saadaan sisdiseen ener-
giaan liittyvat Maxwellin relaatiot

aT JP
(W)S,Ni - (%)V,N; @3
oT ) (ay)
oL - (%) (4.34)
(aNi S,VNiL 9IS Jy
oP ) (a‘u)
o - (% (4.35)
(aNi S,V Nisi aV Js N,

Maxwellin relaatioita ei kannata opetella ulkoa, vaan ne voidaan joh-
taa helposti kuten edelld. Toisaalta ne voidaan myos lukea suoraan sisdisen
energian (tai muun myshemmin esiteltdvdn termodynaamisen potentiaalin)
differentiaalimuodosta. Esimerkiksi relaatio (4.33) voidaan muodostaa ku-
van 4.13 mukaisesti valitsemalla muuttujat “ristikkdin” konjugoiduista pareis-
ta. Samanlainen kaavio voidaan kirjoittaa my6s muille intensiivisen ja eksten-
siivisen muuttujan muodostamille pareille.

4.7.1 Fundamentaalinen yhtalo (76.4)

Kaikki termodynaamiset energiafunktiot ovat luonteeltaan ekstensiivisid. Kos-
ka sisdisen energian luonnolliset muuttujat S, V ja N (katso luku 5.3.1) ovat
my0s ekstensiivisid, voidaan kirjoittaa skaalausehto

U(AS, AV, AN;) = AU(S, V, N;). (4.36)

Matemaattisesti ilmaistuna tdmé tarkoittaa, ettd sisdinen energia on en-
simmadisen kertaluvun homogeeninen funktio. Derivoidaan yht&lo (4.36) A:n
suhteen:

d ou d ou d ou d
M= (m)m st (—aw)w, L (g ) ax AN
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Asetetaan A = 1, jolloin
u=s (a_u) +v(a—u) +Y N; (a_u) (4.37)
95 V,N; oV SN; i "\oN; s,v,N,-#,-' '

Téama on Eulerin teoreema ensimmadisen kertaluvun homogeenisille funktioil-
le. Yhdistamaélld yhtalo (4.37) ja tulokset (4.32) saadaan fundamentaalinen yhtilo:

U=TS—PV+)Y uN; (4.38)
i
Fundamentaalista yhtdl64 ei voida johtaa suoraan sisdisen energian differenti-

aalimuodosta dU = TdS — PdV + }_; u;dN;, vaan on vaadittava, ettd homogee-
nisuusehto (4.36) on voimassa.

4.7.2 Gibbsin ja Duhemin yhtilo

Differentioimalla fundamentaalinen yhtdlo saadaan
dU = TdS + SdT — PdV — VAP + Y udN; + }_ Nidp;.
i i

Toisaalta sisdisen energian differentiaali on
dU = TdS — PdV +)_ p;dN;.
i

Véhentdmalld ndmad yhtdlot toisistaan saadaan
SdT — VdP+) Ndu; =0
i

eli yksikomponenttisysteemille

S
N
Yhtalo (4.39) tai (4.7.2) on Gibbsin ja Duhemin yhtilo. Siitd ndhdéan, ettd kemial-
lisen potentiaalin luonnolliset muuttujat ovat T ja P (katso luku 5.3.1).

Kaksiulotteiselle systeemille, jolla on pinta-ala, mutta ei tilavuutta, kuten
faasien vilinen rajapinta fundamentaalinen yhtdl6 saa muodon

U=TS+) uiNi+ Ac
ja sen kokonaisdifferentiaali on
dU = TdS +8dT + Y duiN; + Y _ pidN; + dAc + Ado.

Kun téitd verrataan termodynamiikan ensimédiseen paasaantoon

dU = TdS+ ) _p;dN; + cdA
saadaan Gibbsin adsorptioyhtilo

SdT + Ado + )  Nidu; = 0. (4.40)
Vakioldmpétilassa tasta tulee Gibbsin adsorptioisotermi

Y Nidp; + Ado = 0. (4.41)

dy = —=dT + %dP. (4.39)
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4.7.3 Mika on kemiallinen potentiaali ja miksi se riippuu pai-
neesta ja lampotilasta?

Tarkastellaan systeemid jonka hiukkasméérakin voi muuttua, ja hiukkasia on
montaa lajia i. Tdll6in ensimmaéinen péddsaanto reversiibelille muutokselle on

dU = TdS — PdV — ) _ u;idN; (4.42)
i

Kemiallisen potentiaalin méaéaritelmd komponentille i on siis

w= ()
l oN; S,V,Nj#,».

Molekyylityypin i kemiallinen potentiaali y; on siis systeemin energian muu-
tos kun entropia, kaikkien muiden tyyppisten molekyylien méirat ja tila-
vuus pidetddn vakiona, ja lisdtddn yksi molekyyli i. Tamd on molekyylien
kineettisen ja vuorovaikutusenergian summa kyseisessd systeemissd, ja se
riippuu ldmpétilasta (kuinka paljon kineettistd energiaa molekyylilld kes-
kim&drin on) ja paineesta tai tiheydestd (kuinka ldhelld toisiaan molekyylit
ovat). Vuorovaikutusenergia riippuu myos molekyyliseoksen koostumukses-
ta, eli siitd, millaisten molekyylien kanssa molekyyli i vuorovaikuttaa. On vai-
kea kuvitella kdytdnnossd koejarjestelyd, joka pitdd entropian vakiona, sik-
si kdytannollisemmat kemiallisen potentiaalin méadritelmét nojaavat vapai-
den energioiden kisitteisiin (luku 5) energian sijaan. Yleisimmin kaytetty
maédritelmd perustuu Gibbsin vapaaseen energiaan k

oG
pi = (W) . (4.43)
i/ T,P,Nii

Kun my6hemmin mééarittelemme Gibbsin vapaan energian on tima méaéaritelma
kédyttokelpoinen: pidetddn systeemin paine ja lampétila vakioina, ja tydnnetddn
systeemin yksi molekyyli i lisdd. Systeemin Gibbsin vapaan energian muutos
on télldin kemiallinen potentiaali. Helmholtzin vapaan energian F avulla ke-
miallinen potentiaali voidaan selvittdd pitdmalla tilavuus ja lampoétila vakioina

i = < oF )
l ON; T,V,Nj#i‘

4.8 Esimerkkeja entropian muutoksen laskemisesta
(5.4)

4.8.1 Ideaalikaasun isoterminen reversiibeli laajeneminen

Koska kyseessd on reversiibeli prosessi (sekd systeemin ettd ympériston osal-
ta), lasketaan systeemin (kaasu) entropian muutos yhtalosta (4.25):

2 ereV
ASeys = /1 =
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Ideaalikaasulle U = U(T), joten isotermisesséd prosessissa dU = 0 ja dQ™" =
dW = PdV. Systeemin laajetessa tilavuudesta V; tilavuuteen V, on sen entro-
pian muutos siis

2 Pdv V2 dv

1%
ASeys = | —— =kaN — =kgNIn—, 4.44
sys 1 T B v % B Vl ( )
missd toinen yhtdsuuruus seuraa ideaalikaasun tilanyhtalosta.
Mikd on ympaériston entropian muutos? Reversiibelissd prosessissa maa-
ilmankaikkeuden entropia ei muutu eli ASyot = ASsys + ASymp = 0, joten

ASymp = —ASsys.

4.8.2 Ideaalikaasun irreversiibeli ja adiabaattinen vapaa laa-
jeneminen

Koska S on tilamuuttuja, on entropian muutos [-dQ/T laskettuna miti ta-
hansa reversiibelid reittid C pitkin. Koska laajeneminen on adiabaattista, on
AQ = 0. Toisaalta vapaassa laajenemisessa kaasu ei tee tyotd, joten AW = 0.
Silloin ensimmaéisen padsaannon perusteella sisdisen energian muutos AU = 0.
Té&std seuraa, ettd muutoksen on vilttdmatta oltava isoterminen, koska ideaa-
likaasun sisdinen energia riippuu vain lampétilasta. Siten sopiva reversiibeli
reitti on isotermi, ja edellisen kohdan mukaisesti muutoksessa V; — V,

Va
ASsys = kgNIn W (4.45)
Ympaériston entropian muutos sen sijaan on ASymp = 0, koska adia-

baattisuuden vuoksi systeemin ja ympdriston valilla AQ
ympaériston entropian muutos on yhteensa

0. Systeemin ja

V-
AStot = ASsys + ASymp = ASsys +0 = kgNIn 7? > 0.

Kokonaisentropia kasvaa systeemin sisdisen irreversiibelin prosessin seurauk-
sena.

4.8.3 Kappaleen lammitys isokoorisesti tai isobaarisesti

Lampokapasiteetti (isokoorinen tai isobaarinen) on maééaritelmdn mukaan
dQ = CdT. Lammitettdessd kappaletta lampdétilasta T; lampoétilaan T, entro-
pian muutos on

T dQ T C T>
ASeys = /T1 T Fr=cng (4.46)

jos oletetaan, ettd lampdokapasiteetti ei riipu lampéotilasta. Ymparistostd siirtyy

kappaleeseen lampod madra

T
AQ= [ cdT =C(T, - Ty)
Jry
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ja ympdriston (lampétila T,) entropian muutos on

AQ  h-T
ASymp = ——— = —C———— < 0. 4.47
ymp T T ( )
Miinus-merkki johtuu siitd, ettd ympdriston kannalta lampo siirtyy vali-
tun merkkikonvention puitteissa negatiiviseen suuntaan. Kokonaisentropian
muutos on

ASior = ASsys + ASymp

-1
— 1__
= Cln ol Tz
—c(ml_ 140 (4.48)
o T Ty ’

Muutos on positiivinen, kun T, > Tj.

Esimerkki 4.1
Vettd (massa m = 1 kg) lammitetdédn isobaarisesti 20 °C— 80 °C.
Veden entropian muutos on

T

ASgys = Cpl = 1
sys pn 1 THCpnTl

missd cp on isobaarinen ominaislimpdokapasiteetti. Vedelle cp =
4,2]/gK. Sijoittamalla lukuarvot

353K

ASeys =1000g-4,2]/gK - In 5o

=782]/K.

Ympériston entropian muutos on

Lh-T1 60K
— —1000g-4,2]/gK- 2 =

ASymp = —cp ~714]/K.

Entropian kokonaismuutos on

ASior = 782]/K — 714]/K = 68]/K > 0.

4.8.4 Sekoitusentropia

Tarkastellaan kahta kaasua, 1 ja 2, kuvan 4.14 mukaisessa sdilidssd. Kun kaasu-
ja erottava viliseind poistetaan, kaasut sekoittuvat. Oletetaan, ettd kaasut ovat
ideaalikaasuja ja ettd alku- ja lopputilojen paineet ovat samat. Kaasujen voi-
daan silloin kuvitella sekoittuvan isotermisesti ja isobaarisesti. Ideaalikaasujen
seokselle pétee

LTy

kBNT kBN T

=) p, (4.49)
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Kuva 4.14: Kaasut sekoittuvat, kun viliseind poistetaan.

missd N; on ainekomponentin i hiukkasmadra ja P; sen osapaine. Tulos (4.49)
on Daltonin laki ja se on nimetty englantilaisen kemistin John Daltonin (1766-
1844) mukaan. Daltonin laki kertoo, ettd ideaalikaasuseoksen paine voidaan
ilmaista kaasun ainekomponenttien osapaineiden summana.

Keskeinen kasite seoksia tutkittaessa on mooliosuus. Ainekomponentin i
mooliosuus mdaritelldan

N; N;
X - 4.50
iTY NN (4.50)
Mooliosuuksille patee ehto
Y xi=1 (4.51)

Mooliosuus on aina vélilld 0 < x; < 1. Yhtélostd (4.49) saadaan, ettd erityisesti
ideaalikaasuseoksen mooliosuuksille pétee

x;= . (4.52)

Huomaa, ettd yhtilo (4.50) patee yleisesti kaikille kaasuille, nesteille ja kiinteil-
le aineille mutta yhtalo (4.52) vain ja ainoastaan ideaalikaasulle.

Sekoittumisen voidaan ajatella tapahtuvan siten, ettd koko tilavuuteen
V laajenee ensin kaasu 1 ja sitten kaasu 2. Tdma oletus on mahdollista
tehdd, koska ideaalikaasurajalla molekyylien viliset vuorovaikutukset ovat
hdvidvin pienid. Edellisen luvun perusteella molempien kaasujen entropia
kasvaa maardlla kgN;In(V/V;), missd V; on kaasun i alkutilavuus. Siten se-
koitusentropia on

Vv Vv
ASmiX = kBNl In Vl +kBN2 In Vz

Koska sekoittuminen tapahtuu vakiopaineessa ja -lampétilassa, on P} = P, =
Pja Ty = T, = T, jolloin ideaalikaasulaista

Ny N, N v,
- = f = = _
Vi V, V %
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Nyt sekoitusentropia tulee muotoon

%4 14
ASix = kgNiln —— 4+ kgNoIn ——
Smix B 1nx1V+ B 2nx2v

1 1
= kBNl In — +kBN2 In —y
X1 X2

ja kun vield kdytetddn mooliosuuden maaritelméa (4.50), saadaan
ASmiX = —kBN(xl lnxl + x7 11’1X2). (4.53)

Koska 0 < x; < 1, on ASpix > 0. Jos on vain yksi kaasu ja véliseindd ei
ole, x, = 0, x;1 = 1ja ASmix = 0, kuten pitddkin. Jos viliseind on asetettu niin,
ettd kumpaakin kaasua yhtd monta molekyylid (moolia), on x; = x, = 1/2ja
ASmix = kpNIn2. Entd, jos kaasut 1 ja 2 ovat samaa kaasua? Silloinhan entro-
pian ei pitdisi kasvaa, koska mitdan sekoittumista de facto ei tapahdu. Tama on
Gibbsin paradoksi. Paradoksi ratkeaa tilastollisessa mekaniikassa. Kvanttimeka-
niikan periaatteiden mukaisesti identtiset ja epédidenttiset hiukkaset pitdd las-
kea eri tavalla, ja timi ero ndkyy myos klassisella rajalla.

4.9 Entropian differentiaali ja eraitd sovelluksia
(5.12, 3.1, 3.5)

Tésséd kappaleessa esitimme kuinka entropian kokonaisdifferentiaalia voidaan
kédyttda johdettaessa erditd hyodyllisid tuloksia.

4.9.1 Helmholtzin yhtalo

Oletetaan reversiibeli muutos PTV-systeemissa. Jos riippumattomiksi muuttu-
jiksi valitaan T ja V, saadaan ensimmadisestd paddsdadnnostd

ou ou
dQ =dU + PdV = <ﬁ>vdT+ [<W>T—|—P] dav.

Téastd ja yhtdlosta (4.25) entropian differentiaaliksi saadaan

_dQ 1 /au 1[/aU
ds_T_T<8T>VdT+T[<aV)T+P}dV. (4.54)

Resiprookkisuusehdon nojalla taytyy olla voimassa
s (2], 2 1,9,
v/r OT [T \aV |} v
Suorittamalla derivoinnit

ov \TaT
1 92U 1 /oU 1 92U 10P
————=—-= (== +P)+=t=—
T oVoT T2\ 9V |, TOVOT ' ToT

14
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au\ . (9P a0 (P
(W)T,N_T<ﬁ>V,N_P_T {BT <T>}V,N' (:59)

Yhtal6 (4.55) on Helmholtzin yhtilo, ja se lausuu sisdisen energian riippuvuu-
den tilavuudesta isotermisissi muutoksissa paineen limpétilariippuvuuden
avulla, joka voidaan maarittds, jos tilanyht&lo tunnetaan. Helmholtzin yht&lo
tunnetaan myos nimilld ensimmdinen energiayhtdlo ja termodynaaminen ti-
lanyhtilo. Ideaalikaasulle (0U/9V) 1 = 0, kuten helposti yhtilosta (4.55) to-
detaan (vrt. yhtdlo (1.9)).

saadaan

4.9.2 Ideaalikaasun entropia

Isokoorisen lampokapasiteetin Cy = (dU/9T)y avulla entropian differentiaali
(4.54) saadaan muotoon

1 1 [/aUu
ds = =CydT + 7 KW)T + P} dv. (4.56)

Ideaalikaasun tapauksessa U ei riipu tilavuudestaja P = kpNT/V, joten

1 1kgNT
dS = =CydT + =~

kgN

—dV.
|4

1
dV = =CydT
TCV +

Integroimalla saadaan

T \%
S = SQ—Fth’lTO-l-kBNanO.
Téssd Sg, Vy ja Tp viittaavat johonkin referenssitilaan. Ekstensiivisind suureina
Sp ja Vp voidaan antaa vastaavien tiheyssuureiden avulla muodossa Sy = sy N
ja Vo = poN. Kun vield lampokapasiteetti lausutaan yhtilon (3.29) mukaisesti
muodossa Cy = kpN f/2 (ideaalikaasulle U = kpTN f/2), saadaan ideaalikaa-

sun entropiaksi
T\//* v

=soN +kgN1 — — . 4.57

S =59N +kp n[(%) 2N (4.57)

Suureet s¢, vg ja Tp ovat mikroskooppisia ainevakioita, joiden laskemiseksi tar-
vitaan tilastollisen mekaniikan menetelmia.

4.9.3 Lampokapasiteettiyhtalot

Termodynaamiset vasteet eli responssit kertovat kuinka jonkin systeemid ku-
vaavan tilamuuttujan A muutos vaikuttaa systeemin ominaisuuteen X, kun
muut riippumattomat tilamuuttujat B, C,... pysyvit vakioina. Termodynaa-
miset vasteet ovat usein mitattavia suureita.

Olemme jo tutustuneet erdisiin termodynaamisiin vasteisiin, lampdoka-
pasiteetteihin kappaleessa 3.4. Lampokapasiteetit médriteltiin lausekkeiksi
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Hma7_0(AQ/AT)ento, missd “ehto” tarkoittaa yleensd vakiotilavuutta tai va-
kiopainetta. Koska lampokapasiteetit ovat tasapainosysteemien ominaisuuk-
sia, ne on médriteltidva systeemin infinitesimaalisten reversiibelien muutosten
kautta, mikd esimerkiksi yhtdloissa (3.25) ja (3.26) on oletettava. Reversiibelin
prosessin tapausessa lampdvuot voidaan lausua entropian muutosten avulla.

Kirjoittamalla entropian kokonaisdifferentiaali lampétilan ja tilavuuden

differentiaalien avulla
dS 0S
ds = (ﬁ)\/ dT + (W)T av

ja vertaamalla tdtd yhtaloon (4.56)

1 1 ou
ds = TCVdT_" T [(W)T +P] dv,

saadaan Cy lausuttua entropian lampétilariippuvuuden avulla:

S
Cy=T <ﬁ>v (4.58)
Vastaavasti
_ aQ _ dS
diQ="TdS = T ) =T <6T>P (4.59)

joten isobaarinen limpokapasiteetti on

ES
Cp=T (ﬁ)P. (4.60)

Kappaleessa 3.4 saimme yleiset lausekkeet isobaarisen isokoorisen lampo-
kapasiteetin erotukselle (yhtilo (3.27)):

o= [(3) 7] (%),

Tulos on kuitenkin hieman hankala, koska siind esiintyy sisdisen energian
riippuvuus tilavuudesta (vrt. kuitenkin yhtdls (4.55)). Seuraavassa johdamme
kdytannolliset yhtalot lampokapasiteettien Cy ja Cp erotukselle ja suhteelle,
jotka tunnetaan limpokapasiteettiyhtdloind. Samalla tutustumme muutamiin
termodynaamisiin vasteisiin.

Valitaan riippumattomiksi muuttujiksi paine ja lampétila. Silloin

()= (5 0) = G o) (), o
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Helmbholtzin yhtélostd ja differentiaalista (4.56) saadaan

1 1[/aU
ds = ZCydT+ = [(W)T + P} av (4.62)
1 1 P
= CvdT+ [T <ﬁ)V—P+P] av (4.63)
1 P
= CvdT+ <ﬁ>v av (4.64)

(katso my0s yhtdlo (5.5)), josta seuraa

aS oP
()= (&), e
Kun yhtal6 (4.61) kerrotaan lampétilalla ja kdytetdadn tulosta (4.65), saadaan
aS aS oP oV
(o), =), o G, (&) oo

missd Cp ja Cy ovat identifioitavissa yhtdloiden (4.60) ja (4.58) mukaisesti.
Aputulos (A.5) (katso liite A) antaa osittaisderivaattojen vilille relaation

(9, G6),63) -

Sijoittamalla téstd (0P/dT)y yhtdloon (4.66) saadaan

a-at@ /@ e

Maédritellaan tilavuuden limpolaajenemiskerroin

1 /oV
ja isoterminen kokoonpuristuvuus
_ 1 /oV

Naiden avulla yhtdlo (4.67) tulee muotoon

Pl
Cp—Cy=TV-L, (4.70)
KT
Koska lampolaajenemiskerroin ja isoterminen kokoonpuristuvuus ovat posi-
tiivisia lukuja, on Cp > Cy aina. Laskemalla ap ja xr ideaalikaasulle helposti
todetaan, ettd Cp;q — Cy ig = kgN.
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Maédritelmistd (4.60) ja (4.58) lampokapasiteettien suhde on
Cr_ (95 / 9
Cy \oT )/ \oT),’
Toisaalta tuloksen (A.5) avulla
25) __(5) /(a1
oT Jp oP ) dP Js

ja

joten

(or), (s, _ (v
oy oT v = vy (4.71)
Maédritelldaan adiabaattinen kokoonpuristuvuus

1 /dV

Adiabaattinen kokoonpuristuvuus maardd danen nopeuden viliaineessa:

S (4.73)

c ,
: VMPKp

misséd m on hiukkasen massajap = N/V.Isotermisen ja adiabaattisen kokoon-
puristuvuuden avulla yhtdlo (4.71) voidaan kirjoittaa muotoon

Cp  xr
I 4.74
Cr (4.74)

Yhtilot (4.70) ja (4.74) ovat merkittdvid siksi, ettd ne ilmaisevat lampokapa-
siteettien riippuvuussuhteen mitattavien suureiden avulla.

4.10 Termodynamiikan kolmas padsaanto (5.8)

Vuonna 1906 Walther Nernst (1864-1941) muotoili kvanttimekaniikasta tehty-
jen havaintojen pohjalta lain, jonka mukaan entropian muutokset reversiibe-
leisséd prosesseissa hdvidvit, kun lahestytddn absoluuttista nollapistetta:

lim AS = 0. (4.75)
T—0
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Tamd ns. Nernstin laki tunnetaan usein termodynamiikan kolmantena
pédsaantond. Se on saanut padsddnnon aseman siksi, ettd se ei ole johdetta-
vissa ensimmadisestd ja toisesta paddsaannosta.
Planck esitti kolmannesta péddsdannostd hieman vaativamman muodon:
lim S =0, (4.76)
T—0
jonka mukaan my6s entropian absoluuttinen arvo menee nollaan, kun T — 0.
Jos entropia késitetddn aineen jédrjestyksen mittana, on yhtédlon (4.76) vaatimus
jarkevé: absoluuttisessa nollapisteessd aine on tdysin jarjestynyt, eikd entropia
voi endd pienetd. Kuitenkin, jos makroskooppinen mééra aineen molekyyleja
miehittdd alinta energiatilaa kun T = 0, ei entropia tarkkaan ottaen voi olla
nolla. Erédét aineet voivat myos jadda hyvin pitkdikdiseen metastabiiliin tilaan,
jossa entropia ei saavuta alinta arvoaan.
Termodynamiikassa kolmannella pddsddannolld on sopimusluonteinen ase-
ma, mutta tilastollisessa mekaniikassa se voidaan perustella mikroskooppises-
ta ndkokulmasta.

4.11 Termodynamiikan padsaannot: suppea kooste

Hyvin lyhyesti ilmaistuna termodynamiikan pddsdaannot ovat seuraavat:

* Nollas pddsddnto: Jos kaksi kappaletta on erikseen termodynaamisessa
tasapainossa kolmannen kanssa, ovat ne tasapainossa myos keskenddn.

¢ Ensimmdiinen padsiinto: Energia siilyy.

¢ Toinen paddsddnto: LAmpo ei siirry spontaanisti alemmasta lampotilasta
korkeampaan ldmpétilaan
Vaihtoehtoisesti: Suljetun systeemin entropia maksimoituu tasapainoti-
lassa.

¢ Kolmas pdisddnto: Lahestyttdessd absoluuttista nollapistettd entropian
muutokset reversiibeleissd prosesseissa havidvit.

Lukijan on erityisesti pidettdva mielessd, ettd varsinkin toisella padsaannolla
on useita keskenddn ekvivalentteja muotoja, ja tdssd on lueteltu vain lyhyet,
epdtdsmalliset muistisddnnot.

4.12 Pisaran tarina, osa 1: taustaa ja tasapainoeh-
dot termodynamiikan toisen padasaannon avul-

la (78.8)
4.12.1 Pisaranmuodostus ja ilmakeha

IIma jota hengitimme on monimutkainen kokonaisuus kaasuja seka kiinteita
ja nestemdisid hiukkasia, joista viimeisid kutsutaan myos pisaroiksi, erityisesti
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jos ne ovat kooltaan suuria, halkaisijaltaan satoja nanometrejd tai enemman.
Kaasumolekyyleja on kuutiosenttimetrissd 10'° kappaletta, nestemdisid tai
kiinteitd hiukkasia tyypillisesti muutamia tuhansia. Hiukkaset vaikuttavat il-
makehén siteilytasapainoon suoraan sirottamalla ja absorboimalla auringon
valoa ja maasta tulevaa limpositeilyd. Vield merkittdvampi on hiukkasten
epédsuora vaikutus, silld ne toimivat pilvien tiivistymisytimina. Jokaisessa pil-
vipisarassa on paitsi vettd, myods pieni mddrd muuta ainetta, alkuperdinen
hiukkanen, jonka pinnalle vesi tiivistyy. Maan ilmakehén olosuhteissa pilvipi-
saroita ei muodostu ilman hiukkasia. Tiivistymisytimiksi tarjolla olevien hiuk-
kasten lukumaéérd ja ominaisuudet vaikuttavat pilvien ominaisuuksiin, esimer-
kiksi sithen kuinka valkoisia ne ovat, satavatko pilvet, ja jos niin kuinka pian
jalkeen. Hiukkaset voivat sekd lammittaa ettd viilentdd ilmastoa riippuen siitd
missd kohtaa ilmakeh&a ne ovat ja millaisia ne ovat, mutta kaikkien hiukkas-
ten kokonaisvaikutus on viilentdva. Paitsi ilmastoon ja sddhdn , hiukkaset vai-
kuttavat keskeisesti my0s ilmanlaatuun ja ndkyvyyteen. IImansaasteiden us-
kotaan olevan suora syy noin 2,5 miljoonan ihmisen kuolemaan vuosittain, ja
ilmakehén pienhiukkasten osuus tdstd on 2,1 miljoonaa. Pienimmit hiukka-
set tunkeutuvat syville keuhkoihin ja jopa verenkiertoon asti. Erityisen vaikea
tilanne on t&lld hetkelld Itd- ja Eteld-Aasiassa, mutta historiallisesti Euroopas-
sakin on ollut vaikeita ilmanlaatuongelmia, esimerkiksi Lontoon savusumu ja
Ruhrin alueen huono ilmanlaatu ovat tdstd tunnettuja esimerkkeja.

IImakehén pienhiukkasia tuottavat sekd luonnolliset ettd ihmisen toimin-
taan liittyvat prosessit. Osa hiukkasista on paassyt ilmakehéédn valmiina hiuk-
kasina, esimerkkeina polttoprosessien nokihiukkaset, aavikko-ja siitepoly seka
merisuola, joka jd jdljelle kun merivesipisarasta haihtuu vesi. 1990-luvun alus-
sa uskottiin, ettd mikéli ilmaan péédsee tiivistymiskykyisid kaasuja (eli hoyryja)
ne tiivistyvdt ndiden ilmaan suoraan pddsseiden hiukkasten pinnalle. Kuten
termodynamiikan ensimmadisen pddsadnnon esittelyn yhteydessa kappaleessa
3.1 todettiin, neste-kaasu tai kiinted-kaasu rajapinnan muodostaminen vaatii
energiaa. Koska ilmakehéssa on kaikkialla hiukkasia, joilla on jo pinta, timdn
kiinteéd-kaasu tai neste-kaasu pinnan kasvattamisen ja muuttamisen toisenlai-
seksi neste/kiinted-kaasupinnaksi hoyryjen tiivistyessd pitdisi olla energeetti-
sesti edullisempaa kuin aivan uuden hiukkasen tai pisaran muodostaminen.
IImakehdn monimutkaisen kemiallisen koostumuksen vuoksi tdimd asia ei kui-
tenkaan ole nédin yksinkertainen. Viimeisen 20 vuoden kuluessa on selvinnyt
, ettd merkittdvd ja mahdollisesti suurin osa ilmakehdn hiukkasista on syn-
tynyt kokonaan hoyryistd. Muodostumiseen osallistuvia héyryjd ja hiukkas-
muodostusmekanismeja ilmakehén erilaisissa olosuhteissa ei kuitenkaan tun-
neta. Eniten kiytetty ja yksinkertaisin teoria ilmakehdn hiukkas- ja pilvipisara-
muodostuksen ymmaértdmiseksi on nestepisaramalli, joka perustuu klassiseen
termodynamiikkaan. Seuraavassa johdamme ensin tasapainoehdon btasomai-
selle neste-kaasu rajapinnalle, ja sitten pallomaisen pisaran ja kaasun rajapin-
nalle. Jalkimmdinen tapaus antaa evédit ennustaa, minkd kokoinen pisara on
tasapainossa (eli ei kasva eikd kutistu), jos hoyryn laatu, tiheys ja lampétila
tunnetaan. Tastd voidaan edelleen ennustaa erikokoisten pisaroiden muodos-
tumistodennékoisyyksid erilaisissa olosuhteissa.
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4.12.2 Tasopinnan faasitasapaino

Tarkastellaan ensin lampoeristettyd, jaykkaa laatikkoa (eristetty systeemi) jos-
sa on nestettd n ja kaasua k. Kaasua, joka kyseisessd lampétilassa voi esiin-
tyd myo0s nesteeksi tiivistyneend, kutsutaan hoyryksi. Esimerkiksi kaasufaasis-
sa olevaa vettd huoneenldmpdétilassa kutsutaan vesihdyryksi. Ilman typped sen
sijaan ei normaaliolosuhteissa kutsuta typpihoyryksi, koska sen nestemédiseen
olomuotoon saattaminen vaatii hyvin kylmia lampdétiloja. Tassd kdytdmme sa-
noja “kaasu” ja “hoyry” toistensa synonyymeinda. Tarkastellaan yleistd tapaus-
ta, jossa kaasu ja neste koostuvat useasta molekyylityypistd i. Eri olomuotoja
erottaa tasopinta jonka pinta-ala on A, pinta-ala pysyy vakiona dA = 0.

Tk I:’k Vk Ni,k Sk Uk

Kuva 4.15: Neste- n ja kaasufaasit k joita erottaa tasopinta lampoeristetyssd,
jaykéssa laatikossa.

Systeemi koostuu itse asiassa tarkasti ottaen kolmesta osasta: neste #, kaasu
(tai hoyry) k ja niiden vilinen rajapinta p. Faasin n(k) energia on Uy, entro-
pia S, () ja molekyylityypin i lukumaéra faasissa n(k) on N; (). Olomuodon
n(k) tilavuus on V). Rajapinta sisdltdd energian Up, entropian Sp, ja mole-
kyylimééarit N; ,, Rajapinnan tilavuus on nolla ja pinta-ala A. Tutkitaan rever-
siibelejd prosesseja joissa rajapinta liikkuu ylos- tai alaspain

Pinnan p energia muuttuu tdlloin madran ( kédyttden yhtdlod 3.5)

dU, = TpdSy + 0dA+Y_ pj »dN;j ,,
i
kaasufaasin k energia muuttuu
dUuy, = Ty dSy — Pd Vi + ZVi,dei,k
i

ja nestefaasin n energian muutos on
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AU, = T,dSy — PudVy + Y _ i ndNi .
i

Naistéd yhtdloista voidaan ratkaista entropian muutokset ja saadaan

1
dSy = = (dUy — odA — Y p;pdN; )
P i
1
S, = T (dUy + PdVy — Z,ui,dei,k)
1

1
ASy = = (dUy + PydVy — Y pi 1Ny
n i

Systeemin kokonaisnentropian muutos on edellisten kolmen termin summa
dStot = dSp + dSi + dSy.
Etsimme tasapainotilaa, joka suljetussa systeemisséd on entropian maksimi
Stot = Stot,max ja reversiibelille prosessille dSiot = 0. Miksi tasapainossa ei pdde
erikseen dS, = dS; = dS, = 0? Koska faasit voivat vaihtaa energiaa ja hiukka-

sia keskendén, mutta koko systeemi on eristetty ulkomaailmasta Kun etsimme
entropian maksimia, tdytyy pitdd mielessd seuraavat reunaehdot:

1. Kokonaisenergia sdilyy

dUior = AU, + dUy + dU, = 0 = dU, = —(dUj + dU,).

2. Kokonaistilavuus sailyy

AViot = AV +dVy = 0 = dV, = —dV,.

3. Molekyylien kokonaislukumaarat sailyvat

dNi,tot = dNi,p + dNi,k + dNi,n =0= dNi/p = —(dNi,k + dNi/n).

4. Faasien rajapinnan pinta-ala pysyy vakiona

dA =0.

Kun ndma ehdot sijoitetaan kokonaisentropian muutokseen

/1 1 Py
dStOt_(Tk Tp)dUk+(Tn Tp)dun (Tk Tn)dvk

Z <ylk yl'p)dNi,k -2 <M - @>dNi,n-
P\T Ty

k n

(4.78)
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Seuraavaksi kdytetaan termodynamiikassa erittdin tavallista pdattelya. Jotta ol-
taisiin maksimikohdassa dS;ot tdytyy olla nolla kaikkiin suuntiin liikuttaessa.
Jos muutamme energiaa U, mutta pidimme U, Vi, N ja N;, vakioina dSio
taytyy olla nolla. Téstd seuraa

1 1
dSeot = (= — — |d
S’[Ot <Tk Tp> uk/
duk#0—>Tk:Tp.

Samalla tavalla, jos muutamme vain energiaa U,, saamme

Tw = Tp(= Ti). (4.79)
ottamalla muutettavaksi yhden muuttujan kerrallaan muiden pysyessi vakioi-
na, saamme

muutetaan tulos
W:%=%$&:ﬂ (4.80)
Nij Hik = Mip
Nin:  Hin = Hip(= Hik) (4.81)

Huomaa, ettd ‘kaikkien suuntien jarkeily” on mahdollista vain kun kaikki
esiintyvat muuttujat Uy, Uy, Vi, Njk ja N;, ovat riippumattomia: yhtd niistd
voidaan muuttaa muuttamatta mitddn muita. Kaikki reunaehdot taytyy siksi
olla otettu huomioon ennen muotoa (4.78). Esimerkiksi muuttujajoukko Uy,
Uy, Vi, Vu, Nikja Nj , ei ole toisistaan riippumaton. Joko Vj tai V;, tdytyy lausua
toisen avulla ennenkuin ‘kaikkien suuntien jarkeilyd” voidaan kayttaa

Lopputulos on, ettd kaikkien aineiden kemiallisten potentiaalien ja
lampétilan tdytyy olla sama kaikissa faaseissa, myos pintafaasissa, ja pai-
neen tdytyy olla sama kaasussa ja nesteessd, kun niitd erottaa tasopinta.
Yleispdtevasti lampdotilan on aina oltava sama kaikissa faaseissa, muuten
lampo virtaa ja ei ole kyse tasapainosta. Kemiallisten potentiaalien on olta-
va samat, muuten hiukkaset virtaavat. Paineen ei sen sijaan tarvitse olla sama
kaikkialla tasapainosysteemissd kuten pian niemme.

\ [
h

Kuva 4.16: Kaaviokuva vesilasista.

Huom: Usein faasitapainosta puhuttaessa todetaan virheellisesti, ettd pai-
neenkin on oltava sama kaikkialla systeemissd. Vesilasi toimii vastaesimerk-
kind (4.16)
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Hydrostaattinen paine syvyydelld & on nesteessd, jonka tiheys on p on
P = pggravh + Piimakehs, Missd ggray On gravitaatiokiihtyvyys. Taméd on kui-
tenkin tasapainosysteemi, jos lampétila kaikkialla lasissa on sama. Mikéén ei
virtaa. Ajasta riippumaton voimakenttd (gravitaatio) aiheuttaa paine-eroja sys-
teemien eri osien vilille. [lImapylvds maan ilmakehdssd sen sijaan ei ole tasa-
painosysteemi, koska lampétila ei ole sama kaikkialla pylvddssd, ja esiintyy
lammon virtausta.

4.12.3 Pisaran faasitasapaino

Tarkastellaan nyt tapausta, missa faaseja erottaa pallopinta.

Kuva 4.17: Neste- 1 ja kaasufaaseja k erottaa pallopinta, jonka pinta-ala on A.
Systeemi on lampoeristetyssi ja jaykédssa laatikossa.

Tilavuudet ja faasien vélisen rajapinnan pinta-ala ovat kytkettyja toisiinsa geo-
metristen yhteyksien vuoksi: Pallon side on 7, ja sen pinta-ala on A = 4772,
Kun sidde muuttuu infinitesimaalisen médédran dr, pinta-alan muutos on dA =

87trdr. Pallon tilavuus eli nestefaasin tilavuus on V,, = %m’g’, ja tdiman tilavuu-

den muutos siteen muuttuessa madran dr on dV, = 47tr2dr. Etenemme sa-
malla tavalla kuin johdettaessa yhtdloa (4.78) kokonaisentropian muutokselle.
Ainoa ero tulee sitd, ettd nyt meiddn on otettava huomioon pinta-alan muutok-
sesta johtuva termi — TlpdA pinnan energiassa, joten
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1 1 1 1
ASit = o — — )d )
Stot <Tk Tk) Ui+ (Tn Tp> r
P Py ) (Vz' K Hip )
Y S T\ gl (. 7 PN
(Tk T,)" ; e T,) (4.83)

Hin Hip o
- — — = |dN;, — —dA
Z ( Tn Tp ) v Tp
= ( tasapainossa

Nyt on tarkedd huomata, ettemme vield ole kiyttianeet kaikkia reunaehtoja ja ti-
lavuudet Vi on vield kytkoksissé pinta-alaanA : Systeemin kokonaistilavuuden
sdilymisestd dVj + dV,, = 0 seuraa dVj = —dV,, = 47r?dr ja pinta-alan muutos

24V,
7

dA = 8mtrdr voidaan ilmaista tilavuuden muutoksen avulla dA = . Kun

tdma sijoitetaan yhtdloon (4.83) saadaan

1 1 1 1

Hik _ Fip\ gy
+;<Tk T,,)le'k

Hin _ Fip\ on
+Zi‘,(Tn Tp)le,n

P P, 20
===+ =14V,

(57 Tpr) '
= 0 tasapainossa.

Nyt (mutta vasta nyt!) voimme kayttda ‘kaikkien suuntien jarkeilyd” ja saada
tasapainoehdot (4.79) ja (4.81) lampétilalle ja kemialliselle potentiaalille

Te =Ty =Ty, (4.84)
Hik = Hin = Hip (4.85)
ja paineille uusi ehto
P Py, 20
T T, T,r 0
joka johtaa Laplacen yhtiloon
2
Py =P, + 7‘7 (4.86)

Paine pisaran sisdlld on suurempi kuin ympéroivéssd kaasussa (olettaen
ettd pintajannitys o > 0). Tam& paine-ero tuottaa ulospédin suuntautuvan voi-
man, joka vastustaa pintajannityksesta johtuvaa voimaa, joka puolestaan suun-
tautuu sisddnpéin ja pyrkii kutistamaan pisaraa.



Luku 5

Termodynaamiset potentiaalit
eli vapaat energiat

5.1 Systeemin sisdistd tilaa kuvaavat muuttujat

Tdhdn mennessd olemme kdsitelleet tasapainoehtoja vain suljetuissa systee-
meissd, joissa U, V, N; ovat vakioita. Tasapainotila 16ydetddn maksimoimalla
entropia S = Smax. Maksimointi tehdddan muiden systeemin sisdista tilaa ku-
vaavien parametrien x(, y, ...) suhteen pitden energia U(x, ...), tilavuus V(x, ...)
ja hiukkasmaarat Nj(x, ...) vakioina. x voi olla esimerkiksi liikkuvan viliseindn
paikka kuvassa 5.1.

Kaasu 1 Kaasu 2

e o o —

Kuva 5.1: Suljettu systeemi, jonka sisélld liikkuva véliseind erottaa kaksi eri-
laista kaasua toisistaan.
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Lampoeristetyssd jaykéssd laatikossa kokonaisenergia Uiot, kokonaistilavuus
Viot ja kokonaishiukkasmaarét N; o ovat vakioita.

Uit = Uy + Uy

Nitot = Nj1+ Ni»
Vtot = Vl + V2~

Etsimilld entropian S maksimi viliseindn paikan x suhteen l6ydamme
véliseindn tasapainosijainnin. Reversiibelissd prosessissa jossa Uyot, Viot ja Ni ot
ovat vakioita entropia on my6s vakio, koska dSiot = 0.

5.2 Ympadriston kanssa vuorovaikuttavat systeemit
(5.7, 6.1)

Miti jos joitakin muita tilamuuttujia kuin energiaa, tilavuutta ja hiukasméaéaria
pidetddnkin vakioina? Intensiiviset tilamuuttujat paine P, lampdétila Tja ke-
miallinen potentiaali y; voidaan pitdd vakioina kytkemadlld systeemi kylpyyn,
jonka kanssa systeemi vaihtaa vastaavasti tilavuutta AV, lampo6a AQ ja hiuk-
kasia AN;. Kylpy on tasapainotilassa oleva systeemi, joka on paljon suurem-
pi kuin meidédn tarkastelemamme varsinainen systeemi. Kylvyn intensiivi-
set ominaisuudet (P, To, ¢ ) eivdt suuren koon vuoksi muutu, vaikka kylpy
vaihtaa tilavuutta, lampoa tai hiukkasia systeemin kanssa. Kylvyn ekstensii-
viset ominaisuudet (Vp, Njo, So ja Up) tietenkin muuttuvat, mutta suhteelli-
sesti ottaen hyvin vdhdn eli AVy/Vy << 1, AN;o/N;p << 1, ASy/Sp << 1,
Aly /Uy << 1. Systeemi on kylpyyn verrattuna niin pieni, ettd kaikki systee-
miin menevd tai systeemistd tuleva on kuin pisara meressd kylvyn kannalta.

Liampokylpy: Vaihtaa lampod systeemin kanssa. Lampd virtaa ulos tai sisdédn
systeemistd siten, ettd systeemin lampétila pysyy vakiona ja samana kuin kyl-
vyn lampotila kaikissa kvasistaattisissa prosesseissa. Painekylpy: Vaihtaa tila-
vuutta systeemin kanssa. Systeemin tilavuus muuttuu siten, ettd systeemin
paine pysyy vakiona ja samana kuin kylvyn paine kvasistaattisissa prosesseis-
sa.

Hiukkaskylpy: Vaihtaa hiukkasia systeemin kanssa. Systeemin hiukkasmééra
muuttuu siten, ettd systeemin kemiallinen potentiaali pysyy vakiona ja samana
kuin kylvyn kemiallinen potentiaali kvasistaattisissa prosesseissa.

Todellisissa irreversiibeleissd prosesseissa systeemin lampétila, paine ja ke-
miallinen potentiaali eivit valttdimattd ole samat kuin kylvyn tai samat kaik-
kialla systeemissd, tai edes yksikdsitteisesti méddritelty. Oletamme, ettd kylvyn
intensiiviset ominaisuudet Ty, Py, #;¢ ovat aina hyvin madriteltyjd, ja kaikki
kylvyn prosessit ovat reversiibeleja. Taméd on kylvyn keskeinen ominaisuus
jatkon kannalta.

Systeemin ja kylvyn yhdistelmd on suljettu systeemi. S on systeemin ent-
ropia ja Sp kylvyn entropia, joten kokonaisentropia on Siot = 5 + Sp. Termo-
dynamiikan toisen pddsdannon mukaan kaikki prosessit tapahtuvat siten, ettd
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Systeemi

X
I A Y
[

A\,
S

Kylpy
Tor Por Ko

Kuva 5.2: Systeemin ja kylvyn muodostama yhdistetty systeemi on suljettu.
Systeemi on paljon pienempi kuin kylpy.

kokonaisentropia pysyy vakiona tai kasvaa, dSiot > 0 (dStot = 0 vain reversii-
beleille prosesseille).
Systeemin ja kylvyn entropioiden avulla lausuttuna tdstd saadaan

dSiot = dS +dSy > 0.

Kylvyn prosessit ovat aina reversiibeleitd, joten kylpyyn virtaavalle limpomaéaralle
ja kylvyn tekemalle tyolle patee

dQo = TodSo,

dWo = Pyd V.

Kirjoitetaan kylvyn entropian muutos ylldolevan reversiibelin tapauksen kaa-
van avulla, jolloin saadaan kokonaisentropian muutokselle

dStot = dS +dSg = dS + @ =dS — d—Q (5.1)
Ty To
Sdilymislait kertovat, ettd kaiken mikd ldhti systeemistd, taytyy pddtya kyl-
pyyn ja pdinvastoin:

Lampovirtojen tasapaino: lampo d Q jo- .

., ka systeemiin virtaa téytyy lédhted kyl- <-a— dQ
vystd. Kylpyyn virtaava lampoméaéra > d Q
onsitendQy=-4@ 0
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Systeemin tekema tyo dW paatyy kyl-
Py - PN dW
Kylvyn tekemd tyd on siis b = L €—

Kokonaistilavuus séilyy:
Systeemin tilavuuden muutoksen ol-
lessa dV kylvyn tilavuuden muutos on

dVp = —dv.
Hiukkaset jotka tulevat systeemiin
lahtevit pois kylvystd dN; = —dN;. d N
. : e B < i
¢ Hiukkasten kylpyyn kuljettama ener i ;
gia lahtee pois systeemistd ) d Ni 0
pidN; = —piodNig ’

Termodynamiikan ensimmadinen péddsaanto systeemille on
du=dQ—dW+Y udN;
i

josta ratkaistaan systeemiin tuleva lampomaara
dQ =dU+dW —)_ uidN;
joka voidaan edelld lueteltujen sadilymislakien avulla lausua muodossa
dQ =dU —dWo+ Y uiodNio.
Kylvyn tekemiille tyolle voidaan kéyttaa reversiibelid kaavaa
dQ = dU — PydVy + ) _ ptipdNig,

jonka jdlkeen palataan systeemin tilavuuden ja hiukkasmédrien muutoksiin
sdilymislakien avulla

d'Q =dU+ P()dv - Z‘uilodNi.
Kun tdmd sijoitetaan termodynamiikan toiseen pédédsaantoon (5.1), saadaan

dU + PydV — Y _ pi0dN;
i

dStot = dS — > 0.

Ty
Kerrotaan tama epayhtalo kylvyn lampétilalla Ty # 0
TodS — dU — PodV + Y _ i 0dN; > 0
i
siirretddn kaikki termit epayht&dlon toiselle puolelle, jolloin saadaan Clausiuksen
epayhtild muodossa

dU — TodS + PodV — Y _ pi0dN; < 0. (5.2)
i
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Tassa Ty, Py, pjg ovat kylvyn ominaisuuksia ja U, S, V, N; systeemin ominai-
suuksia.
Merkitdan lyhyyden vuoksi

dg = dU — TodS + PodV — Y p1; odN;.
i

Toisen padsdannén muodon dS > 0 sijasta meilld on kylvyn kanssa energiaa ja
hiukkasia vaihtavalle systeemille dp < 0, jonka tdytyy péated kaikille spontaa-
neille prosesseille. Tasapainossa mikéddn spontaani prosessi ei ole mahdollinen,
@ ei voi siis pienentyd, joten tasapainoa vastaa ¢:mn minimi ( tietyilld kiinnite-
tyilla arvoilla Ty, Py, p4; ). Saamme valita minka tahansa funktion ¢ jonka dif-
ferentiaali on dg = dU — TodS + PodV — }; pti 0dN; ja tdméan vapaan energian @
minimi on tasapainotila.

Jos kytkentd ympaéristoon on sellainen, ettd systeemin entropia, tilavuus ja
hiukkasmadra sdilyvét vakioina dS = dV = dN; = 0, Clausiuksen epayhtalo
tulee muotoon dp = dU < 0, ja voimme valita vapaaksi energiaksi sisdisen
energian ¢ = U. Talloin tasapainoa vastaa energian minimi Miten entro-
pian arvo sitten pidetddn vakiona? Jos systeemille sallitaan vain reversiibelit
muutokset, tdimd tarkoittaa lampdoeristystd, mutta irreversiibeleitd prosesseja
lapikdyvaille systeemille kdytannollistd keinoa ei ole. Mekaniikassa tasapaino-
tila on my®os energian minimi: voima on energian derivaatta, ja kun derivaatta
on nolla, voima on nolla, ja kappale pysyy kyseisessa tilassa (jonka méaérittelee
esimerkiksi paikka ja nopeus).

Jos kytkentd pitdd vakiona tilavuuden ja hiukkasmdaran V, N;, mutta sallii
lampdvuon kylvystd/kylpyyn jonka lampétila on Ty, Clausiuksen epayhtalo
tulee muotoon

dep =dU —TodS <0

ja voimme valita vapaaksi energiaksi funktion
Q= u-— T(]S

Tarkistetaan, ettd vapaan energian ¢ differentiaali antaa oikean tuloksen: ylei-
sesti ottaen
de =dU — TopdS + Sd Ty,

mutta koska lampétila oli vakio dT = 0, saadaan
de = dU — TodS,

kuten pitddkin. Téllaiselle systeemille tasapainotila 16ydetdédn etsimalld Helm-
holtzin vapaan energian F minimi, missd

F=U-T,S

Reversiibelissd prosessissa, jossa vakiona pidetdan T = Ty, V ja N; on Helm-
holtzin vapaa energia vakio dF = 0, silld olemme aina infinitesimaalisen ldhelld
tasapainotilaa.
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Taulukko 5.1: Yhteenveto kaikista tavallisesti kdytetyistd vapaista energioista
eli termodynaamisista potentiaaleista.

Clausiuk yleensd
vakiot reversii- . " ausiuksen kaytetty @
belissd proses- ‘ézg;ii:lsuﬁéh epdyhtélon muo- jonka  minimi
sissa tody <0 on tasapainoti-
la
U, Vv, N; —TydS<0=dS>0 S Entropia (max!)
S,V,N; du <o U (Sisdinen) energia
F=U-TyS
T=Ty,V,N, 14mpo dU — TydS < 0 Helmholtzin
vapaa
energia
G=U-TyS+
P=PoT=To | |smpo, tilavuus | dU—TodS+Pdv <0 | PV
N;j Gibbsin vapaa
energia
S,P =Py, N; tilavuus dU + PydV <0 H=U+RV
Entalpia
T_T Q=U-TyS -
o Of v lampo, hiukkaset | dU — TodS — Y pi pdN; < 0 Y tioNi
Hi = Hi0r Suuri potenti-
aali

Kaikki tavallisimmin kdytetyt termodynaamiset potentiaalit on koottu tau-
lukkoon 5.1. Huomaa, ettd ekstensiivisten suureiden V, N;, U, ja S vakiona
pitdmiseksi taytyy rakentaa seindmié jotka eivét liiku, ldpdise hiukkasia ja/tai
lampo6d, mutta intensiivisten suureiden P, u; ja T vakiona pitdmiseksi taytyy
taata seindmien vapaa liikkkuvuus tai esteettomait hiukkas- ja/tai lampovuot.

Vapaat energiat ovat systeemid ja kylpyd yhdessd kuvaavia apufunktioi-
ta. Voisimme aina tarkastella systeemin ja kylvyn muodostamaa kokonaisuut-
ta ja soveltaa termodynamiikan toista padsaantda sen “entropian maksimi on
tasapainotila” - muodossa. Kdytettdessd vapaita energioita tyd on tehty puo-
leen viliin, eli kylvyn, jolla on standardiominaisuudet, osuus on hdivytetty
ldhes kokonaan. Vain kylvyn relevantit intensiiviset ominaisuudet Py, y;,
Tp ndkyvit taulukon 5.1 vapaissa energioissa. Minimoimalla sopivaa vapaa-
ta energiaa tulokset saadaan suoraviivaisemmin kuin aloittamalla aina alusta
kokonaissysteemin (systeemi+ kylpy) entropian maksimoinnista.
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5.3 Vapaat energiat ja niiden tasapainoarvojen de-
rivaatat (2.9, 2.10, 6.2)

Jos systeemi on kytketty kylpyyn, jota karakterisoi jokin osajoukko muuttujis-
ta Py, Tp ja u;p, sen sisdiset muuttujat, kuten molekyylien jarjestys tai jakau-
tuminen systeemin eri osiin tai liikkuvien sisdisten véliseinien paikka, asettu-
vat tasapainoarvoihin, jotka minimoivat vapaan energian, joka saa tasapainos-
sa arvon @eq. Tama arvo riippuu kuitenkin kylvyn parametreista Py, Ty ja/tai
Hio ja kussakin tapauksissa systeemin vakiona pysyvistd ekstensiivisistd omi-
naisuuksista (V, N;, S ). Tutkitaan nyt miten vapaan energian tasapainoarvo
muuttuu, kun olosuhteita Py, Ty ja/tai y;  ja systeemin ominaisuuksia V, N;, S
muutetaan.

5.3.1 Helmholtzin vapaa energia
Lampokylpyyn (jonka lampétila Ty) kytketylle systeemille:
Peq = Foq = U — TpS,
josta saadaan
dFeq = dU — TodS — SdT.

Reversiibeleille muutoksille dU = TdS — PdV + }_ u;dNj, joten dFeq = TdS —
PdV + Z‘ulle - Tods - SdTo
Tasapainossa systeemin lampdétila on sama kuin kylvyn T = T, josta seuraa

dFeq = —SdTy — PAV + }_ uidN;.

Tamé kertoo, miten Helmholtzin vapaan energian tasapainoarvo muuttuu,
kun systeemin reunaehtoja Ty, V ja N; muutetaan. Useimmiten tasapainoon
viittaava alaindeksi ¢q samoin kuin kylvyn ominaisuuksiin viittaava alaindek-
si o jatetddn pois, ja ndin teemme jatkossa, mutta edelld sitd on kdytetty koros-
tamaan sitd mistd muutoksessa on kyse.
Tuloksesta saadaan kemialliselle potentiaalille vaihtoehtoinen méaéritelma,
jossa hiukkasen lisdyksessd vakiona pidetddn lampotilaa ja tilavuutta epakédytannollisen
entropian sijaan, joka esiintyy méaritelméssa (4.7.3)

oF
Ui = (—) . (5.3)
l IN; T,V,Niz

Helmholtzin vapaan energian differentaalista saamme lisdksi identifikaatiot

oF oF
S=- (ﬁ)m,f P=- (W)T,N,r 64
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jolloin toisista derivaatoista saamme Maxwellin relaatiot

a2S oP
<W>T,Ni = <ﬁ>V,N; (-3)
2S ) <ay>
= = — (=) , (5.6)
<6N1- T,V,Nj oT V,N;
oP ) <ay >
— = (=) . (5.7)
(aNz‘ T,VN; oV T,N;

Lampétila, tilavuus ja hiukkasmddrd ovat koetilanteessa helposti kiinni-
tettdvid suureita. Sen vuoksi Helmholtzin vapaalla energialla on paljon kayttoa
fysiikassa ja kemiassa. Se on my0s keskeinen suure tilastollisessa mekaniikas-
sa.

Luonnollisten muuttujien késite liitetddn useimmiten juuri termodynaami-
siin potentiaaleihin eli tyyppisiin vapaisiin energioihin (vapaan energian kasite
tdssd tapauksessa sisdltdd entropian ja sisdisen energian). Termodynaamisten
potentiaalien kyseessd ollessa luonnolliset muuttujat maaraytyvat kahdella
vaihtoehtoisella tavalla, jotka ovat yhtdpitdvit, eli aina seuraa sama muuttu-
jien joukko kullekin potentiaalille, kdytti kumpaa "ehtoa’ tahansa:

A) ne muuttujat, joiden vakiona ollessa kyseisen potentiaalin minimi (S:n
tapauksessa maksimi) antaa termodynaamisen tasapainotilan, esimerkiksi
Helmbholtzin vapaalle energialle F ndméa ovat T,V ja Nj.

B) jos tietty termodynaaminen potentiaali on lausuttu luonnollisten muuttu-
jien avulla, termodynaamisen potentiaalin ja sen osittaisderivaattojen avulla
voidaan laskea kaikki systeemin termodynaamiset ominaisuudet. Esimerkiksi
jos F on lausuttu muuttujien T,V ja N; avulla, tdmd sisdltdd kaiken tarvittaessa
olevan tiedon systeemin termodynamiikasta. Jos sinulla sen sijaan on lause-
ke, jossa F annetaan esimerkiksi muuttujien T, P ja N; avulla, tarvitaan lisdksi
esimerkiksi tilanyhtélo, jotta systeemin kaikki termodynaamiset ominaisuudet
voidaan laskea.

Tétd ei valttaméttd nden mitenkddn suoraan lausekkeesta, eli taytyy tietdd
miten eri potentiaalit on maaéritelty, jotta osaisi tunnistaa luonnolliset muut-
tujat. ‘Peruskaavoista’, kuten dF = —SdT — PdV + ) _; u;dN;, 'ndkyy suoraan’,
ettd T,V ja N; ovat Helmholtzin vapaan energian luonnolliset muuttujat, mutta
tastd johdetusta muodosta dF = (PVap + S)dT + PVkrdP + Y_; p;dNj ei voida-
kaan endd helposti pddtelld mitdan luonnollisista muuttujista.

Gibbsin ja Duhemin yhtdlod (4.39) seurasi toteamus, ettd P ja T ovat ke-
miallisen potentiaalin luonnolliset muuttujat. Tdmén voi perustella siten, ettd
jos Pja T ovat vakiot, 4 on aina vakio (yksikomponenttisysteemissd). Muuttu-
jien P, V, T ja N kuvaamalle systeemille tim& merkitsee ettd Vn ja N:n arvoilla
ei ole vélid, kunhan P ja T ovat vakioita, kemiallinen potentiaalikin on vakio.
Vja T eivit ole yhtd hyva pari méddritteleméan kemiallista potentiaalia, silld
vaikka V ja T olisivat vakioita, jos N ja P muuttuvat (molempien on muutut-
tava, koska muuttujia V, T, P ja N sitoo tilanyhtdlo ,eikd voi olla niin ettd esim
V,Tja N ovat vakioita ja vain P muuttuu), kemiallinen potentiaali muuttuu.
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5.3.2 Gibbsin vapaa energia
Systeemille, joka on kytketty paine- ja lampokylpyyn (lampétila Ty, paine Pp):
Peq = Geq = U — TpS + PRV, (5.8)
jonka kokonaisdifferentiaali on
dGeq = dU — TodS — SdTy + PodV + VdP,.

Tasapainossa systeemin paine ja lampétila ovat samat kuin kylvyn P = Py
ja T = Ty ja reversiibeleille muutoksille dU = TdS — PdV + } u;dN;, joten
saadaan

dGeq = —SdTy + VdPy + ) _ uidN;.

Téamaé kertoo, miten Gibbsin vapaan energian tasapainoarvo muuttuu, kun sys-
teemin reunaehtoja Ty, Py ja N; muutetaan.

Kemialliselle potentiaalille saadaan nyt toinen vaihtoehtoinen méaéritelma,
jossa paine ja lampétila pidetddn vakiona hiukkasen lisdyksessd

oG
Hi = (W) . (5.9)
i/ T,PNjs
Gibbsin vapaan energian differentiaalin muut kertoimet ovat
S=-— <8—G) , V= <8—G) . (5.10)
aT P,N,‘ aP T,Ni
Gibbsin vapaaseen energiaan liittyvat Maxwellin relaatiot
aS oV
@) = G o
aS ) (61,1 )
— = —| == , (5.12)
(aNi T,P,Nj i 9T Jp N,
e1% ou )
— = (35 . 5.13
( oN; )T,P,Nj# < oP Jr G139

Olomuodonmuutoksissa eli faasitransitioissa paine ja lampétila pysyvat
vakioina, mutta systeemien sisdinen jdrjestys muuttuu. Gibbsin vapaa ener-
gia onkin sopiva termodynaaminen potentiaali faasitransitioiden tarkasteluun.
Gibbsin funktiota kédytetddn usein fysiikassa ja kemiassa, koska T, P ja N; voi-
daan helposti kiinnittdd koejdrjestelyin. Erityisen tarked Gibbsin vapaa energia
on ensimmadisen kertaluvun faasitransitioiden yhteydessd, koska ne tapahtu-
vat vakiopaineessa ja -lampétilassa.

Gibbsin vapaalle energialle saadaan mielenkiintoinen tulkinta, kun yhden
komponentin fundamentaalinen yhtdlo (4.38) sijoitetaan maéaritelmddn (5.8)
(lampétilana T = Tj ja paineena P = F):

G=TS—PV+uN—TS+ PV = uN
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eli
u=G/N. (5.14)

Kemiallinen potentiaali yhden komponentin aineelle on siis Gibbsin vapaa
energia hiukkasta kohden.

Téssd yhteydessd on syytd todeta, ettd muodosta G = uN ei voida identi-
fioida systeemin luonnollisia muuttujia (kuten ei my&skddn vastaavalla taval-
la johdettavista yhtéloistd muille termodynaamisille potentiaaleille). Voidaan
kirjoittaa (sindnsa oikein) dG = udN + Ndyu, mutta u ja N eivét yksin riita
madrddmaan systeemin tilaa.

5.3.3 Entalpia
Systeemille joka on kytkoksissd painekylpyyn Py:

Peq = Heq =U+nVv,
jonka kokonaisdifferentiaali on
dHeq = dU + PydV + VdP,.

Reversiibelille muutoksille systeemin paine on P = Py sekd dU = TdS — PdV +
Y. uidNj, joten entalpian muutos on

dHeq = VAPy + TdS + ) _ jt;dN;.

Téami kertoo, miten entalpian tasapainoarvo muuttuu, kun systeemin reunaeh-
toja S, Py ja N; muutetaan.
Entalpian differentiaalimuodosta voidaan identifioida

T (a_H> Cy— (a_H> o= <8H) . (515
dS P,N; oP S,N; ON; S,P,Nj.i
Naiden avulla saadaan kolme uutta Maxwellin relaatiota:
T _ (VY (5.16)
oP SN dS PN
oT oy )
= — i 5.17
< oN; )S,P,Nj#,» < 9S Jp N, 617
°1% oy )
27 = = . 5.18
< oON; )S,P,Nj#,» < dP Js N, 19

Entalpiaa kutsutaan myos lampofunktioksi, silld vakiopaineessa tapahtu-
vissa prosesseissa entalpian muutos on yhtd suuri kuin siirtynyt lampomaara.
Reversiibelid tietd kuljettaessa nimittdin

AQ = AU + PAV (5.19)
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eli

AQ=U,—-U,+P(Vy—Va) =Uy+ PV, — (Us+PV,) =H, — H, = AH,
(5.20)
missd alaindeksit , ja 4, viittavaat alku- ja lopputiloihin.
Lampokapasiteetti vakiopaineessa voidaankin lausua entalpian avulla
Cp = (0H/0T)p = (d4Q/9T)p. Entalpiaa tarvitaan mm. jatkuvan aineen me-
kaniikassa. Entalpian muutos kuvaa myos olomuodonmuutoksissa siirtyvaa
lampod, ns. latenttia lampoa.

5.3.4 Suuri potentiaali
Systeemi joka on kytketty lamp6- ja hiukkaskylpyyn p; ¢, To:
9eq = Qeq = U~ ToS — ¥ ptioN;, (5.21)
jonka kokonaisdifferentiaali on
dQeq = dU — TodS — SdTo — Y uiodN; — Y Nidjt; .

Reversiibeleille muutoksille T = Ty, 4; = Hio, ja jalleen dU = TdS — PdV +
Y uidNj, joten
dQeq = —SdTO — PdV — ZNidyi,O'

Tami kertoo, miten suuren potentiaalin tasapainoarvo muuttuu, kun systee-
min reunaehtoja Tp, ;o ja V muutetaan.

Entropia, paine ja hiukkasméérd saadaan suuren potentiaalin ensimmadisistad
derivaatoista

5:_<a_0) , p:_(a_Q) , Ni:_(a_n) . (522)
oT Vi oV T, u; a.ui T,V ujzi

ja toisista derivaatoista johdetaan

0S opP

(W)T,M‘ B (ﬁ)v,y‘ ’ (5‘23)
<3_5> _ <@) , (5.24)
o T,V pj4i oT Vi
(a_P) - (aﬁ) . (5.25)
anul T,V,“I/l]'#i aV T,]xl[

Suuren potentiaalin luonnolliset muuttujat ovat T, V ja y;. Suuri potentiaali
minimoituu, kun systeemi on asetettu hiukkaskylpyyn. Hiukkaskylvyssd sys-
teemin seinét ldpdisevét hiukkasia ja kdytdnnossd myos lampod. Ympériston
kanssa vaihdettavat suureet ovat silloin hiukkasmaééra ja entropia. Hiukkas-
kylvyssa systeemin seinét voidaan ajatella taysin kuvitteellisiksi eli systeemi
on avoin.
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i 1%}

Kuva 5.3: Liikuteltavalla médnndlld kahteen osaan jaettu sdili6. Mantd on kyt-
ketty punnukseen.

Suurelle potentiaalille saadaan fysikaalinen tulkinta fundamentaalisen
yhtélon ja méadritelmén (5.21) avulla:

Q= -PV. (5.26)

Paine on siis etumerkkid vailla suuren potentiaalin tiheys.

Vanhemmissa termodynamiikan kirjoissa suurta potentiaalia ei valttamatta
edes mainita. Suuri potentiaali on kuitenkin hyddyllinen erdissd termodynaa-
misissa sovelluksissa ja erityisen keskeisessd asemassa se on tilastollisessa me-
kaniikassa.

5.4 Miksi termodynaamisia potentiaaleja kutsutaan
myos vapaiksi energioiksi? (6.1)

Tarkastelemme kaasua sdilidssd, joka on jaettu liikuteltavalla ménnalld (pinta-
ala A) kahteen osaan kokonaistilavuuden V; 4 V; pysyessd vakiona (kuva 5.3).
Mainta liikkuu reversiibelisti. Voidaan kuvitella, ettd méintd on kytketty kit-
kattoman vékipyordn vilitykselld punnukseen (massa m). Jos P1A + mg >
P, A, tekee massa kaasuun ty6td ja voiman suunta on kuvan mukainen. Jos
taas P1A + mg < P,A, kaasu tekee massaan ty6td. Kun punnuksen korkeus
muuttuu dh verran, on mekaanisen energian muutos eli tehty tyo dW =
(P1A + mg — P, A)dh. Reversiibelissd muutoksessa ovat hetkelliset paineet ko-
ko ajan samat molemmilla puolilla véliseinda eli P; = P,, joten tehty ty6 on
AW = mgdh, josta integroimalla saadaan AW = mgAh.
Ensimmaéisen pddsddnnén mukaan sisdisen energian muutos on

AU:AQ—AW—i-/de:AU:AQ—mgAh

missd on oletettu, ettei sdilion kaasun aineméédrd muutu , ja kaasuun siirty-
nyt lampd on AQ. Punnuksen energian muutokset mgAh ovat potentiaalie-
nergian muutoksia, jotka ovat kokonaisuudessaan palautettavissa systeemiin
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tydn muodossa. Gravitaatiokentdn puuttuessa samanlainen energian varas-
tointi mekaaniseen muotoon voidaan toteuttaa esimerkiksi kitkattoman jousen
avulla.

Reversiibelissd muutoksessa AQ = [ TdS. Pidetddn esimeriksi sdilion
lampétila vakion, jolloin virrannut ldmpo on AQ = TAS. Ensimmadinen
pédsaanto antaa talloin

(AU —TAS) 1y n = —mghh = —AWyapaa. (5.27)

Tama tarkoittaa, ettd sellaisessa reversiibelissd prosessissa, jossa T, V ja N ovat
vakioita, ty® voidaan kokonaisuudessaan varastoida Helmholtzin vapaaseen
energian muutokseksi AF = AU — TAS ja palauttaa takaisin tyon muodossa.
Irreversiibelissd prosessissa systeemin sisdiset spontaanit muutokset kas-
vattavat entropiaa. Clausiuksen epayhtilon nojalla AQj,y < [ TdS. Siispé, kun
lampétila, kokonaistilavuus ja -hiukkasmééra ovat vakioita, on voimassa

(AF)T,V,N < _vaapaa- (528)

Irreversiibelissd tapauksessa sisdinen Helmholtzin vapaa energia ja tyo eivit
siis ole tdysin vaihtokelpoisia. Jos esimerkiksi kuvan 5.3 punnus laskee nopeas-
ti, kuluu osa tyostd kaasun sekoittamiseen ménnén liikkuessa.

Muut vapaat energiat ovat samalla tavalla tdysin vaihtokelpoisia ty6én kans-
sa, kunhan vain tietty joukko tilamuuttujia pysyy vakiona ja prosessi on rever-
siibeli. Koska minkd tahansa néistd energioista voi sopivien reunaehtojen val-
litessa vaihtaa vapaasti tyoksi ja takaisin, sanotaan niitd vapaiksi energioiksi.

On hyva huomata, ettd tdssd olemme tarkastelleet vain yksinkertaista PTV-
systeemid. Yleisemmaissad tapauksessa tyokontribuutioita voi olla muitakin
kuin tilavuudenmuutosty®d, ja myos hiukkaslajeja voi olla useampia. Jos mer-
kitsemme dW = YdX, on sisdisen energian luonnollisten muuttujien joukko
{5, X, N;}, missd X voi sisdltdd useamman muuttujan. Seuraavassa oletamme,
ettd systeemi on tilavuudenmuutosty6té tekeva yksinkertainen PTV-systeemi.
Esitettavit tulokset ovat kuitenkin helposti yleistettdvissd myos monista aine-
komponenteista koostuvia tai vaikkapa magneettista tyotd tekevid systeemeja
koskeviksi.

Esimerkki 5.1
Ideaalikaasun Gibbsin vapaa energia. Madritelman mukaan

G=U-TS+PV. (5.29)

Ideaalikaasun entropia yht&lostd (4.57) on
12y
S :SON+kBNln (TO) ’()O—N

(f+2)/2
=5o0N +kgNIn l(l) PO] ,

T

To P
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missd jalkimmaisessd muodossa on kiytetty ideaalikaasun tila-
nyht&loa. Sijoittamalla entropian lauseke, ideaalikaasun sisdinen
energia (1.9) seka tilanyhtdlo yhtdloon (5.29) saadaan

f T (f+2)/2 PO
G(T,P,N)ZEkBNT—T soN + kgN In (T) P +kgNT
0
_ f+2 s [T\ R
—kBNT{ > kB n To P .
(5.30)

Tulos on ideaalikaasun Gibbsin energia luonnollisten muuttujien-
sa avulla lausuttuna.

Esimerkki 5.2
Sekoitusentropia (6.6). Kappaleessa 4.8 tutkittiin kahden ideaa-
likaasun sekoittumista. Sama tarkastelu voidaan tehdd my®os ter-
modynamiikan yleistd formulaatiota kdyttden. Prosessi tapahtuu
vakioldmpétilassa ja -paineessa, joten sopiva termodynaaminen
potentiaali kuvaamaan systeemid on Gibbsin vapaa energia.

Edellisen esimerkin nojalla ideaalikaasun Gibbsin energia voi-
daan kirjoittaa muodossa

G(T,P,N) = kgNT[p(T) +InP), (5.31)

missd lampétilasta riippuva funktio ¢(T) sisadltdd myos kaikki va-
kiotermit.! Ennen sekoittumista

Gy, = kBNlT[¢1(T) +In P} + kBNZT[¢2(T) +1In P}.

Huomaa, ettd funktio ¢ ei ole sama molemmille kaasuille. Sekoit-
tumisen jalkeen kaasujen osapaineet ovat Pj ja P, (P = P; + P,) ja
Gibbsin energia on

Gy = kBNlT[¢1(T) +1In Pﬂ + kBNzT[¢2(T) +1In Pﬂ.
Ndiden erotus G;, — G; = AGpix on sekoittumiseen liittyvd Gibb-
sin energia:

AGmiX . kBNlTh’l % + kBNlen %

P p
— kgN;TIn xlT + kgN,TIn ’%

= kBNlTll’lX1 +k3N2T11‘1X2. (5.32)

"Huomaa, ettd yhtils (5.31) on dimensionaalisesti kelvoton. Kyseinen muoto on valittu tdhin
vain matemaattisen yksinkertaisuuden vuoksi.
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Koska S = —(dG/0T)p,n, sekoitusentropiaksi saadaan

ASmiX = —kBN1 In X1 — kBN2 In X2
= —kgN(x11Inx1 + xp Inxy), (5.33)

missd N = Nj + N,. Tulos on tietenkin sama kuin kappaleessa 4.8
johdettu. Jos kyseessa olisi ollut reaalikaasu, ei sekoitusentropiaa
olisi voinut laskea ndin yksinkertaisesti, koska vuorovaikuttaville
kaasuille Gibbsin vapaata energiaa ei voi lausua summana osa-
kaasujen Gibbsin energioista.

5.4.1 Joulen ja Thomsonin ilmi6 (3.7)

Tarkastellaan lampGgeristetyn kaasun pakotettua virtausta huokoisen véliseindn
ldapi kuvan 5.4 mukaisessa systeemissd. Mantien avulla paineet P; ja P, pi-
detddn prosessin aikana vakioina siten, ettd P; > P, koko ajan. Olkoon alku-
tilassa Vi = V,, Vo = 0 ja lopputilassa Vi = 0, V, = V}. Vaikka prosessi on
ilmiselvésti irreversiibeli, on alku- ja lopputilat mahdollista yhdistdd termody-
naamisesti.

Systeemin tekemad tyo differentiaalisessa siirroksessa koostuu viéliseinalld
erotettujen systeemin osien tilavuudenmuutostdista:

AW = P1dV; + PdV;.

Koska Pj ja P, ovat vakioita,
0 Vi
AW = /dW - Pl/ vy + Pz/ dVy = PV — P,V (5.34)
Va 0

Lampoeristyksen vuoksi AQ = 0, joten sisdisen energian muutos on
AU=U-U,=-AW =PV, -PV.
Jarjestelemalla termit havaitaan, ettd
U, + PV, =U + PV
Prosessissa U + PV eli entalpia séilyy siis vakiona:
AH = H;—H; =0,

ts. prosessi on isentalpinen.
Tarkastellaan nyt reversiibelid reittid isentalpisessa muutoksessa. Hiuk-
kasmaééaran pysyessa vakiona

dH =TdS+VdP =0
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N EREReas
T

Kuva 5.4: Kaasun pakotettu virtaus huokoisen viliseindn lapi.

eli v
(dS)y = _T(dP)H' (5.35)

Tutkitaan lampotilan muutosta prosessissa lausumalla se entropian ja paineen

muutosten avulla ) 3
T T
dT = (88) ds + (BP) dP.

Kun muistetaan, ettd Cp = T(9S/9dT)p ja kédytetddn Maxwellin relaatiota
(0T /9P), = (dV/9S)p, saadaan dT muotoon

1%
daT CdS+<aS> dp.

Seuraavaksi tarvitaan aputulosta (A.6), johon sijoitetaanw — T,y — S, x — V

jaz — P.Saadaan
vy _ (e (o

oT oV
dT -G d5+(as) (BT) dap,
missd on kdytetty my6s tulosta (A.4). Mutta (dT/9S)p = T/Cp, ja kun huo-
mioidaan yhtdlo (5.35), saadaan

T oV 14
iT=5 [(ﬁ){ﬂ 4P

Taman avulla

eli
oT T [(oV 1% v
(ﬁ)H " Cp [(ﬁ)P B T} Cr —(Tap—1), (5.36)
missd ap on kappaleessa 4.9 mddritelty tilavuuden limpélaajenemiskerroin ja
T\
(ﬁ)H =mr (5.37)

on Joulen ja Thomsonin kerroin.



82 LUKU 5. TERMODYNAAMISET POTENTIAALIT ELI VAPAAT ENERGIAT
T \

ujr > 0,jadhtyy) pjr <0, lampenee

—

P

Kuva 5.5: Joulen ja Thomsonin kerroin on positiivinen, kun isentalpien (har-
maat kdyrat) kulmakertoimet ovat positiiviset. Isentalpien maksimikohtien
kautta piirretty kdyrd kertoo inversiolampétilan.

Koska prosessissa entropia kasvaa, ndhddan yhtilosta (5.35), ettd paine ale-
nee eli dP on negatiivinen. Jos Tap > 1, on yhtélon (5.36) perusteella pjr > 0
eli kaasu jadhtyy. Jos taas Tap < 1, kaasu lampenee, koska pjr < 0. Kaasun
lampotilakayttaytymiseen vaikuttaa tyokontribuutio (5.34): Jos P1V, > PV},
kaasuun tehdéan ty6ta ja se limpenee. Jos taas P V; < PV, kaasu tekee tyota
ja se jadhtyy.

Joulen ja Thomsonin kertoimen merkinvaihdos tarkoittaa, ettd on olemassa
tietty ns. inversiolimpitila, jossa ;7 = 0. Usein kaasuilla on ylempi ja alempi
inversiolampétila (kuva 5.5). Ideaalikaasulle kuitenkin

(aV) 9 kgNT _ kN

T Jpy OT P P

N~ <

joten ideaalikaasun Joulen ja Thomsonin kerroin on nolla. Huoneenlamméssa
ilmapainetta ldhelld olevissa paineissa reaalikaasut, lukuunottamatta kvantti-
kaasuja vety, helium ja neon, jadhtyvét Joulen ja Thomsonin ilmitissa. Joulen
ja Thomsonin ilmittd kdytetddn hyvaksi jadhdytyskoneissa ja nesteyttimissa.
Joulen ja Thomsonin kertoimen merkin vaihdoksen ymmartamiseksi kirjoi-
tetaan entalpia potentiaalienergian Upot, kineettisen energian Uy, = f/2kpTN
ja PV termin summana, H = Upot + Uyin + PV, ja tutkitaan kuvaa 5.6 Len-
nardin ja Jonesin aineen paineesta, (kokonais) energiasta, vuorovaikutus- eli
potentiaalienergiasta, PV-termista sekd entalpiasta tilavuuden funktiona. Len-
nardin ja Jonesin malliaineessa, joka kuvaa esimerkiksi jalokaasuja varsin
hyvin, kahden atomien tai molekyylien vuorovaikutus energia molekyylien
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etdisyyden r funktiona on

12 6
Py (r) = ey [(?) - (?) } (5.38)
misséd opj on molekyylin kokoa ja erj molekyylien vilisen vuorovaikutuksen
voimakkuutta kuvaava parametri. Kahden molekyylin vetovoima on voimak-
kaimmillaan molekyylien ollessa etiisyydella r = 21/}, ¢1;(21/601)) = —ey;.
Kun etdisyys on pienempi kuin r = 015, molekyylit hylkivét toisiaan, eli vuo-
rovaikutusenergia on positiivinen, ja se kasvaa tdlloin jyrkésti etdisyyden pie-
nentyessd.

Paine alenee aina (katso yhtdlo (6.5) ja luku 6.8.2) tilavuuden kasvaessa,
jolloin molekyylien vilimatkat kasvavat. Kun molekyylien véliset etdisyydet
ovat keskiméarin yli o1, potentiaalienergia Upot kasvaa (nédilld etdisyyksilla
molekyylit vetdvit toisiaan puoleensa, potentiaalienergia on negatiivista ja se
ldhestyy nollaa kun tilavuus kasvaa), ja PV termi ldhestyy ideaalikaasu tulosta
NkgT tilavuuden kasvaessa. Jotta entalpia H = Upot + Uyin + PV voisi py-
syd vakiona tilavuuden kasvaessa tdytyy lampétilaan verrannollisen kineetti-
sen energian ja PV-termin summan pienentyé, eli lampdétilan laskea. Toisaalta
molekyylien joutuessa ldhelle toisiaan potentiaalienergia on positiivista (repul-
sio, hylkiminen), ja se kasvaa tilavuuden pienentyessa eli molekyylien pakkau-
tuessa ladhemmdis toisiaan. Potentiaalienergiassa on jyrkka nousu ylospéin tila-
vuutta UE] pienemmilld keskimé&araisilld molekyylitilavuuksilla, joilloin mole-
kyylit ovat kiinni toisissaan ja aine on kiintedd, mutta paine nousee jyrkasti
jo tilavuutta 20‘1‘7:] pienemmilld molekyylitilavuuksilla, missd potentiaaliener-
gia vield laskee tilavuuden pienentyessa. Téalloin molekyylien ‘kovien ytimien’
viema tila on noin puolet tai enemmaén kéytettdvissd olevasta kokonaistilavuu-
desta, eli molekyylit alkavat tormaéilld toisiinsa usein. Paine kasvaa tilavuuden
pienentyessd nopeammin kuin 1/V (vertaa Lennardin ja Jonesin aineen pai-
nekdyrad ideaalikaasun painekédyraan, joka kiyttaytyy kuten 1/V), eli PV ter-
mi kasvaa tilavuuden pienentyessd, ja tima kasvu voittaa potentiaalienergian
laskun valilld o7y < V/N < 207, Niinpa nilld etdisyyksilld summa Upot + PV
kasvaa tilavuuden pienentyessd, eli pienenenee tilavuuden kasvaessa, joten
entalpian vakiona pitdmiseksi kineettisen energian eli lampétilan on nousta-
va.

Suora yhteys Joulen ja Thomsonin kertoimen merkin ja kuvan 5.6 ental-
piakdyrén vilille saadaan osittaiderivaattaidentiteetistd (A.5) entalpialle, pai-

neelle ja lampétilalle
oTY 9P\ (OH) _ |
oP )y \oH )y \oT Jp

) 0
HiT = (aT) == (£)T _ (£)T _ (a(gle))T (a(‘gl/’N))T_

oP J,; oH Cp Cp
oT Jp

josta edelleen seuraa
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Lennard-Jones T=2.0 s/kB

€, elg®
o

oo P ONNV

—PVIN
PVIN),,

—UN
..U,
—U_ /N
pot
—H/N
—--(HIN),

-au(

6 1 1 1 1 1
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

VIN(®)

Kuva 5.6: Paine (yksikoissd e/ UE]), PV-termi, kokonaisenergia U, vuorovai-
kutuksen potentiaalienergia Upot ja entalpia (painetta lukuunottamatta per
molekyyli ja yksikoissd e1j ) Lennardin ja Jonesin aineelle sekéd ideaalikaasulle
(ideaalikaasulle Upot = 0).

Koska lampokapasiteetti vakiopaineessa on aina positiivinen , Cp > 0, ja tila-

vuus kasvaa aina paineen alentuessa vakioldmpétilassa (a(‘g{,N)) ;< 0 (katso

luku 6.8.2), on Joulen ja Thomsonin kertoimen merkki sama kuin derivaatan

(%) - joka puolestaan ndhdddn kuvan 5.6 entalpiakdyradn kdytoksesta.

5.5 Pisaran tarina, osa 2: vapaan energian muutos
pisaran muodostumisessa

Tutkitaan jalleen pisaran muodostumista hoyryssa. Pisaran ja hdyryn viliset
tasapainoehdot johdettiin jo kappaleessa 4.12 suoraan termodynamiikan toisen
péddsadannon avulla. Lasketaan nyt miten vapaa energia muuttuu, kun hoyryyn
muodostuu pisara: alkutilanteessa (johon viittaa alaindeksi 0) on vain homo-
geenista hoyryd, lopputilanteessa pisara jota ymparsi hoyry. Oletetaan, ettd
hoyryn paine ja koostumus ei muutu pisaran muodostumisen seurauksena.
Systeemi on kytketty lampokylpyyn, joten lampétila pysyy koko ajan samana
kuin kylvyn lampétila Tj.
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Homogeenisen hoyryn tai nesteen energia voidaan lausua muodossa
U=TS—PV+) uNi
ja faasien valisen rajapinnan (pinta-ala A) energia muodossa
U=ToS+Ac+)_ uiN;.
Alkutilanteessa on vain hoyryn (k) energiaa
U = ToSo — PoVo + Y w0, Ny

Lopputilanteessa systeemin kokonaisenergia on summa hoyryn, nesteen (1) ja
rajapinnan(p) energioista

U=To(Sk+Su+Sp) =PV — PV + A+ Y 1N+ Y inNiw + Y i pNip
= ToStot — PV = PuVu + 0A+ Y pixNie+ Y tinNi + Y 1ipNips

missd Stot = S + Su + Sp. Téssd tapauksessa sopiva vapaa energia voidaan
valita ainakin kolmella eri tavalla. Oikea valinta riippuu siitd, mika todellisessa
koetilanteessa tai ajatuskokeessa pysyy vakiona.

1. Pidetddn ensin kaasufaasin (hoyryn) kemiallinen potentiaali p;; = :“?,k
ja systeemin kokonaistilavuus Vo = Vi + V;, vakioina. Taima edellyttaa,
ettd systeemiin lisdtddan hiukkasia, jos kemiallinen potentiaali pyrkii las-
kemaan, ja poistetaan, jos kemiallinen potentiaali pyrkii nousemaan

Suuri potentiaali on tdll6in sopiva termodynaaminen potentiaali, ja alku-
tilassa se on

Qo = Uy — ToSo — Y 4N = —PoVy = =Py (Vi + V).
Lopputilan suuri potentiaali on
QO =U—ToStot — Y_ 1) Nitot = U — ToStot — Y i (Ni + Nipw + Nip)
= PV =PV +0A+ Y (pti — 1) Nigw + Y (Hip — 135 Nip-
Suuren potentiaalin muutos pisaran muodostumisessa on siten
AQ =(Py — Py)Vy + (Py — P ) Vi + 0 A
+ ) (i — .u?,k)Ni,n + ) (uip — .u?,k)Ni,p‘

Jos oletamme, ettéd paitsi kaasun kemialliset potentiaalit y; ;, myos kaa-
sun koostumus x; ; pysyy muuttumattomana myos kaasun paineen on
pysyttdvd vakiona Maxwellin relaation (5.13)

(%), ~ (55)
oN; T,P,Nj; oP T,N;
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seurauksena. Tamd ndhdddn kun maaritelldadan partiaalinen molekyyliti-

lavuus o
v; = (—) (5.39)
oN; T,P,Nj

(katso luku 7.1), josta saadaan

0= d‘ui,k = vi,kdpk = dP, =0= P, = Py.

x,-/k,T

On huomattava, ettd vaikka Maxwellin relaatiossa (5.13) on merkitty
hiukkasmaaridt N; vakioiksi, intensiivisend ominaisuutena kemiallinen
potentiaali ei riipu hiukkasméddrdn absoluuttisista arvoista, vaan nii-
den suhteista eli mooliosuuksista. Suuren potentiaalin muutokseksi tu-
lee talloin

AQ = (Py= Pu) Vi 0 A+ 3 (pin = 1ig)Nigw+ Lo (piyp = 13 )N (5:40)
2. Pidetddn sitten kaasun paine vakiona Py = Pj, samoin eri hiukkastyyp-
pien kokonaislukuméarét Nj ot = Ny + Njx + Nj p = N?k.

Gibbsin vapaa energia on silloin sopiva termodynaaminen potentiaali.
Alku - ja lopputiloissa Gibbsin vapaa energia on

Go = Up — ToSo + PoVo = Y i Ny (5.41)
G = U — TyStot + PoViot = U — ToStot + Po(Vi + Vi) (5.42)
= (Po—Pu)Va+0A+Y pixNig+ Y #inNin+ Y pipNip-
Gibbsin vapaan energian muutos pisaran muodostuessa on
AG =(Py— Py)Vy +0A
+ Y wixNig+ Y pinNin + Y pipNip — Y u) N

Oletetaan jélleen, ettd kaasun koostumus pysyy pisaran muodostues-
sa vakiona, jolloin vakiopaineesta ja Maxwellin relaatiosta (5.13) seuraa,
ettd kemiallinen potentiaali pysyy vakiona p;; = ygk. Kayttamalla hiuk-
kasmddrien sdilymistd

Nitot = Niw+ Nix+ Ny = Ny
saadaan
AG = (Py—Py)Va +0A+ Y (N — NYO) + Y pinNi + Y1 pNip
= (Po = Pu)Vu+0A+ Y 10 (=N = Nip) + 3 HinNiw + Y #ipNiy

AG = (Py—Pu)Vu+0A+Y (ptin— 1)) N+ Y (Hipp — 1) Nip. (5:43)
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3. Oletetaan nyt, ettd kokonaishiukkasmédrét N; ot = N;, + Nix+ N;, =
N?k ja systeemin kokonaistilavuus Vit = Vi + V;; eivdt muutu.

Helmbholtzin vapaat energiat alku- ja lopputiloissa ovat

Fo =Ug — ToSo = —Po(V + Vi) + Y ik Nix
F=U- TOStot = —Pka — PV, + oA
+ Y HinNipn+ Y #igNig + Y #ipNip-
Helmbholtzin vapaan energian muutos on siis

AF =(Py — Py) Vi + (Py — Py) Vi + 0 A
+ Y (ige = 10N+ Y (i — ) Nigw + Y (stip — 13 Nip-

Olettaen ettei pisaran muodostus muuta kaasun painetta Py = Py ja koos-
tumusta myds kemiallinen potentiaali pysyy vakiona j; = p?,, ja saa-
daan

AF = (Py— Po)Vi + 0 A+ Y (ptin — 1Y) Niw + Y (ip — 155 Niyp-

Huomaa, ettd vain kaasu on yhteydessd kylpyihin, ja siksi vapaita energioi-
ta ei voi turvallisesti laskea nesteen (esim. (;;) kaasun (esim. ()) ja pintafaasin
(esim. ()}, ) vapaiden energioiden summana (Mitké ndistd antavat oikean tu-
loksen? Miksi?)

Q#Qu+Q+0Qp
G # Gu+ Gy +Gp

Energia voidaan kuitenkin aina turvallisesti laskea systeemin eri osien ener-
gioiden summana

ja olemme johtaneet kaavamme tdstd lahtokohdasta.

Oletuksilla jotka teimme, suuren potentaalin, Gibbsin vapaan energian ja
Helmbholtzin vapaan energian muutokset pisaran muodostuessa ovat yhta suu-
ret AQ) = AG = AF. Kaikki oletukset ovat oleellisesti samoja: pisara on pieni
ja kaasutankki suuri, joten pisaran muodostuminen ei merkittavastd vaikuta
kaasun ominaisuuksiin. Tasapainoehdot, jotka jo 16ydettiin suoraan entropian
differentiaalin nollakohdasta luvussa 4.12, voidaan nyt johtaa vapaiden ener-
gioiden muutoksista etsimélld muutoksen AQ), AG tai AF derivaatan nollakoh-
tia. Kdytdnnossd lampotila T, kaasun paine Py ja kemiallinen potentiaali ‘u?/k
pidetddn vakiona, ja derivaatat otetaan
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e tilavuuden V suhteen, vakioina tallsin N; ,, ja N;

* nesteen hiukkasméérien N; , suhteen, vakiona télloin V, N; ., j # ija N ,
kaikilla 7,

¢ pintafaasin hiukkasméarien Ni/psuhteen, vakiona talloin V, Nj/p, j#ija
N; , kaikilla i.

Naistd saadaan seuraavat tutut tasapainoehdot, eli paineille Laplacen

yhtdlo

2
Pi—Py ==,

missé r on tasapainopisaran sdde, ja kemiallisille potentiaaleille yhtdsuurus
Hin = Hik = Hip-

Lampotilaa koskevaa tasapainoehtoa ei vapaiden energioiden muutosten de-
rivaatoista saada, koska lampétila on jo lausekkeiden johdossa oletettu va-
kioksi, ja silld seurauksella muotoa TS olevat termit ovat kumoutuneet néistd
lausekkeista. Jotta muodostumisen vapaiden energioiden AQ), AG tai AF de-
rivaattojen nollakohdat antaisivat niméa yksinkertaiset ehdot paineille ja ke-
miallisille potentiaaleille?, taytyy kdyttad Gibbsin ja Duhemin yhtalod (4.7.2)
vakiolampoétilassa dT = 0 kaasun ja nesteen kohdalla

VidPe =Y Nigdpi,

Vndpn = ZNi,ndyi,n
ja Gibbsin adsorptioisotermia (4.41) pintafaasin kohdalla

—Ado = ZNi,pd.ui,p'

2Qikeastaan voisi ottaa lopputilojen vapaiden energioiden O, G tai F, derivaatat, mutta alkuti-
lojen vapaat energiat ovat tehdyilld oletuksilla vakioita Qg, Go, Fy , joten dAQY = dQ) — dQ)g = dQ),
ja vastaavasti Gibbsin ja Helmholtzin vapaille energioille. Jatkossa huomataan, ettd vapaiden ener-
gioiden erotukset johtavat yksinkertaisempiin kaavoihin kuin lopputilojen vapaat energiat.



Luku 6

Faasien ja faasimuutosten
termodynamiikkaa

6.1 Johdantoa

Vaikka olemmekin jo sivunneet faaseja ja niiden tasapainoa “Pisaran tarina”
- esimerkeissimme, palaamme nyt aiheeseen perusteellisemmin. Jos systee-
mi koostuu yhdestdi homogeenisesta aineesta, sen sanotaan koostuvan yh-
destd faasista eli aineen olomuodosta. Esimerkiksi vesi voi olla hoyryéd, nestettd
tai kiintedd (eli jaatd). Aineen olomuotoa karakterisoi jokin termodynaaminen
muuttuja, tyypillisesti tiheys tai kemiallinen koostumus. Esimerkiksi kaasufaa-
si on paljon harvempi kuin nestefaasi. My0s kiintedlld ja nestemadiselld faasilla
on erilainen tiheys, ja sen lisdksi niilld on my®s erilainen mikroskooppinen ra-
kenne.

Tietyissd olosuhteissa tasapainosysteemi voi koostua kahdesta tai useam-
masta keskenddn tasapainossa olevasta faasista, jotka itsessddn ovat homogee-
nisia. Téllaisia systeemejd kutsutaan heterogeenisiksi. Esimerkiksi, kun paine on
1 atm ja lampétila 0°C, nestevesi ja jad voivat esiintyd samassa tasapainosys-
teemissa.

Tilamuuttujat méaadraavit tasapainosysteemin tilan. Tilamuuttujien muu-
tokset voivat aiheuttaa poikkeaman tasapainosta ja aineen siirtymisen faasista
toiseen eli faasitransition (olomuodonmuutoksen). Faasimuutos ei kuitenkaan
tapahdu valttamaéttd heti, vaan aine saattaa joutua hyvinkin pitkdaikaiseen me-
tastabiiliin tilaan, jossa faasimuutos on mahdollinen, mutta tapahtuu vasta, jos
systeemin jonkin tilamuuttujan paikallinen fluktuaatio on riittdvan suuri. Sen
sijaan, jos aine on epiistabiili, pienikin hdiri saa aikaan faasimuutoksen. Tassa
kappaleessa tarkastellaan faasien tasapainoa ja stabiilisuutta seka faasitransi-
tioihin liittyvid ilmicitd yksinkertaisissa PTV-systeemeissa.
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6.2 Faasitasapaino

Kappaleessa 4.12 johdimme tasopinnan erottamille faaseille tasapainoehdoik-
si (tdssd merkitddn faaseja yleisesti merkinnailld 1 ja 2 kaasuun ja nesteeseen
viittaavien k:n ja n:n sijaan)

T — T2
pM) = p(2) (6.1)
u = @)

mikd takaa reunaehdoista riippuen, ettd

ds =0,
U,V,N;

dau =0,
S,V,N;

dH =0,
S,P,N;

dF =0,
T,V,N;

aG =0,
T,P,N;

aQ =0,
T,V,]i,‘

eli systeemi on tasapainossa.

Yhtilot (6.1) ovat PTV-systeemin tasapainoehdot. Huomaa, ettéd systeemin
jakaminen kahteen faasiin asettamalla systeemiin kuvitteellinen véliseind (ku-
va 4.15) on pelkkd apuneuvo tasapainoehtojen johtamiseksi. Tulokset ovat toki
voimassa systeemin koostuessa kahdesta (tai useammasta) todellisesta faasis-
ta, mutta silloin faasien on pystyttdvd vaihtamaan vapaasti sekd mekaanista
energiaa ettd limpdenergiaa ja hiukkasia. Muussa tapauksessa tasapainoehtoi-
hin (6.1) tulee muutoksia. Esimerkkeja tdstd ndimme kappaleessa 4.12 ja tulem-
me ndkemédn kappaleessa 7.3.

6.3 Stabiilisuus

Edelld lausutut tasapainoehdot takaavat, ettd olemme loytineet relevantin ter-
modynaamisen potentiaalin differentiaalin nollakohdan, mutta eivét vield sit4,
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5, U, H,G, EQ

\/— systeemin sisdiset

jarjestysparametrit

stabiili indifferentti labiili
vakaa epamaardinen epavakaa

Kuva 6.1: Vakaa, indifferentti ja epdvakaa tasapaino.

onko kyseessd minimi (kuten pitéisi stabiilissa tasapainossa olla sisdisen ener-
gia, entalpian, Gibbsin vapaan energian, Helmholtzin vapaan energian ja suu-
ren potentiaalin kohdalla) vai maksimi (kuten pitédisi stabiilissa tasapainossa
olla entropian kohdalla).

Kuvassa 6.1 on erityyppisid derivaatan nollakohtia. Jos vakaassa tasapai-
nossa olevaa systeemid poikkeutetaan hiukan tasapainoasemasta, se palaa ta-
kaisin alkuperdiseen tasapainotilaan kuopan pohjalle. Jos indifferentissa tasa-
painossa olevaa systeemid poikkeutetaan, se jad uuteen tasapainotilaan. Jos
epédvakaassa tasapainossa olevaa systeemid poikkeutetaan tasapainotilasta, se
ajautuu yhad kauemmas alkuperdisestd tilasta , kunnes mahdollisesti 16ytdad uu-
den tasapainotilan. Jotta tasapaino olisi vakaa, meiddn on varmistuttava siitd,
ettd derivaatan nollakohta on oikeastaan minimi, eikd maksimi tai satulapis-
tetyyppinen (oikeanpuoleisin kuvan 6.1 kdyristd). Minimissé pieni poikkeama
mihin suuntaan tahansa johtaa aika termodynaamisen potentiaalin kasvuun,
eli minimissd pétee esimerkiksi (6U)gy ny > 0. Téstd seuraa oleellisesti tut-
tu vaatimus toisen derivaatan positiivisuudesta minimissé, kuten seuraavassa
ndhdaan.

Tutkitaan ensin esimerkkind tilannetta, jossa entropia, tilavuus ja hiuk-
kasmddrd ovat vakioita, joten sisdinen energia on sopiva termodynaaminen
potentiaali. Kuvitellaan jélleen eristetty systeemi jaetuksi kahteen osaan. Ole-
tetaan, ettd entropia fluktuoi maaran

6s1 = —55(@) (6.2)

mutta tilavuuden tai hiukkasmééaran fluktuaatioita ei esiinny. huomaa ettd sys-
teemin kokonaisentropia pysyy vakiona. Entropian muutoksesta aiheutuva
sisdisen energian toisen kertaluvun fluktuaatio voidaan kirjoittaa osien 1 ja 2
energiafluktuaatioiden summana, jotka puolestaan molemmat kehitetdan Tay-
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lorin sarjaksi entropiafluktuaatioiden avulla, joten tasapainossa on padettava

((Wsyn = GUYN+ (U

>

Ensin todetaan, ettd ensimmadiset derivaatat ovat nollia tasapainotilassa.
Lisdksi huomataan, ettd

Puy o (ouy _ (T _ T

ja kédytetdan ehtoa (6.2) sekd termisen tasapainon vaatimusta T = 7@, saa-
daan

1 11
MWMw:§®§W”‘85+E@ > 0. 6.3)
1% 1%

Koska systeemin jako kahteen osaan voidaan tehdd milld tavalla hyvansd
(tdimé& on saman tyyppinen ajatuskulku kuin ‘kaikkien suuntien jarkeily’), on
epdyhtalo (6.3) voimassa aina vain, kun T/Cy > 0 eli

Cy > 0. (6.4)

Tamé onkin jarkeenkdypa vaatimus , koska Cy = (Z—%) VN ja on vaikea kuvi-

tella lampétilan laskevan jos systeemiin virtaa lampoa.

Tarkastellaan seuraavaksi Helmholtzin vapaata energiaa F(T, V, N). Helm-
holtzin vapaa energia minimoituu systeemissd, jossa lampétila, tilavuus ja
hiukkasméaird ovat vakioita. Jaetaan téllainen systeemi kahteen osaan 1 ja 2
siten, ettd osien tilavuudet ovat V(1) ja V(?) ja hiukkasmaarat N(!) ja N(2). Ole-
tetaan, ettd systeemissd 1 tapahtuu tilavuuden fluktuaatio 6V(1) ja vastaavasti
systeemissa 2 fluktuaatio V() = —§V(1), jolloin kokonaistilavuus siilyy va-
kiona. Oletetaan lisiksi, ettd hiukkasmaaran fluktuaatioita ei esiinny.!

Tasapainon vaatimusten mukaisesti

1Huomaa, ettd intensiivisia ominaisuuksia, kuten lampétilaa, ei voi jakaa samalla tavalla kuin
ekstensiivisid ominaisuuksia.
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0F)ryn = PN+ 6P,

(1) ()
= <§—€> (5v<1>)+<§—€> (5v )

TN T,N

1 aZP (1) 1 aZF (2)
il il MWy - (22 (2)\2
= (avz)m((sv 2 (av2>m(‘5v P

> 0.

Taas ensimmiaiset derivaatat ovat nollia tasapainossa. Koska

(Z5) () () L

ja koska tdssdkin systeemin jako on mielivaltainen, on isotermisen kokoonpu-
ristuvuuden oltava positiivinen:

Tamékin tulos on maalaisjrjen mukainen, silld kokoonpuristuvuus on
o _ 1 (0P - . N .
madritelty x = —v; 5y ). Japaineen kasvaessa tilavuuden taytyy kaiken

T,N

jarjen mukaan pienentya.

Lisdd stabiilisuusehtoja voidaan johtaa tarkastelemalla muiden ekstensii-
visten suureiden fluktuaatioita ja muita termodynaamisia potentiaaleja. Jos ter-
modynaaminen potentiaali on

r n
de =) LdX;— ) Xdl, (6.6)
i=1 j=r+1

missd X;:t ovat ekstensiivisid ja I;:t intensiivisid muuttujia, ovat stabiilisuuseh-
dot lausuttavissa muodossa

ol;
o (2 |
Xi )Xt Xi 1 X1 X Lyt o D

6.7)

6.4 Faasidiagrammi ja Gibbsin faasisadnto (8.2, 8.3,
8.4)

Tarkastellaan aluksi kahta saman aineen tasapainossa olevaa faasia A ja B. Ta-
sapainoehtojen (6.1) mukaan

Ty = Ty
Py =Pp
HA = HUB-
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. .®
kiinted

H1 = H2

H1 = U3

Kuva 6.2: Yksinkertaisen PTV-systeemin faasidiagrammi (P, T)-tasossa.

Voidaan siis lausua
}lA<P,T):‘MB<P,T), (68)

misséd P ja T ovat tasapainoehtojen mukaiset paine ja lampdétila. Tasapainotiloja
kuvaavat yhtdlon (6.8) ratkaisut (P, T)-tasossa eli tasapainokayrit, ja kuvaajaa
kutsutaan faasidiagrammiksi eli faasikuvaajaksi. Esimerkki faasidiagrammista on
esitetty kuvassa 6.2. Tasapainossa olevat faasiparit AB ovat faasit 1-2 (kiinted-
neste), 2-3 (neste-kaasu) ja 1-3 (kiinted-kaasu). Nestefaasin tai kiintedn faasin
kanssa tasapainossa olevaa hoyryéd kutsutaan kylliiseksi tai saturoituneeksi. Yh-
dessé (ja vain yhdessé) pistessé t kaikki kolme faasia (kaasu-neste-kiinted) ovat
keskenddn tasapainossa. Tama piste on kolmoispiste, ja siind on voimassa

11 (P, Te) = up (P, Ty) = pz(Py, Tp).

Kaasun ja nesteen tasapaino on mahdollinen vain ldmpétiloissa, jotka ovat
kriittisen pisteen C alapuolella.

Kuvan 6.2 tapauksessa neste jddtyy, kun paine kasvaa riittdvasti. Nain
kdykin useimmille aineille, mutta vesi sen sijaan sulaa paineen kasvaessa. Ku-
van 6.2 koordinaatistossa nesteen ja kiintedn faasin tasapainokayra vedelle kal-
litsevassa paineessa neste ja kiinted faasi ovat tasapainossa. Ilmakehén olosuh-
teissa nesteen ja kiintedn aineen paine on ilmakehdn kokonaispaine.

Faasidiagrammin paine kaasun osalta on kyseisen aineen osapaine, ei kaa-
sufaasin kokonaispaine. Kaasu-neste tasapainokdyrad kertoo tasapainohdyryn
paineen lampétilan funktiona. Jos suljettuun siilio tdytetddn osittain nesteelld,
nesteestd haihtuu molekyylejd muodostaen kaasufaasin. Kaasufaasin mole-
kyyleilld on tietty todenndkoéisyys osua nestepintaan ja muuttua osaksi nes-
tettd, eli tiivistyd. Kun ndmaé kaksi prosessia ovat dynaamisessa tasapainossa
(eli yksittaisid molekyylejd siirtyy koko ajan molempiin suuntiin, mutta netto-
vuo on nolla), nesteesté ldhtee aikayksikossé yhta paljon molekyyleja kuin sin-
ne palaa, ja nesteen molekyylien osapaine kaasufaasissa on tasapainohdyryn
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paine tai kylldisen hdyryn paine tai saturaatiohdyrynpaine. Kun lampétila on
korkeampi, nesteen pinnalta karkaaminen on helpompaa molekyylien suu-
remman kineettisen energian ansiosta. Haihtuminen on nesteen pinnalla ta-
pahtuva ilmi6, kun taas kiehumisessa kaasua syntyy nesteen sisélld. Jos on ole-
massa nestepinta, sen yldpuolella hoyry pyrkii asettumaan tasapainohdyryn
paineeseen: jos hdyryn paine on alempi, nestettd haihtuu (enemmaén kuin kaa-
sua tiivistyy), kunnes saavutetaan kylldinen hdyrynpaine tai neste loppuu.
Jos taas hoyryn paine on korkeampi, kaasua tiivistyy (enemmaén kuin nestetta
haihtuu), kunnes ollaan péasty tasapainotilanteeseen.

Kaasufaasin kokonaispaine ja tutkittavan aineen osapaine ovat yhteydessd
kiehumispisteen méddritelmén kautta: Nesteen kiehumispiste on lampétila, jos-
sa tasapainossa olevien kaasun ja nesteen paine eli tasapainohdyrynpaine on
yhté suuri kuin ulkoinen kokonaispaine, eli arkioloissa ilmanpaine. Kuumassa
vedessd muodostuu vesihdyrykuplia, joiden paine on tasapainohdyrynpaine.
Jos tdiméd paine on alempi kuin ilmanpaine, kuplat eivit pdédse kasvamaan ,
koska niitd puristaa kokoon paine joka on ilmapaine lisdttynd hydrostaatti-
sella paineella (joka riippuu siitd kuinka syvélld veden pinnan alapuolella ol-
laan). Kiehumispisteessd kuplan paine on yhta suuri kuin ulkoinen paine, ja
kuplat paasevit kasvamaan ja nousemaan nesteen pintaa kohti. Kuvan 6.2 faa-
sidiagrammissa kiehumispiste 16ydetdén valitsemalla P-akselilta ulkoinen pai-
ne, esimerkiksi latm, piirtdmalld sitd vastaava vaakasuora viiva, ja etsimélld
lampétila, jossa kaasu-neste tasapainokdyrd kolmoispisteen f ja kriittisen pis-
teen C vililld leikkaa tdimé&n vakiopaineviivan. Kun kokonaispaine kasvaa, kie-
humislampdétilakin nousee. Tdhédn perustuu painekattilan kédytt6é ruuanlaitos-
sa. Ruoka kypsennetddn korkeassa paineessa, jolloin péastdan korkeampaan
lampétilaan kuin 100 °C, ja kypsyminen on nopeampaa. Hiljaa tai rajusti kie-
huva vesi ovat nimittdin molemmat normaalissa ilmanpaineessa lampétilassa
100 °C. Vuoristossa, missd ilmanpaine on alempi, ruuan kypsyminen avonai-
sessa kattilassa puolestaan on hitaampaa kuin meren pinnan tasolla, koska kie-
humispiste on alempi, ja neste ei pddse limpenemdén sen yldpuolelle.

Faasidiagrammi voidaan esittdd myos (v, T)-tasossa (v = V/N) tai (p, T)-
tasossa, kuten kuvassa 6.3. Huomataan, ettd tiheydessd on hyppdys tasapai-
nossa olevien faasien vililld. Kriittisessd pisteessa tiheysero kutistuu nollaan,
ja sen yldpuolella ei ole endd erillisid kaasu- ja nestefaaseja.

Kuvien 6.2 ja 6.3 tapauksessa on vain yksi ainekomponentti ja tasapainos-
sa olevia faaseja on enintddn kolme. Kuinka monta faasia voi olla yhtd aikaa
tasapainossa keskendén, jos systeemissa on r ainekomponenttia?

Oletetaan PTV-systeemi, jossa komponenttien j = 1,...,n mooliosuudet
faasissa p ovat Xjp- Tasapainossa olevien faasien méard olkoon pmax. Koska
mooliosuuksille patee

n
Z Xjp =1
j=1

kaikissa faaseissa p = 1,..., pPmax, ON riijppumattomia mooliosuuksia n — 1
kappaletta. Kun otetaan huomioon muuttujat P ja T, on riippumattomia muut-
tujia kaikkiaan pmax(n — 1) + 2 kappaletta.
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Tasapainossa faasien kemialliset potentiaalit ovat samat kullekin molekyy-
lilajille:

yl,l = Aul,z == Aul,Pmax
P21 = M22 =" = H2ppa
,u?l,] = ]411,2 == y”/pmax‘

Laskemisen helpottamiseksi valitaan vaikkapa faasi 1 vertailufaasiksi, jon-
ka kanssa kaikilla muilla faaseilla tulee olla samat kemialliset potentiaalit.
Ylldolevat ehdot toteutuvat jos ja vain jos kaikille komponenteille j (joita on
n kappaletta) patee

Hjp=2 = Hjp=1
Hjp=3 = Hjp=1

Vj/p:pmax = V],p:1 (69)

Tamé antaa 7(pmax — 1) sidosehtoa. Jotta yhtdloryhmalld (6.9) olisi ratkaisu
olemassa, pitdd riippumattomia muuttujia olla vahintddn yhtd paljon kuin si-
dosehtoja:

Pmax(n - 1) +2> n(Pmax - 1)

eli
Pmax < 1+ 2. (6.10)

Yhtilo (6.10) on Gibbsin faasisdiinto.

Esimerkiksi puhtaalle (eli yhden komponentin) aineelle n# = 1 ja pmax <
1+ 2 = 3, kuten pitddkin. Puhtailla aineilla on aina vain yksi kaasumainen faa-
si ja tavallisesti vain yksi nestemédinen faasi, mutta kiintedssd olomuodossa voi

C

kaasu
neste | [kiinted

T}

P

Kuva 6.3: Faasidiagrammi (p, T)-tasossa. Lampétilassa Ty aineella on kolmois-
piste. C on kriittinen piste.
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esiintyd useita eri faaseja. Nain on esimerkiksi vedelle. Useammasta nestefaa-
sista on esimerkkind helium jolla on seki tavallinen nestefaasi ettd supranes-
tefaasi. Gibbsin faasisddntod patee myos kaikenlaisille faaseille eli esimerkiksi
korkeintaan kolme kiintedd faasia voi olla tasapainossa keskendan.

6.5 Faasimuutoksen kertaluku

G P vakio G T vakio
neste kaasu kaasu neste
T
faasitransitio T faasitransitio P
G G
%) 2
oT PN oP TN
neste kaasu kaasu neste
T T
T, T P

faasitransitio faasitransitio

Kuva 6.4: Gibbsin vapaa energia limpoétilan ja paineen funktiona ja sen
lampétila- ja painederivaattojen kdyttdytyminen ensimmadisen kertaluvun faa-
sitransitiossa. Kuviin on merkitty 'neste’ ja 'kaasu’ faasien nimiksi havainnol-
lisuuden vuoksi, mutta yhtd hyvin neste’ voi olla mikéd tahansa alemmas-
sa lampdotilassa valitseva faasi ja 'kaasu’ edelliseen verrattuna korkeammas-
sa lampotilassa vallitseva faasi. Huomaa, ettd oikeanpuoleiset kuvat eivét ole
sikdli yleispdtevid, ettd esimerkiksi vedelle kiinted (alemman limpétilan faa-
si) — neste (ylemmadn lampdétilan faasi) faasimuutoksessa tilavuus laskee, ei
kasva, kuten kuvissa. Entropia sen sijaan kasvaa aina kun siirrytddn alemman
lampotilan faasista ylemmén lampétilan faasiin.

Faasimuutokset jaetaan ensimmadisen ja toisen kertaluvun transitioihin.
Jaottelun perusteena ovat Gibbsin vapaan energian derivaatat. Tasapainoeh-
tojen mukaisesti faasimuutoksessa paine, lampdétila ja kemiallinen potentiaali
ovat vakioita. Koska 4 = (dG/9N)p T on tdimd Gibbsin funktion derivaatta
aina jatkuva ylitettdessd tasapainokdyra. Sen sijaan k:n derivaatat paineen ja
lampétilan suhteen voivat olla epdjatkuvia.
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Ensimmiiisen kertaluvun transitiossa derivaatat

oG . G
V= (ﬁ)m . 5=- (ﬁ)m

ovat epdjatkuvia. Gibbsin vapaan energian ja sen derivaattojen kiyttadytyminen
lampotilan funktiona 1. kertaluvun muutoksessa on esitetty kuvassa 6.4. Toisen
kertaluvun eli jatkuvassa transitiossa epdjatkuvuus esiintyy vasta toisissa deri-

vaatoissa.
PG\ _ (v PG\ _ (s
oP2 )rny  \OP)ryn o2 Jpn oT ) p n
2G\ _ (avy (s PG\ (i
oPoT )\ oT P,N_ oP TN ! ON?2 T,P_ oN TP

L (PG (v (o

o\apanN) T \oN )1, T 9P ) 1y
Taulukossa 6.1 vertaillaan ensimmadisen ja toisen kertaluvun faasitransitioiden
piirteitd Kaikki “arkipdivan” faasimuutokset ovat ensimmaista kertalukua. Ta-

vallisin esimerkki toisen kertaluvun muutoksesta on paramagneettisen ja fer-
romagneettisen faasin vélinen transitio.

Taulukko 6.1: Ensimmaisen ja toisen kertaluvun faasitransitioiden vertailu.

Ensimmaisen kertaluvun transitio: Toisen kertaluvun transitio:
Jotkut G:n derivaatat epéjatkuvia Kaikki G:n derivaatat jatkuvia
Faasitransitio alkaa nukleaatiolla Ei nukleaatiota

Muutokseen liittyy latentti [imp6 Ei latenttia lampod

Epédjatkuvia Gm  toisia derivaatto- Epdjatkuvia G toisia derivaatto-
ja ja

Ensimmadisen kertaluvun faasitransitioon liittyy faasimuutoslimpd eli latentti

lampo:
AQ =TAS =AU+ PAV =AU+ PV) = AH, (6.11)

missa toiseksi viimeinen yhtdsuuruus seuraa paineen vakioisuudesta muutok-
sessa. Kyseessd on siis entalpian muutos.



6.6. VAPAA ENERGIA-DIAGRAMMIT (8.1) 99

G
S“[a*rlw

faasitransitio

T T

faasitransitio

Kuva 6.5: Gibbsin vapaa energia lampdétilan funktiona ja sen
lampotiladerivaatan kdyttdytyminen toisen kertaluvun faasitransitiossa.

6.6 Vapaa energia-diagrammit (8.1)

Seuraavaksi tarkastellaan, miten ensimmadisen kertaluvun faasimuutos niakyy
vapaan energian kayttaytymisessd. Kdytetddn esimerkkind Gibbsin vapaata
energiaa k, joka kuten muutkin termodynaamiset potentiaalit, on systeemin
sisdisten jdrjestysparametrien funktio. Téssd tarkastelemme yksinkertaista ta-
pausta, jossa jdrjestysparametrina toimii molekyylien tiheys p = N/V. Tassa
tarkastelussa ajatellaan koko systeemissd olevan sama tiheys, eli aine on ko-
konaan joko nesteeni tai kaasuna, eli neste-kaasu rajapintaa ei systeemissé ole
ollenkaan.

Kuva 6.6 esittdd Gibbsin vapaata energiaa tiheyden funktiona eri
lampotiloissa T.

( A T< Tlhasjlr;am:‘lin

k T= Tl'uasilmn.silm
n
k n T > Tfu;lsimmsiiio
n
k
N
Vv

Kuva 6.6: Gibbsin vapaa energia molekyylitiheyden funktiona eri
lampotiloissa T.
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Tasapainotila annetuilla ulkoisilla parametreilld (Gibbsin energian tapauksessa
tietty paine ja lampdétila sekéd vakiohiukkasmdiard) 16ytyy vapaan energian mi-
nimistd. Minimejd 16ytyy kuitenkin kuvan kaikissa lampétiloissa kaksi: alem-
man tiheyden minimi vastaa kaasua (k), ylemman tiheyden minimi nestettd
(n). Saman paineen voi siis samassa lampotilassa aikaansaada joko harva kaa-
su tai tihed neste. Minimeistd alempi on vakaa eli stabiili faasi, mutta toinen-
kin minimi eli metastabiili faasi on olemassa. Ajatellaan systeemid, joka on
nesteend eli oikeanpuoleisessa minimisséd faasiotransitiolampotilaa alemmassa
lampétilassa (ylin kdyrd kuvassa 6.6 ) Kun lampétila nousee (paineen pysyessd
vakiona) minimien suhteellinen korkeus muuttuu, ja transitiolimpétilassa ne
ovat yhtd korkealla. Limpdétilan noustua transitioldmpoétilan yldpuolelle kaa-
sua vastaava minimi onkin alempana. Systeemi pysyy kuitenkin edelleen nes-
teend, koska se ei “nde” vilissd olevan kukkulan taakse, ja jdd loukkuun
ylempé&ddn minimiin.

Kuvassa 6.7 on piirretty minimien korkeudet lampdétilan funktiona. Tamé
vastaa luvun 5.3 tasapainoarvon Geq kdytoksen tutkimista. Periaatteessa, eli
jos systeemi kykenisi hakeutumaan globaaliin minimiin, se seuraisi koko
ajan lampétilan muuttuessa kuvan mustaa kayrdd. Valli minimien vélissad saa
kuitenkin systeemin jatkamaan katkoviivalla merkitylld kdyrilld lampdatilan
muuttuessa transitioarvon yli, kunnes sitd hairitddn tai sen sisdiset fluktu-
aatiot riittdvan pitkdn odottelun jilkeen saavat sen loytimddan alemman mi-
nimin. Tdtd uuden, energeettisesti edullisemman eli vakaan faasin muodos-
tumista metastabiilissa faasissa kutsutaan nukleaatioksi. Prosessi, jolla se ta-
pahtuu, on aidosti dynaaminen, ja siksi tasapainotermodynamiikan kuvailua-
lueen ulkopuolella. Esimerkiksi neste-kaasu transitiossa kyse on molekyyli-
ryppdiden muodostumisesta molekyylien térmdilyjen seurauksena. Toisaalta
ryppdit hajoavat jos niiden sidosnergia ei ole riittdvan suuri, ja nukleaation (eli
faasimuutoksen alkamisen) nopeus médraytyy hajoamis- ja torméilyprosessien
kilpailusta.

G n \\k P vakio G T vakio
\ k
\ /z’
\\ 2——_ - n
\\. n
k k
T T
T, T P P

faasitransitio faasitransitio

Kuva 6.7: Gibbsin vapaan energian nestettd (1) ja kaasua (k) vastaavien tasapai-
noarvojen kehitys lampdétilan (vasen kuva) ja paineen (oikean puoleinen kuva)
muuttuessa.

Kuva 6.8 esittdd Gibbsin vapaan energian kdyttdytymista toisen kertalu-
vun faasitransitiossa. Tédssd esimerkkind on transitio paramagneettisesta fer-
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romagneettiseen faasiin lampétilan laskiessa. Korkeammassa lampétilassa on
vain yksi minimi nollamagnetoitumassa, joka transitiolampoétilasssa jakau-
tuu kahdeksi minimiksi. Tdssd tapauksessa systeemi ei voi jadda loukkuun
“vanhaan” korkeamman energian minimiin nollamagnetoitumaan. Alhaises-
sa lampotilassa molemmat minimit ovat samalla korkeudella, vastaten mag-
netoitumaa esimerkiksi ylos ja alas, ja ovat molemmat vakaita tiloja.

Gn

T<T

faasitransitio

T>T,

faasitransitio

>
>

magnetoituma

Kuva 6.8: Gibbsin vapaa energia jdrjestysparametrina toimivan magnetoitu-
man funktiona toisen kertaluvun para-ferromagneettisessa faasitransitiossa.

6.7 Clausiuksen ja Clapeyronin yhtdlo (8.5, 8.6)

Tasapainoehdoista voidaan johtaa lauseke tasapainokdyrdn tangentille. Olete-
taan kaksi faasia, 1 ja 2, joita erottaa faasikdyrd (kuva 6.9). Tasapainoehtojen
mukaisesti faasikayralla

yl(P/ T) = FZ(P/ T)
Koska G = uN, on myos

G1(T,P,N) = Go(T, P, N). (6.12)

Kokonaisaineméddrdn pysyessd vakiona Gibbsin vapaan energian muutos on
dG = —5dT + VdP. Kuljetaan tasapainokéyrad pisteestd (P, T) pisteeseen (P +
dP, T +dT) kuvan 6.9 mukaisia reittejd pitkin. Toinen reiteista on siis kokonaan
faasissa 1 ja toinen faasissa 2. Vastaavat Gibbsin energian muutokset ovat

dGy = —51dT + V1dP
dGy = —5,dT + V,dP.
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P faasitasapaino-
fazgi i kayra P(T)
dG,
dG,
ay, 85 faasi2
:

Kuva 6.9: Faaseja 1 ja 2 erottava tasapainokidyrd, Gibbsin vapaan energian
muutokset faaseissa 1 ja 2, sekd faasimuutoksessa tapahtuva tilavuuden muu-
tos ja entalpian muutos.

Mutta koska molemmissa tapauksissa paddytdédn samaan pisteeseen ja muutos
on reversiibeli, on dG; = dG, eli

—$1dT + V4dP = —S,dT + VodP,

() _sms s

dT koeks V2 - Vl AV’

missd “koeks” tarkoittaa koeksistenssia eli tasapainotilaa. Entalpian differenti-
aali on

josta saadaan

dH = VdP + TdS+ ) udN;. (6.13)
i

Kun faaseja erottaa tasopinta ja vakioainemédrd siirtyy tasapainossa faasis-
ta toiseen, pysyvit siis paine ja lampoétila vakioina, jolloin dH ¢, agien valing =
TdS faasien vali- Entropian muutos siirryttdessd faasista toiseen voidaan
lausua entalpian muutoksen eli latentin lammodn avulla, AS g,asien valils

AQ faasien valilla/ T = AHgaasien valing/ T, ja ndin saadaan Clausiuksen ja Clapey-

ronin yhtilo
(@ > _ 1 AH faasien valilia
dT koeks T AVfaasien valilla

Huomaa, ettd Clausiuksen ja Clapeyronin yhtélo pétee vain faaseja rajoit-
tavalla tasapainokédyralld. Tasapaino voi olla minkd tahansa PTV-systeemissd

(6.14)
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esiintyvien faasien vilill4, jolloin tietysti AH on kyseiseen transitioon liittyva
latentti 1amp6. Esimerkiksi:

Transitio Latentti lampo

korkeampi T alempi T

kaasu > neste hoyrystymislampo
neste > kiinted sulamislampo
kaasu kiinted sublimoitumislampo

Latentti lamp6 AH on positiivinen siirryttdessd alemman lampoétilan faasista
(esim. vesijdd) korkeamman lampétilan faasiin (esim. nestevesi).

Tamén voi péitelld kuvien 6.6 ja 6.7 kdyrien kaytoksestd: olkoon T; <
Tirans, jolloin neste on vakaa faasi ja G,ll < G,%, ja Ty > Tirans, jolloin puolestaan
kaasu on vakaa faasi ja G} < G3. Téstd seuraa, ettd siirryttdessd lampétilasta
T; lampdotilaan T, tdytyy Gibbsin vapaan energian muutoksen kaasussa olla
suurempi kuin nesteessd (katso kuvaa 6.6: ero ylimman ja alimman kédyrdn
vdlilla kaasua vastaavan minimin korkeudessa tdytyy olla suurempi kuin nes-
tettd vastaavan minimin korkeudessa, jotta kaasua vastaava minimi muuttuisi
alimmaksi minimiksi)

Gl - G2 <G} -Gk
Merkitdan AT = T, — T; > 0, jolloin saadaan

Gi—Gi _Gi—G
AT AT 7
ja edelleen
_@_q<_¢_q
AT AT -
Kun lampétilaero viedddn infinitesimaalisen pieneksi saadaan

(% (3G

Koska entropia voidaan lausua Gibbsin vapaan energian derivaattana

lampéotilan suhteen
s__ (9%
N oT Jon'

on siis S; < Sija ASar>0 = Sk — Sp > 0. Entalpian differentiaalista (6.13)
ndhdédédn, ettd AS = 1/TAH, joten koska T on positiivinen luku, AHxT~o > 0.
Tamaéd merkitsee, ettd esimerkiksi siirryttdessd nesteestd kaasuun eli haihtumis-
tapahtumassa nesteen molekyylit vaativat energiaa. Timéan voi tuntea uimisen
jalkeen iholla: vaikka vesi ja ympéardiva ilma olisi lammintd, tuntuu markand
laiturilla seisominen kylmaéltd, kun vesimolekyylit riistdvét haihtumiseen tar-
vitsemansa energian ihosta. Tdlld periaatteella toimivat myos jotkut veden tai
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viinin viilentdmiseen tarkoitetut huokoiset saviastiat, jotka upotetaan veteen
jotta ne kyllastyisivit vedelld: Kun tima vesi haihtuu astian pinnalta, se viile-
nee jopa 15 °C ympaérist6d alempaan lampétilaan. Saunojan iho on viilein pin-
ta saunan yldosassa. Kuumalla kiukaalla hoyrystynyt vesi tekee saunan ilman
ylikylldiseksi veden suhteen ihmisen ihon lampétilassa, ja vesi tiivistyy tdimén
vuoksi ihon pinnalle luovuttaen latentin ldampdonsé, joka saa olon tuntumaan
kuumalta.

Yleensd myos tilavuuden muutos AV on positiviinen siirryttdessd alemman
lampétilan faasista korkeamman lampétilan faasiin, mutta nestejddstd nesteve-
teen siirryttdessa tilavuus pienenee. Tdmd johtaa veden kohdalla kiinted-neste
tasapainokdyran kallistumiseen vasemmalle kuvan 6.2 faasidiagrammissa.

Edellad latentti lamp6 AH on faasimuutokseen liittyvd 1ampo tietylle ai-
nemaddrdlle. Taulukoissa latentit lammot ilmoitetaan ominaissuureina Ah =
AH /massayksikko, jolloin Ah:n yksikkond on kJ /kg tms.

6.7.1 Kylldisen héyryn paineen lampdétilariippuvuus

Clausiuksen ja Clapeyronin yhtdlostd voidaan johtaa lauseke kylldisen hoyryn
paineelle eli sen hoyryn paineelle, joka on tasapainossa vastaavan nesteen
kanssa annetussa faasitasapainokdyran pisteessa (P, T).

Olkoon nyt Ah hoyrystymislampé moolia kohden. Clausiuksen ja Clapey-
ronin yht&lostd saadaan

P\ 1AH _1Ah 1Ak 615
dT foes TAV  TAv  To—v, ‘
missd v = V/n on moolitilavuus. Koska kaasun moolitilavuus vy on paljon

suurempi kuin veden moolitilavuus v,, voidaan v, approksimoida nollaksi
yhtdlossd (6.15). Koska ideaalikaasulaista v, = RT /P, saadaan

dPY 1 8k
dT Jioes T RT/P ~ RT?
Jaetaan lampétila- ja painetermit eri yhtélon eri puolille ja integroidaan jos-

sain lampétilassa T; tunnetusta kylldisen hoyryn paineesta Psat(Tp) kylldisen
hoyryn paineeseen Psat(T) lampétilassa T :

/Psat(Tl) dP _ TZ Al’l T Ah T2 dT
Psat(T2) P B Tl RT2 B R Tl Tz,

misséd on oletettu, ettd latentti lampo ei riipu lampétilasta. Integroinnin tulok-

sena saadaan
npsat<T2) _ A_h l _ i
n T,)’

josta kylldisen hoyryn paine voidaan ratkaista:

Psat(Tl) R

Psat(To) = Psat(T1) exp {%h (Tl] — T%ﬂ (6.16)
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eli
Psat(T) = vakio x _ A 6.17)
sat(T) = vakio x exp RT ) (6.
Tarkempi lauseke saadaan, jos tiedetddn latentin lammon lampétilariippuvuus,
esimerkiksi Ah(T) = a + bT, missé a ja b ovat vakioita.?

Kylldisen héyrynpaineen limpdtilariippuvuuden voi havaita monissa ar-
kipdivan tapahtumissa. Pyykki kuivuu paremmin korkeassa lampdétilassa,
jossa tasapainohdyryn paine on korkea. Tietysti lisdksi tarvitaan hyva tuu-
letus, jotta hoyryn todellinen paine pyykin ldhelld eli ldhesty kyllaista
héyrynpainetta. Pakastimeen muodostuu jditd, jos ovea pidetddn liiaksi auki,
koska huoneenldmpoisen ilman siséltima vesihdyry onkin ylikylldistd kun se
joutuu pakastimen kylméddn lampdétilaan jossa kylldinen hoyrynpaine on pal-
jon alempi. Talloin vesi pyrkii tiivistyméddn ja itse asiassa hdrmistyy jaaksi.
Keuhkoissa ruumiinlampdéiseksi ja vedelld kyllastyneeksi tullut ilma onkin
viileddn ulkoilmaan puhallettaessa ylikylldinen vesihdyryn suhteen, ja ilman
polyhiukkasten ympaérille muodostuu vesipisaroita, jotka ndemme sumuna.
Silmaélasin linssin pinnalle tiivistyminen on helpompaa, joten ilmién ndkee
huoneenldmpétilassakin. On tdrkedd muistaa, ettd kylldiinen hoyrynpaine
on nesteen ominaisuus: nesteen koostumus ja lampétila madrdavit tasa-
painohdyrynpaineen. Esimerkiksi saunassa veden tiivistyessd iholle ihon
lampotila (eikd saunan ilman lampdétila) mddrdd kuinka ylikylldistd ve-
sih6yry on ihon pinnalle tiivistyvdn vesikalvon suhteen. Suhteellinen kos-
teus kertoo prosenteissa veden todellisen osapaineen verrattuna kylldiseen
hoéyrynpaineeseen. 100 % suhteellisessa kosteudessa vesihdyry on kyllaista.

6.8 Faasimuutokset ja van der Waalsin tilanyhtalo
(7.2, 7.3)

6.8.1 Van der Waalsin tilanyhtalo

Ideaalikaasun tilanyhtdlén mukaan P « p (0 = N/V). Ideaalikaasussa ei siten
voi esiintyd olomuodonmuutoksia, koska ei ole mahdollista 16ytdad kahta ti-
heyttd, jotka vastaisivat samaa lampotilaa, painetta ja kemiallista potentiaalia.
Yksinkertainen ja havainnollinen tapa esitelld faasimuutosten teoriaa on kuva-
ta ainetta van der Waalsin tilanyht&lolld (1.14). Se on muodoltaan kolmannen
asteen polynomi, eli sopivilla parametrien a ja b arvoilla yhtalslla on looppi-
rakenne. Silloin tietyssd osassa (p, P)-tasoa yhtdlolld P,qw(p) = vakio on kaksi
ratkaisua (itse asiassa kolme, mutta yksi niistd on suljettava pois termodynaa-
misin perustein, kuten pian ndhdddn). Seuraavissa luvuissa selvidd, milld eh-
doilla ratkaisut ovat olemassa ja miké niistd vastaa aiemmin esitettyja tasapai-
novaatimuksia. Ensin kuitenkin esitimme heuristisen johdon van der Waalsin
tilanyhtalolle.

ZJos Ah(T) tunnetaan, voidaan myos laskea limpokapasiteetti vakiopaineessa, koska Cp =
(0H/9T)p N.
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Ideaalikaasulle
Pkinvvapaa =kpNT, (618)

missd Py, on molekyylien kineettisestd energiasta johtuva paine ja Vyapaa on ti-
lavuus, jossa molekyylit voivat vapaasti liilkkua. Ideaalikaasulle systeemin ki-
neettinen energia Ey;, on sama kuin kokonaisenergia Eiot, mutta vuorovaikut-
tavalle aineelle

Eiot = Ekin + Evv,

missd Eyy on vuorovaikutusenergia. Koska jokainen molekyyli vuorovaikut-
taa kaikkien potentiaalin efektiivistd kantamaa ldhempéané olevien molekyy-
lien kanssa ja koska ndiden molekyylien lukumééara on verrannollinen niiden
lukumaéérédtiheyteen N /V, voidaan olettaa, ettd vuorovaikutusenergia

N
EVVO(— (V) N,

missd miinus-merkki on seurausta potentiaalin attraktiivisesta luonteesta. Toi-
saalta paine P « E/V, joten

N 2
P=DP;,—a (7) ; a = vakio. (6.19)
Jos kukin molekyyli vie tilavuuden b, on molekyylien liikkeeseen vapaata tilaa

Vyapaa = V — Nb. (6.20)

Sijoitetaan Py, ja Vyapaa yhtéloistd (6.19) ja (6.20) yhtdloon (6.18):

N2
P -
+a<v>

Jos tiheys vield lausutaan molekyylitilavuuden v avullav = V/N = 1/p, saa-
daan van der Waalsin tilanyht&lo yksinkertaiseen muotoon

(V — Nb) = kgNT. (6.21)

(P + %) (v—b) = k. (6.22)

Saimme my0s parametreille a ja b fysikaalisen tulkinnan: a liittyy molekyylien
vilisen vuorovaikutuksen voimakkuuteen ja b on molekyylin “koko”. Van der
Waalsin tilanyhtdlo voidaan helposti yleistdd myos seoksille.

6.8.2 Stabiilisuus ja kriittinen piste

Piirretddn van der Waalsin tilanyhtdlon (6.22) mukaisia isotermejd (v, P)-
tasoon (kuva 6.10). Kuvasta havaitaan ensinndkin, ettd riittdivdn matalissa
lampotiloissa (T < T¢) isotermeilld on lokaali maksimi ja lokaali minimi. On
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T>T.
T=T.
T <T.

(4 v=V/N

Kuva 6.10: Van der Waalsin yhtdlon isotermeja.

siis mahdollista 16ytd4 pistepareja (v1,v;), joita vastaa sama paine. Téstéd seu-
raa, ettd van der Waalsin tilanyhtdlo pystyy kuvaamaan kaasun ja nesteen ta-
sapainon. Kuvasta ndhdaan myos, ettd tietyn lampétilan T = T yldpuolella
isotermit ovat monotonisesti viahenevid. C on kriittinen piste (P, v¢) ja Tc on
kriittinen lampétila. Kriittisen pisteen yldpuolella aine on homogeenista flui-
dia, jossa faasiseparaatiota ei esiinny.

Paineen riippuvuus tilavuudesta voidaan yhdistda aineen stabiilisuuteen,
kun muistetaan, ettd termodynaamisesti stabiilille aineelle isoterminen ko-
koonpuristuvuus xr > 0. Médritelmén (4.69) mukaan

or— L (VN _ _Lfovy 1 1
T="v\er),  w\oP); v(9P/ov)r

Vertaamalla kuvan (6.10) kdyrien kulmakertoimiin (= 0P /0dv), tehddadn seuraa-
vat paatelmat:

T > T, «xr >0 kaikkialla
Jos T =T, «r— —oo kriittisessd pisteessd
T<T, xr<0, kun (dp/dv) > 0.

Kriittisen pisteen alapuolella aine on siis epdvakaa alueessa, jossa paine kasvaa

tilavuuden myota.
Kriittisen pisteen kautta kulkevalla isotermilld on kriittisessd pisteessd de-

rivaatan nollakohta,
(B_P) =0 (6.23)
v T,

2P
(W) = 0. (6.24)

Nadistd ehdoista voidaan ratkaista kriittisen pisteen koordinaatit. Kirjoitetaan

ja kddnnepiste,
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van der Waalsin tilanyht4lé muotoon

. kBT a

P py N (6.25)
ja sovelletaan ehtoja (6.23) ja (6.23). Ensimmadisen derivaatan nollakohta
ap kgT 2a
4 -7 —
v (v—0b)2 T
antaa )
kpT. = ZaM. (6.26)
UC
Toisen derivaatan nollakohdasta
¥p_ kT 62 _
02 (v—b)3 ot
saadaan s
kpT. = 311@. (6.27)
UC
Yhtiloista (6.26) ja (6.27) ratkaistaan
Uec = Sb.
Kun v, sijoitetaan esimerkiksi yhtdloon (6.26), saadaan
8 a
kB TC — EE.
Tilanyhtdlostd voidaan nyt ratkaista
1 a
PC —_— ﬁb_z.
Van der Waalsin aineen kriittisen pisteen koordinaatit ovat siten
v, =3b (6.28)
8a
kpTe = —+ 2
Blc 27 b (6 9)
1 a
P. = 7R (6.30)

Kriittisen pisteen paikka riippuu vain tilanyhtélon ainevakioista a ja b, eli ai-
nevakiot voidaan méaérété, jos kriittinen piste tunnetaan.

Ideaalikaasun tilanyht&ld lausuu paineen riippuvuuden tilavuudesta ja
lampotilasta universaalissa eli ainevakioista riippumattomassa muodossa. Jos
halutaan tilanyhtal, joka kuvaa sekd kaasu- ettd nestefaasia, ei tdysin aineesta
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Aine T, (K) =z

Ne 44,8 0,305
Ar 150,7 0,292
Kr 2094 0,290
Xe 289,8 0,288
N, 126,0 0,292
O, 154,3 0,292
CO 133,0 0,294
CH; 190,3 0,289
H,O 6474 0,229

Taulukko 6.2: Erdiden aineiden kriittisid lampétiloja ja kokoonpuristuvuuste-
kijoita.

riippumatonta tilanyhtélod voida kirjoittaa. Van der Waalsin tilanyhtdlo voi-
daan kuitenkin ilmaista erdélld tapaa universaalissa muodossa redusoitujen
muuttujien

P=P/P; T=T/T.,, 7=uv/v.

avulla. Sijoittamalla ndma yhtaloon (6.22) saadaan dimensioton van der Waalsin

yhtilo
S 3\ /. 1\ 8.
(p+_ﬁ2) (v— 5) = 3T, (6:31)

jossa ainevakiot eivit esiinny. Yhtdlo (6.31) ilmaisee vastaavien tilojen lain
(law of corresponding states): samoissa olosuhteissa (P, T,0) kaikki fluidit
kdyttdytyvit samalla tavalla.

Kirjoitetaan nyt tilanyhtdlo (ei véalttdmittd van der Waalsin tilanyhtalo)
muotoon z = Pv/kpT, misséd z on kokoonpuristuvuustekiji. Redusoitujen muut-
tujien avulla:

PP.9v, P.v. Po Po
P GTT. ke T T (32

Yhtdlon (6.32) mukaan vastaavien tilojen laki patee kaikille aineille, jos kriit-
tinen kokoonpuristuvuustekiji z. sama. Van der Waalsin aineelle z. = 3/8 =
0,375. Vertaamalla taulukon 6.2 kokeellisiin tuloksiin havaitaan, ettd van der
Waalsin tilanyhtdlo jossain méérin yliarvioi kokoonpuristuvuustekijan kriit-
tisessd pisteessd. Huomataan myos, ettd z. ei ole vakio. Pyoredhkéille ja ei-
polaarisille molekyyleille kokoonpuristuvuustekijd onz. ~ 0,29, mutta polaa-
risille ja muodoltaan huomattavasti pallomaisesta poikkeaville molekyyleille
kokoonpuristuvuustekijd on pienempi. Tama tarkoittaa, ettéd ei ole mahdollis-
ta 16ytad yleistd tilanyhtdlod P = f(T, 0), joka kuvaisi kvantitatiivisesti oikein
aineen termodynaamisia ominaisuuksia kriittisen pisteen ldhella tai ylipaansa
korkeassa paineessa. Tarkemmissa tilanyhtdloissd joudutaankin turvautumaan
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P

Kuva 6.11: Maxwellin konstruktio.

lisdparametrien kdyttoon. Van der Waalsin tilanyht&lo antaa kuitenkin laadul-
lisesti oikeita ennusteita ja on siksi riittdva tarkasteltaessa monia faasimuutok-
siin liittyvid ilmioitd.

6.8.3 Maxwellin konstruktio

Kuvan 6.10 mukaan kun lampétila on kriittista lampdétilaa alempi T < T on
mahdollista 16yt lukupareja (vg, v,), joista toinen, vy, sijaitsee harvan aineen
puolella (hoyry) ja toinen, v, tihedn aineen puolella (neste), ja jotka molemmat
vastaavat samaa painetta. Mutta miten ndistd pareista voidaan 16ytédé se, joka
kuvaa nesteen ja hoyryn tasapainoa?

Gibbsin ja Duhemin yhtdlén (4.39) mukaan

dy = — <%> aT + <%> dP = —sdT + vdP.

Jos nyt tarkastellaan yhtd kuvan 6.10 isotermid, on dT = 0 ja
du = vdP. (6.33)

Yhtéls (6.33) voidaan integroida nesteestd kaasuun pitkin isotermid, ja kun
muistetaan, ettd tasapainoehtojen mukaan y = i, saadaan

123 Uk
d‘u:yk—yn:/ vdP = 0.
Hn Un

Integrandi v(P) on moniarvoisuutensa vuoksi hieman hankala, ja siksi on-
kin parasta turvautua geometriseen tarkasteluun. Vaihdetaan v- ja P-akselien
paikat ja jaetaan integraali kuvan 6.11 mukaisesti neljaan osaan:

Uk B C
/ vdP = / vdP + / vdP
Un A B

D E
+ / vdP+/ vdP
C JD

Alal— AlaIlL (6.34)
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p=N/V

Kuva 6.12: Binodal (yhtendinen viiva) ja spinodal (katkoviiva). Harmaa alue
on epdstabiili.

Tasapainotila siis 16ydetdan, kun alat I ja II asetetaan yhtd suuriksi. Tatd kutsu-
taan Maxwellin konstruktioksi.

Maxwellin konstruktion kdytto edellyttdd, ettd tilanyhtdlé tunnetaan.
Muussa tapauksessa tasapaino-ominaisuuksien maéérittiminen hankaloituu,
mutta esimerkiksi tasapainohdyrynpaine voidaan approksimoida Clausiuksen
ja Clapeyronin yhtélostd. Vaihtoehtoisesti faasitasapaino voidaan 16ytdd ratkai-
semalla (numeerisesti) samanaikaiset ehdot P(vy) = P(vy) ja p(vk) = p(vn).

6.8.4 Epastabiilit ja metastabiilit tilat

Kun Maxwellin konstruktion tai muun menetelmén avulla 16ydetyt eri iso-
termejd vastaavat molekyylitilavuudet tai tiheydet hoyry-neste tasapainossa
piirretddn lampotilan funktiona, muodostavat ne ns. binodal-kdyran. Kuvas-
sa 6.12 binodal on esitetty (p, T)-tasossa (yhtendinen viiva). Painekdyran lokaa-
lit minimi- ja maksimikohdat (dp/dv = 0) méaérittelevat spinodal-kédyran, ku-
vassa 6.12 katkoviivalla esitetty kdyrd. Kdyrat sivuavat kriittisessd pisteessad C.
Harmaassa alueessa kokoonpuristuvuus on negatiivinen ja aine on epéstabiili.
Epaéstabiiliin tilaan joutunut aine romahtaa véistimaéttd takaisin stabiiliin ti-
laan. Epéstabiili tila on olemassa vain hetkellisesti, eikd sen ominaisuuksia voi
kuvata termodynamiikan keinoin.

Binodal- ja spinodal-kdyrien véliin jadvd alue on metastabiili. Tassd aluees-
sa aine on stabiili pienten fluktuaatioiden suhteen, suuret fluktuaatiot sen si-
jaan johtavat faasimuutokseen. Metastabiiliin kaasuun syntyy pienid molekyy-
liryppaéitd, nestefaasiin taas kuplia. [Imittd kutsutaan nukleaatioksi, ja se on en-
simmadisen kertaluvun faasimuutoksen alkuaskel. Pienten uuden faasin alkioi-
den on ylitettdvd energiakynnys ennen kuin ne voivat kasvaa makroskooppi-
siksi pisaroiksi tai kupliksi, muutoin ne hajoavat ja palautuvat alkuperdiseen
faasiin. Metastabiilissa alueessa faasialkiolle on energeettisesti edullista siir-
tyd stabiiliin faasiin, mutta toisaalta pinnanmuodostus vanhan ja uuden faasin
vilille vaatii energiaa. Vasta, kun edellinen energiakontribuutio on itseisarvol-
taan jalkimmadistd suurempi, voi faasialkio kasvaa “rajatta”. Tietenkin suljetus-
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Kuva 6.13: Pisara tasapainossa hoyryn kanssa.

sa systeemissd faasialkioiden kasvu muuttaa vanhan faasin tiheyttd niin, ettd
lopulta kasvu pysahtyy.

6.9 Pisaran tarina, osa 3: Tasapainoehdot ja muo-
dostumisen vapaa energia mitattavien suurei-
den avulla

Tdhdn mennessd luvussa 6 on tarkasteltu tasopinnan erottamia faaseja. Pa-
laamme nyt pallomaiseen nestepisaraan kaasussa, jolle johdimme tasapai-
noehdot kappaleessa 4.12 ja muodostumisen vapaan energian kappaleessa 5.5.
Téssd kappaleessa lausumme paineiden tasapainoehdon eli Laplacen yhtdlon
(4.86) ja pisaran muodostumisen vapaan energian muutoksen (5.43) sellaises-
sa muodossa, ettd esiintyvit suureet ovat helposti mitattavia ja siten yleisesti
taulukoituja. Historiallisista syistd puhumme Gibbsin vapaan energian muu-
toksesta, vaikka ndimme kappaleessa 5.5, ettd Helmholtzin vapaan energian ja
suuren potentiaalin muutokset ovat itseasiassa yhtd suuria kuin Gibbsin va-
paan energian muutos kunhan hoyryd on pisaran sisédltimiin molekyyleihin
verrattuna hyvin paljon.

6.9.1 Kelvinin yhtdlo

Pisaran kanssa tasapainossa olevan hoyryn paine voidaan laskea tasopin-
nan tasapainohdyrynpaineen ja pisaran siteen funktiona ldhtien Laplacen
yhtalosta

2w

P, — P = p (6.35)

ja kemiallisten potentiaalien yhtdsuuruudesta (4.85)

i (P, T) = pn(Pu, T) (= pp)-
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Téssd rajoitumme yksinkertaisuuden vuoksi yhden komponentin systeemiin.
Gibbsin ja Duhemin yhtdlén (4.39) mukaan

dy = vdP —sdT,

missdv = V/Njas = S/N .Kirjoittamalla Gibbsin ja Duhemin yhtilo erikseen
hoyrylle ja pisaralle ja ottamalla huomioon, ettd tasapainossa hoyryn ja pisaran
kemialliset potentiaalit ovat samat eli dyy = dpy, ja ettd dT = 0, saadaan

vndpn - depk,

josta ratkaistaan
ap, = 2k dp,. (6.36)
Un

Useamman komponentin tapauksessa kéytetddn Maxwellin yht&loa (5.13), jos-
ta saadaan

= Z)idp,
x,»,T

dp

ja paastddn samankaltaiseen tulokseen.Toisaalta Laplacen yhtalosta (6.35) dif-
ferentioimalla seuraa

dP, —dP, = d <27‘7> . (6.37)

Yhtaloista (6.36) ja (6.37) saadaan

U — Un B 20
(), —a (). -

Pintajannitys riippuu lampétilasta. Guggenheim (1945) on esittdnyt empiirisen
korrelaation

o(T)=00(1-T/Tc)", (6.39)

missd 0y ja n ovat sovitusparametreja ja Tc on kriittinen lampdétila. Pisaran ta-
pauksessa pintajédnnitys riippuu my0s pisaran sdteestd, milld on merkitystd
kun pisara on hyvin pieni. Tiedetéddn, ettd v, < vy, joten vy — v, ~ vr. Kun
liséksi oletetaan, ettd hoyry on ideaalikaasua, on v, = kgT/ Py, ja yhtdlo (6.38)

tulee muotoon
kBT de o 20
o ?k =d (7) . (6.40)

Oletetaan nesteen molekyylitilavuus v, vakioksi paineenvaihteluiden suhteen.
Ndin voidaan tehdd, koska nesteet ovat yleensd lihes kokoonpuristumattomia.
Kun vield unohdetaan pintajannityksen kokoriippuvuus, voidaan yhtalo (6.40)
integroida darettdmén pisaran rajalta (tasopinta) r-siteiseen pisaraan:

P,sa( )
e 108 [a(L),
On Pk,sat(oo) Pk oo r
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Pr(R)

R

Kuva 6.14: Tasapainohdyrynpaine pisaran siteen funktiona.

josta saadaan Kelvinin yhtiilo

Pk,sat(r) = Pk,sat(oo) exp (i‘T;n> . (6.41)
Bir
Tastd ndhdédan, ettd tasopintaa vastaava tasapainohdyrynpaine Py(c0) on ai-
na pienempi kuin sen hoyryn paine, jonka kanssa pisara on tasapainossa. Ta-
sapainohdyrynpaineen riippuvuus pisaran siteestd on esitetty kaavamaisesti
kuvassa 6.14.

Fysikaalinen tulkinta tille ns. Kelvinin efektille saadaan, kun verrataan mo-
lekyylien sijoittumista nestepinnalla pisaran ja tasopinnan tapauksessa. Pisa-
ran pinnalla molekyyli kokee toisten molekyylien aiheuttaman attraktiivisen
vuorovaikutuksen heikommin kuin tasopinnalla, koska kaareutumisen vuok-
si naapurimolekyylejd on vahemman. Jos tarkasteltavan molekyylin kohdalle
kuvitellaan tangenttitaso, sijaitsevat tasopinnan naapurimolekyylit télla tasol-
la, kun taas pisarassa molekyylit jaavat tason “alapuolelle” (kuva 6.15) ja si-
ten ne tavallaan “nédkevit” pisaraa ympéaroivan kaasun laajemmassa kulmassa.
Téstd syystd pintamolekyylit karkaavat helpommin kaasufaasiin ja tarvitaan
suurempi héyrynpaine (tiheimpi hoyry) estiméén pisaran vahittdinen haihtu-
minen.

Kelvinin yht&ld voidaan my6s kirjoittaa muotoon

o 200,
kT In(Py/ Pygat(c0))’

(6.42)

joka kertoo, ettd tietylle aineelle vakioldampotilassa ja vakiohdyrynpaineessa
Py vain r-siteiset pisarat voivat olla tasapainossa hoyryn kanssa. Suuremmat
pisarat jatkavat tiivistymalld kasvua “rajatta” ja poistuvat hoyrystéd, kun taas
pienemmit pisarat haihtuvat takaisin hoyryksi.

Kelvinin yht&l6lld on suuri merkitys aerosolifysiikassa, joka tutkii pienid il-
massa leijuvia nestemadisia tai kiinteitd hiukkasia. Tyypillisesti Kelvinin efekti
on otettava huomioon, jos pisaran lapimitta on pienempi kuin 50 nm. Kuiten-
kin esimerkiksi suurimolekyylisistd orgaanisista yhdisteistd koostuville pisa-
roille voi Kelvinin efekti olla merkittavé jo, kun pisaran ldpimitta on 200 nm.
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Kuva 6.15: Molekyylien sijoittuminen pisaran pinnalla.

Pisaran ja kaasun tasapainoa tarkasteltaessa on syytd huomata, ettd toinen
systeemin osasista ei saavuta termodynaamista rajaa, nimittdin nestepisara.
Termodynaamisen kasittelyn kannalta onkin ymmarrettdvé, ettd tdssd pisaraa
ei voida késittda todellisena fysikaalisena objektina vaan hypoteettisena nes-
tepisarana, jolla on tasapainovaatimusten mukainen kemiallinen potentiaali.
Tastd seuraa muun muassa, ettd hyvin pienelle pisaralle Laplacen yhtilosta
laskettu paine pisaran sisdlléd (joka voi olla hyvin suuri, laske!) on timéan hypo-
teettisen nestefaasin paine. Paine todellisen fysikaalisen pisaran sisdlld on ai-
van jotain muuta (jos se on edes hyvin mééritelty). Kuitenkin termodynaami-
nen menetelmd pystyy kuvaamaan varsin pienidkin pisaroita tai muita vastaa-
via objekteja kohtalaisen hyvin. Tédssd suhteessa termodynamiikka on varsin
anteeksiantava teoria.

6.9.2 Muodostumisen vapaa energia

Pyrimme nyt muokkaamaan pisaran muodostumisen vapaan energian sellai-
seen muotoon, ettd voimme piirtdd vapaan energian pisaran sdteen funktiona,
ja tdstd kdyrastd pddtelld minka séteinen pisara on tasapainossa tietyn painei-
sen ja lampdotilaisen kaasun kanssa , ja millaisesta tasapainosta on kyse. Saadun
tasapainokoon on tietenkin oltava sama kuin Laplacen tai Kelvinin yhtalosta
saatu tulos, koska kyse on samojen periaatteiden soveltamisesta termodyna-
miikan koneistoa hiukan eri tavalla kdyttien. Muodostumisenergiaa tarkastel-
taessa saadaan kuitenkin lisétietoa Laplacen tai Kelvinin yhtédlon kédyttoon ver-
rattuna, silld nyt saadaan tietoa myds tasapainopisaran muodostumiseen vaa-
dittavasta (vapaasta) energiasta, josta voidaan johtaa myos pisaran muodostu-
mistodennékéisyys. Muodotumistodennékéisyyslaskut ovat kuitenkin tdimén
kurssin rajauksen ulkopuolella.

Vakiolampétilassa Gibbsin ja Duhemin yht&ld yhden komponentin systee-
mille kuuluu dy = vdP. Kun tdma kirjoitetaan nesteelle, ja oletetaan jdlleen
neste kokoonpuristumattomaksi, ja integroidaan kaasun paineesta nesteen pai-
neeseen

P, P,
diiy = / 0ndP, (6.43)
Py Py

josta saadaan
pn(Pu) — tn(Pr) = vn(Pn — P) (6.44)
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Kertomalla timé nesteessd olevien molekyylien médaralla — N, ja kédyttden yh-
teyttd N,v, = V), paastddn tulokseen

~[pn(Pn) — pin (Pp)|Np = Vi (P — Py).

Muodostumisen vapaan energian lausekkeessa (5.43) esiintyy juuri tama
termi (kun merkitddn Py = Py) joten saadaan

AG = (Pk—Pn)Vn+‘7A+(Vn—Vk)Nn+(VP_.uk)Np
= —[pn(Pu) — pn(Pe)]Nn + 0 A+ (pn(Pn) — k) Nu + (p — pix) Np
= (un(Px) — px)Np + 0 A+ (pp — px) Np. (6.45)

Nyt pitéisi pdédstd eroon pintamolekyylien maardstd Np. Taméa molekyy-
limddrd on kytkoksissa sithen, miten pisaran raja on méaéritelty. Tosiasiassa pi-
saran reunamilla fluidi harvenee vihitellen nesteen tiheydestd kaasun tihey-
teen, eikd voida tarkasti ottaen sanoa, missd pisara loppuu ja kaasu alkaa.
Pisaran sidteen valinta on siis jossain rajoissa mielivaltainen. Ilman mielival-
taisuutta (ja nimellisen sdteen valinnasta riippumatta) voidaan kuitenkin las-
kea kuinka monta molekyylid pisaran sisdltdvéssd tilavuudessa on enemmaén
kuin jos koko tuo tilavuus olisi tidytetty homogeenisella kaasulla. Pisaran ti-
lavuuden sisédltdmédn kaasun molekyylien méidrd on mitdton pisaran mole-
kyylimddrddn verrattuna jo useasti kdytetyn tiedon vy >> v, perusteella,
joten se voidaan jdttdd huomiotta. Merkitddn pisaran sisdltimien molekyy-
lien todellista méardd Niot. Termodynaamisessa nestepisaramallissa oletetaan,
ettd r-sdteisen pisaran sisélld on nesteen tiheys ja sen ulkopuolella kaasun ti-
heys. Molekyylien m&éra tdssd mallipisarassa on N, = 4/ 37t /vy, ja se riip-
puu siis valitusta siteestd r. Pintamolekyylien méaara asetetaan sellaiseksi, ettd
Niot = Ny (rn valinta) + Ny (7:n valinta). Tavallisesti yksikomponenttisessa pi-
saramallissa valitaan pisaran nimellinen sdde siten ettd N, = 0. Useampien
komponenttien muodostamissa pisaroissa tdtd ehtoa ei voi toteuttaa kaikkien
komponenttien kohdalla yhdelld sédteen r valinnalla, ja silloin kédytetddn ehtoa

ZNi,pvi,n =0,
i

joka yhdelle komponentille antaakin N, = 0. Tatd valintaa kutsutaan tasamoo-
lipinnaksi (englanniksi equimolar surface). Valitsemalla tasamoolipinta pisa-
ran sdteen madritelméksi muodostumisen vapaa energia saadaan yksinkertai-
seen muotoon

AG = (un(Py) — px)Np + cA.

Nyt meidan on vield lausuttava kemiallisten potentiaalien erotus i, (Py) —
My mitattavien suureiden avulla. Tdimi tapahtuu siten, ettd sekd p, (Py) ettd
ux = Hr(Py) lausutaan tasapainossa olevien nesteen ja kaasun kemiallisten po-
tentiaalien avulla, jotka ovat tasapainoehdon vuoksi tietenkin yhtdsuuret. On
huomattava, ettd j1, (Py) ei ole pisarassa olevan nesteen kemiallinen potentiaa-
li, koska se ei ole nesteen paineessa, vaan kaasun paineessa. Todellinen nes-
teen kemiallinen potentiaali y, (P,) supistui pois yhtdlossa (6.45). Sijoittamalla
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yhtélossd (6.44) nesteen paineen tilalle kassun paine ja kaasun paineen tilalle
kylldisen hdyryn paine (tasopinnan yldpuolella) Py ;1 saadaan nesteen kemial-
lisille potentiaaleille relaatio

VVl(Pk) - .u"(Pk,sat) = UH(PH - Pk,sat)- (646)

Kaasulle voidaan kirjoittaa yhtdlod (6.43) vastaavasti

Py Py
/ d‘uk = / z}de,

. Pk,sat . Pk,sat

johon ideaalikaasulaista sijoitetaan vy = kT / Py, jolloin kaasun kemiallisille po-
tentiaaleille saadaan relaatio

Dy
P k,sat .

#i(Pe) — pic(Prsat) = kT In (6.47)

Pidetddn mielessd, ettd tasapainoehdon nojalla piy(Prsat) = Hi(Prsat), jolloin
vahentdmalla yhtalot (6.46) ja (6.47) toisistaan saadaan

P
n(Pe) — px(Px) = —kTn kk , + 0n(Pr — Psat)-
sa

Tehdédédn yksinkertainen suuruusluokkatarkastelu: Ilmakehén olosuhteissa
esimerkiksi vedelle (suhteellinen kosteus 100 %, lampdétila 298 K) Py — Py g ~
10* Pa, veden molekyylitilavuus nesteessid v, = 1073m3 ja Boltzmannin va-
kio k = 1.38-10~2J/K. Tastd nihdadn, ettd kT In % ~ 102 ja v, (P, —
Prsat) = 107267, joten yhtalon (6.9.2) jalkimmdinen térmi on mitattdéman pie-
ni ensimmadiseen termiin verrattuna, ja lopulta muodostumisen vapaa energia
voidaan kirjoittaa kdytdnnolliseen muotoon

AG = —N,kTIn Pe | oA

k,sat
Kirjoittamalla pallon tilavuuden ja pinta-alan lausekkeet V;, = Nuv, =
4/37r® ja A = 4mr? voidaan muodostumisen vapaa energia nyt piirtad

joko sdteen r tai molekyylien lukuméaardan N, funktiona tietyssd valitussa
lampétilassa ja hoyryn osapaineessa Py. Esimerkiksi lausumalla molekyylien
lukumaéérd sateen avulla saadaan
4 kT Py 5
AG 37" o In Pron +4more. (6.48)
Kylldiselle hoyrynpaineelle ja pintajannitykselle (jotka ovat yksikompo-
nenttisysteemissd vain lampétilan funktioita) 16ytyy monille aineille arvo-
ja ja mittaustuloksiin sovitettuja yhtdloitd taulukkokirjoista. Kuvassa 6.16
on piirretty muodostumisen vapaan energia vesipisaralle siteen funktiona
lampotilassa 298 K ja kahdessa eri vesihdyryn osapaineessa, joita vastaavat
suhteelliset kosteudet ovat 300% ja 500%.
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vesi, T=298 K

70

__ P/ __=5
g g.sat e
...P/P =3 L.t
60H g g,sat . J

0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
rinm]

Kuva 6.16: Muodostumisen vapaa energia vesipisaralle pisaran siateen funktio-
na kahdessa eri vesihyryn osapaineessa.

Kuvasta todetaan, ettd muodostumisen vapaalla energialla ei olekaan mi-
nimid, kuten vakaassa tasapainossa pitdisi vaan maksimi. Tamdn maksimin
paikan antaa Kelvinin yhtdlo (6.42) tai yleisemmin Laplacen yht&lo (6.35) Tasa-
painopisara onkin epdvakaassa tasapainossa: jos siitd ldhtee molekyylejd pois,
se haihtuu takaisin hoyryksi, ja jos siihen lisdtaan molekyylejd, se kasvaa ra-
jatta kunnes hoyry loppuu tai pisara tulee niin painavaksi ettd se ldhtee pu-
toamaan alas painovoiman vaikutuksesta. Pienilld pisaroilla kasvaminen edel-
lyttdd siirtymistd ylospdin vapaassa energiassa. Namaé pisarat ovatkin taipu-
vaisia haihtumaan hoyryksi. Yhtilon (6.48) ensimmaéinen tilavuustermi (e %)
on ylikylldisessd hoyryssd negatiivinen kuvaten sitéd, ettd neste on néissa olo-
suhteissa vakaa eli vapaalta energialtaan alempi faasi. Pinnan muodostami-
nen kahden faasin vilille maksaa kuitenkin energiaa, ja tdtd kuvaa yhtdlon
jalkimmainen pintatermi (e r2). Pisaran sdteen on kasvettava riittivan suurek-
si, ennenkuin faasitransitiossa saavutettu hyoty kumoaa pinnanmuodostuk-
sesta aiheutuvan sakon. Vesimolekyylien tormadilyt pisaraan ja toisaalta mo-
lekyylien irtoaminen pisarasta kilpailevat keskendén, ja koska kyse on satun-
naisprosesseista, on mahdollista ettd pisara saavuttaa tasapainokoon eli niin
sanotun kriittisen koon siitd huolimatta ettd se joutuu kiipedmé&&n vapaan ener-
gian ylamékeen. Kriittisen koon saavuttanut pisara on nukleoitunut. Kayristd
ndhdddn, ettd tasapainopisaran sidde on sitd suurempi, mitd alempi on ve-
sihdyryn osapaine, ja myos nukleaatiovalli eli vapaan energian valli, jonka
péélle pisaran on kiivettdvd, on korkeampi alemmassa veden osapaineessa. Jos
héyryn osapaine on kylldinen hoyrynpaine tai sitd alempi, kuvan 6.16 kdyrilld
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ei ole maksimia vaan ne jatkavat nousuaan ylospéin rajattomasti. Tdlloin nes-
tefaasi ei ole stabiili faasi. Téatd vastaa kuvassa (6.10) se T < T -kdyrdn osa
korkealla molekyylitilavuudella v, jossa kutakin painetta vastaa vain yksi mo-
lekyylitilavuus, eli tiheydet binodalin oikealla puolella kuvassa (6.12). Jos ve-
sihyryn osapaine on tarpeeksi suuri, maksimi hdvidé ja kdyrédt suuntautuvat
alusta asti alaspdin. Télloin kaasu ei ole endd metastabiili faasi vaan neste on
ainoa milldén tavalla vakaa aineen tila. Tdtd vastaa kuvassa (6.10) se T < T¢
kdyran osa alhaisella molekyylitilavuudella v, jossa kutakin painetta vastaa
vain yksi molekyylitilavuus, eli tiheydet binodalin vasemmalla puolella ku-
vassa (6.12).
Derivoimalla yht&loa (6.48) sdteen v suhteen saadaan

9AG LW L AN S
or P, T 3 Un Pk,sat
kT P,
= —4712 = In—* 4 8nor. (6.49)
Un k,sat

Kun tdmd asetetaan nollaksi, saadaan tasapainopisaralle (joka merkitddn nyt
yldindeksilld *)

. 200y
kT 11Fl(Pk/Pk,sat) ’

eli Kelvinin yht&lo (6.42). Aiemmin johdimme Kelvinin yhtdlén Laplacen
yhtdlostd, joka puolestaan johdettiin kappaleessa 4.12 entropian differentiaa-
lin nollakohdasta. Nyt ndemme ettd saman tuloksen saamme etsimélld muo-
dostumisen vapaan energian differentiaalin nollakohdan, kuten pitaakin.

Nukleaatiovallin korkeus eli kriittisen klusterin muodostumisen vapaa
energia saadaan laskettua sijoittamalla tulos (6.50) vapaan energian lausek-
keeseen (6.48). Helpoimmin timé tapahtuu sijoittamalla kT In(Py/Pysar) =
200, /r* lausekkeeseen (6.48) jolloin saadaan

(6.50)

4 .31 200,

4
AG = —gm +4mor? = gnr*za,

Uy T¥
missd r* saadaan yhtdlostd (6.50) .
Lasketaan vield nukleaatiovallin korkeuden derivaatta kaasun osapaineen
Py suhteen vakioldampdétilassa muistaen, ettd kylldinen hoyrynpaine Py g,¢, pin-
tajdnnitys o ja nesteen molekyylitilavuus v, ovat vakiolampdétilassa vakioita
yksikomponenttisysteemissd. Derivaatta on helpompi ottaa In P, :n kuin Py:n
suhteen
J0AG* 8 ., or

AInP |, 3 9P

T
joten laskettavaksi tulee

or —20v, 0 In(Py/ Py gat)

oInPe |; kT[In(Pc/Prea)]> OInPy

—2004,
T kT[ln<Pk/Pk,sat)}2
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koska
alrl(Pk/Pk,sat) _ a(lnPk _lnPk,sat) -1
dln Pk T dln Pk T '
Nukleaatiovallin korkeuden derivaataksi saadaan
OAG* 8 . ploge 4 22020,
= ——707 = ——71r .
alrlPk T 3 kT[ln(Pk/Pk,sat)]2 3 kT[ln(Pk/Pk,sat)]2

Téssd huomataan, ettd r*:n jalkeen kirjoitettu osamééra on tekijdd v, /kT vailla
yhta suuri kuin *2. Lavennetaan tekijalld v, /kT, jolloin saadaan

JIAG*
dln Pk

4kT 220202 —kT4 5
= —— — 77 = —7tr :—kTN*
v 30, KTIn(P/Pisa)?  0n 3 "

Kirjoitetaan tulos muotoon

afAG*

kT *
= N ,
alnPk T "

joka on paljon kdytetty ensimmiinen nukleaatioteoreema.Tama tulos, jonka tédssa
johdimme yksinkertaiselle pisaramallille, voidaan johtaa myos hyvin yleisista
statistisen mekaniikan tarkasteluista. Kineettisilld (ei termodynamiikan piiriin
kuuluvilla) tarkasteluilla voidaan osoittaa, ettd pisaroiden muodostumisno-
peus (aika-ja tilavuusyksikkaa kohti) eli nukleaationopeus J « exp(=2&-), jo-
ten mitatun nukleaationopeuden logaritmin derivaatasta nukleoituvan hoyryn
osapaineen logaritmin suhteen voidaan péaételld kriittisen klusterin molekyyli-
lukumaara

din]

alnPk T

~ N,.

Tulos on tdrked, koska sen avulla makroskooppisesta mittauksesta saadaan
tietoa molekyylitason ilmitistd. Toinen nukleaatioteoreema kertoo yhteyden
nukleaationopeuden ldmpétiladerivaatan (kun héyryn osapaine tai vaihtoeh-
toisesti kylldstysaste pidetddn vakiona) ja kriittisen klusterin sidosenergian
valilla.



Luku 7

Liuosten termodynamiikkaa

7.1 Partiaaliset molekyylisuureet

Edelld esitetty termodynamiikan perusformalismi on suoraviivaisesti yleis-
tettdvissd monikomponenttisiin systeemeihin. Esimerkiksi termodynaamisten
potentiaalien differentiaalit sédilyvit sellaisinaan, kunhan tehddan muutokset
udN — Y, uidN; tai Ndp — Y ; Nidy;. Yhdestd ainekomponentista koostu-
vien systeemien tiheyssuureita (tai ominaissuureita) vastaavat seoksissa parti-
aaliset molekyylisuureet, jotka kertovat, miten seoksen ekstensiiviset ominaisuu-
det muuttuvat, kun seokseen lisdtddn pieni maard ainekomponenttia i kompo-
nenttien j # i madrien pysyessa vakioina.
Olkoon Y ekstensiivinen tilamuuttuja. Sen kokonaisdifferentiaali on

ay = (a_y) ANy + (a—y) ANy + ..
ON1 /b, TNy Ns ... ON2 /b, T,Ny Ns ...
Differentiaalien dN; kertoimet
Y )
= (2 , 7.1
n= (5 o, 7.1)

ovat suureen Y partiaalisia molekyylisuureita. Ne ovat intensiivisid suureita.
Koska Y on ekstensiivinen suure ja koska hiukkasméaarit ovat myos eksten-
siivisid, on voimassa skaalausehto

Y(ANy, ANy, ...) = AY(Ny, N, ...).
Téastd voidaan helposti johtaa tulos (katso luku 4.7.1)
Y =y1N;i +1yoNo+ ... (7.2)

Suure Y voidaan siis lausua partiaalisten molekyylisuureiden ja hiuk-
kasmédrien avulla.
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Esimerkkind partiaalisista molekyylisuureista tarkastelemme partiaali-
sia molekyylitilavuuksia kahden komponentin eli bindarisessd liuoksessa.
Mairitelldan keskiméardinen molekyylitilavuus

1%

V= ——.
N; + N,

7.3)

Liuoksille usein tiedetddn niiden massatiheys mooliosuuden ja lampétilan
funktiona p,, (x, T). Koska

_m M1N1 +M2N2

missd M; ja My ovat molekyylien massat, saadaan ratkaisemalla tilavuus
yhtdlostd (7.4) ja sijoittamalla yhtdloon (7.3)

MiN1 + MyN, i _ Myx1 + Moxs
Ni + N; Om Om ’

5:

(7.5)

Tastd ndhdéan, ettd myos T on lausuttavissa helposti mitattavien suureiden
avulla. Partiaalinen molekyylitilavuus v; on

aV J ._ v _
01 = (m)}\b = m[v(l\h + N2)] = (N1 + Na) (m)}\]2 +7. (7.6)

Téassa
()~ (om) oo (N
aN1 Nz_ aXQ 8N1 Nz_ aXQ 8N1 N1+N2 Ny
_ (X oo
B <N1+N2) oxy 7)

Sijoittamalla tulos (7.7) yhtdloon (7.6) saadaan

v
=0 —x5—. 7.8
0=7-ng 78)
Vastaavasti voidaan johtaa
v v
0 =T — L = T4 (1— 1) 2. (7.9)

Kaytdannon sovellutuksissa on lausuttava keskimaardisen molekyylitila-
vuuden derivaatta mitattavan suureen eli liuoksen massatilavuuden avulla
ldhtien kaavasta (7.5)
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Xetanoli

Kuva 7.1: Veden ja etanolin moolitilavuuksien riippuvuus etanolin mooliosuu-
desta lampdétilassa 250C.

_ Ml(l—xz)+M2X2
8x2 sz '

(=M + Ma)py — 55 [Mr (1 = x2) + Mpx,]

= 5 (7.11)

P

(M = My) _ 1 9pm _

= o p%1 91 [M1<1 X2) +M2X7_] (7.12)

= M — iap_mﬁ (7.13)

POm Om oxy

Liuosten termodynaamisissa sovelluksissa kdytetddn partiaalisten mole-

kyylisuureiden sijaan usein partiaalisia moolisuureita. Esimerkiksi partiaali-
nen moolitilavuus médritelldan

v; = (a_v) , (7.14)
ani P,T,Ylj#;

missd 11; on aineen i moolimé&ard. Veden ja etanolin partiaaliset moolitilavuudet
vesi-etanoliliuoksessa on esitetty kuvassa 7.1. Kuvasta ndhddén, ettd mooliti-
lavuuksien riippuvuus mooliosuudesta on hyvin monimutkainen.

Vastaavalla tavalla kuin partiaalinen molekyylitilavuus voidaan méaritelld
partiaaliset energiasuureet, entropia jne.
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7.2 Laimeiden liuosten héyrynpaine

Tarkastellaan liuosta, joka koostuu liuottimesta (engl. solvent) ja pienesta
maédrastd liuotettavaa ainetta (engl. solute). Liuotin voi olla esimerkiksi vesi.
Olennaista on, ettd liuotettavaa ainetta on niin pieni méaéaré liuoksessa, ettd sen
molekyylit ovat kaukana toisistaan eivétka sitoudu aggregaateiksi, esimerkiksi
miselleiksi, tai separoidu kokonaan eri faasiksi.

Tasapainossa nesteen (1) ja hoyryn (k) kemiallisten potentiaalien tdytyy olla
samat seké liuottimelle (w) ettd liuotettavalle aineelle (s):

Hwn = Huwk (7.15)
s = Ps k- (7.16)

Kun on kyse tasopinnasta, myos paineet ovat samat hoyryssi ja nesteessd Ol-
koon Py puhtaan liuottimen tasapainohdyrynpaine ja Py 4 6P liuottimen tasa-
painohdyrynpaine liuospinnan yldpuolella. Koska liuotettavan aineen mééara
on pieni, voidaan liuottimen kemiallinen potentiaali kirjoittaa paine-eron 6P ja
liuottimen moolisosuuden muutoksen éx,, potenssisarjana .

Liuottimen kemiallinen potentiaali liuoksen tasapainohdyrynpaineessa
Py + 6P on siten kirjoitettavissa muotoon

d
,uw(PO + 6P, T, xyp + 5xw) = ,uw(PO/ T, xw = 1) + (aﬂw) Oxw
Xw /T,p
I 2
+ oP + O((5P) ), (7.17)
oP T x

missé o (Po, T, X = 1) = pY on puhtaan liuottimen kemiallinen potentiaali.
Koska liuotettavan aineen vaikutus liuottimen ominaisuuksiin on pieni, voi-
daan yhtdlossa (7.17) esiintyvéd painederivaatta lausua puhtaan aineen ominai-
suuksien avulla

0 0 0
<a,uw> - (W_w> _ <8L> e (7.18)
aP T,Xw aP Ter an P/T Nw
0

missd ), on puhtaan liuottimen moolekyylitilavuus ja V? sen tilavuus.
Yhtilon (7.18) toinen yhtdsuuruus seuraa Maxwellin relaatiosta (0V /on)rp =
(0u/0P) T, (vrt. yhtals (5.13)).

Yhtalosta (5.32)

AGmix = kT(NypInxy + Nplnxy)
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saadaan

a,uw _ ) _ 0AGpix
(axw)T,péxw a A‘umlxrw_( INy Np,P,T

1 axw 1 axp
N, (o ), +s, (ax ),

0xy oxp
kT In xy + kT(Nw — Np) [(m)}\]p + (m)Np]

- kT ln Xw- (7.19)

kTInxy + kT

Tama tulos pétee ideaalikaasulle ja nesteellekin, kun kyseesséd on ns. ideaali-
livos.!

Sijoittamalla saadut osittaisderivaatat yhtdloon (7.17) joka kirjoitetaan erik-
seen kaasulle ja nesteelle, ja sijoittamalla ndmai tasapainoehtoon (7.15) saadaan

Hwix(Po, T, xw = 1) + kT Inxy,  + Ugj,kﬂjk =
pwn(Po, T, xw = 1) + kT Inx + 05, ,,0 Py (7.20)

Paine tasopinnan erottamissa tasapainofaaseissa on sama sekd puhtaan ai-
neen (Pp) ettd liuoksen tapauksessa. Py + 6P, = Py + 6Pior = Py + 6Py
kun liuenneen aineen paine kaasussa on mitaton. Talloin 6P, = P, ja mer-
kitdan tdtd paine-eroa yksinkertaisesti 6 P. Puhtaan aineen tasapainoehdon no-
jalla gy (Po, T, X = 1) = pw,n(Po, T, xo» = 1), ja yhtdlosté (7.20) voidaan siten

ratkaista

5P:0k7T1nM.

7.21
Uk~ Ug],n Xw,k ( )

Liuottimen moolekyylitilavuus nesteessd on pieni verrattuna molekyyliti-
lavuuteen kaasussa, eli v0 ; < 09, ,. Kun lisiksi oletetaan, ettd hoyry noudattaa

w,g
ideaalikaasulakia
o _ RT
Z]w,k - ?’
saadaan yhtdlostd (7.21)
5P = PIn 2" — P(Inxy, — Inxy ). (7.22)
X,k

Yhtélon (7.22) ensimmaéinen logaritmitermi voidaan kirjoittaa liuotettavan ai-
neen mooliosuuden avulla:

Inxy, =In(l—x5,) = —Xsn + (’)(xg,n). (7.23)

deaaliliuoksessa vuorovaikutuksen voimakkuus samanlaisten ja erilaisten molekyylien

" T ; e i pi 0 pised fo—

vililld on keskiméarin sama. Ideaaliliuoksen ainekomponentille i pitee f; = x;f;, missd f =
exp(u/(RT)) on fugasiteetti ja yldindeksi 0 viittaa puhtaaseen aineeseen.
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Liuos
paine = P

(L
..

HyO paine = P

Kuva 7.2: Osmoosi.

Kun otetaan huomioon vain yhtélén (7.23) ensimméinen termi, ja oletetaan,
ettd liuotettava aine ei juurikaan haihdu, ts. x;,, ~ 1 eli Inx,; ~ 0 saadaan
yhtdlostd (7.22) Raoultin laki
oP
P

Raoultin lain mukaan 6P < 0 eli liuottimen tasapainohdyrynpaine on liuoksen
tapauksessa pienempi kuin puhtaan liuottimen tapauksessa.

- _XS,;/I. (7.24)

7.3 Osmoosi

Puolildpédisevd kalvo ldpédisee liuottimen mutta ei liuotettavan aineen mole-
kyyleja. Luonnossa puolildpdisevid kalvoja esiintyy erityisesti soluissa. Jos
puolildpaisevilla kalvolla suljetun putkilon paa asetetaan vesiastiaan ja putki-
loon liuotetaan vidhén esimerkiksi sokeria, havaitaan, ettd liuospinta putkilos-
sa asettuu veden pintaa korkeammalle (kuva 7.2) Tamaé osoittaa, ettd vettd on
siirtynyt astiasta putkiloon. Liuoksen ja nesteen pinnan vilinen korkeusero h
kertoo, ettd puhtaan veden ja liuoksen vililld on paine-ero, ns. osmoottinen pai-
ne P — Py = 0P. Hydrostatiikan mukaisesti osmoottinen paine on 6P = p;,gh,
missé p,; on nesteen massatiheys.

Termodynaamisesti on selvéd, ettd yhtdlon (6.1) mukaiset tasapainoehdot
eivét ole voimassa sellaisenaan osmoottisessa systeemissé, koska liuotettavan
aineen molekyylit eivédt pddse kalvon lapi. Kalvo on jaykks, joten se ei pysty
vélittimaan mekaanista energiaa, miké fysikaalisesti ilmenee paine-erona ve-
den ja liuoksen vililld. Tasapainossa puhtaan veden ja liuoksessa olevan veden
kemialliset potentiaalit ovat kuitenkin samat:

Hw(Po, T, xw =1) = pw(P, T, xy), (7.25)

missd vasemmalla puolella on puhtaan veden kemiallinen potentiaali ja x; on
veden mooliosuus liuoksessa. Yhtdlon (7.25) oikea puoli késitellddn kuten edel-
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lisessd kappaleessa:

ww(P, T,xp) = pw(Po, T, xp = 1) + kT Inxy + 02,,H5P+ e
= 4w(Py, T,x0 = 1) +kTIn(1 — xp) + 0% 6P +...  (7.26)
= pw(Po, T, xp = 1) —kTxp + 05, 0P + ..., (7.27)

missd x), on liuotettavan aineen mooliosuus. Kehitelmésta (7.27) puuttuvat ter-
mit kuvaavat liuottimen ja liuotettavan aineen molekyylien vuorovaikutukses-
ta aiheutuvaa kontribuutiota kemiallisen potentiaaliin.

Yhdistamalld tulokset (7.25) ja(7.27) , ja toteamalla ettd puhtaan veden ke-
miallinen potentiaali supistuu pois saadaan

uo, (P, T) — 09, ,6P = 3 (P, T) — kTx,

eli
9, 6P = kTxp. (7.28)

Koska laimeassa liuoksessa x, < 1, on Vix v, ja siten

0 ve v

Vpn = — = —
w,n ’

missd N on molekyylien kokonaisméaara. Nyt yhtals (7.28) voidaan kirjoittaa
Vv n
—6P = kTxp = —LkT
n TN

eli

kTN,
0P~ — L. (7.29)

Tamaé on van’t Hoffin yhtdlo. Hieman ylldttdvasti se on muodoltaan ideaalikaa-
suyhtdld, mutta toisaalta tulos on jarkevé, koska laimeassa liuoksessa liuotet-
tavan aineen molekyylit ovat kaukana toisistaan eivatkd juuri vuorovaikuta
keskenaan.




Liite A

Termodynaamisten
derivaattojen kasittelysta

Termodynaamisten ongelmien ratkaisu vaati usein termodynaamisten osittais-
derivaattojen muuttamista toiseen muotoon, muutenkin kuin vain Maxwellin
relaatioiden avulla. Vaikka tarvittavat muunnokset voidaan aina johtaa “alusta
alkaen”, on seuraavassa esitettdvistd yhtaloista paljon hyotya.

Tarkastellaan funktiota x = x(y, z). Sen differentiaali on

ox ox
dx = <@>Z dy + <$)y dz. (A.1)
Vastaavasti, jos vapaiksi muuttujiksi valitaan x ja z, eli y = y(x, z),
_ (% Ay
dy = <ax >Z dx + (az )x dz. (A.2)

Yhtilon (A.2) avulla dx voidaan kirjoittaa muotoon
_ [ox ay oy ox
o= (ay)z (5). e+ (52) 2] + <az>ydz
_ [ox ay ox ay ox
GG @GR ()
Viemilld dx- ja dz-termit yhtdlon eri puolille saadaan

SOl OIEROIEE

Yhtélossd (A.3) dx:d4 ja dz:aa voidaan varioida toisistaan riippumatta, jolloin
ndiden kertoimet (hakasulkulausekkeet) voidaan asettaa erikseen nolliksi.
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Valitaan ensin dx # 0ja dz = 0. Yhtdlostd (A.3) saadaan
SOER
dy ), \ox ),

eli
(ax ) 1 (A4)

CVANENY
ox J,

Valitaan sitten dx = 0 ja dz # 0. Tastd seuraa, ettd
ox oy ox
() G (52) =0

Jakamalla (dx/9z),:1ld ja kdyttamalla yhtaloa (A.4) saadaan

ox oy z\
(@l(al(al—‘L (4

Tamai tulos tunnetaan my6s Eulerin permutaationa.
Olkoon nyt w mielivaltainen funktio ja x = (y, z). Jaetaan yhtilo (A.1) puo-

littain dw:114:
dr _ (0r) dy (v d=
dy ), dw oz ), dw’

%:

Jos oletetaan, ettd z on vakio eli dz = 0, saadaan
ax) _(ox) (2
ow ), \dy ), \ow ),

e].l
E X (_ )Z

o), [(ow\’
xZ

[*5]



